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1. MURTOLUKUJA JA PAASSALASKUA

1.1. Murtoluku ja sekaluku
Murtoluvun suuruus on joskus vaikea tulkita. Kun murtoluvun osoittaja (ylempi luku) on paljon suurempi
kuin nimittdja, on vaikea sanoa, kuinka monta kokonaista luku on. Iso luku on hyva antaa sekalukuna.

@ Esimerkki:
(Mle 66 . . . .

a) ~ on vaikea tulkita. Kuinka monta kokonaista se on?
66 : 7 =9,4... Kokonaisia on siis 9. Yli jaa 66 -9 -7=66-63 =3
Siisps %8 = 93
lispd — = 7
b) Mita on 62 murtolukuna? Kuinka monta neljasosaa kokonaisissa on? 6 - 4 = 24 Kokonaisissa on siis 24
neljasosaa. Pohjalla on jo kolme neljasosaa.
e 3 24+3 27
Siispd 6= = —— = —

4 4 4

/ Harjoitus 1: Muuta sekaluvuiksi/murtoluvuiksi

84 74 62 97 72 2 2 3 . 1 . 1

1.2. Murtolukujen laventaminen ja supistaminen
Laventamisessa murtoluvun osoittaja ja nimittdja kerrotaan samalla luvulla. Supistamisessa jaetaan.
Murtoluvun suuruus ei muutu.

@ Esimerkki:
M 3) . 2
22238 ja toisaalta ezl
18 6 3

2:
6 63 62

Harjoitus 2:
Lavenna tai supista kaikki murtoluvut samannimisiksi. Samannimisilla murtoluvuilla on sama

nimittaja.
22 4 123 2 31 6 12 16 16 2 2 1 18 2 1 2 1.2 9
A3en Py 9vss dena 9793 U 8vws Nenws
Harjoitus 3:
Prosentit ovat murtolukuja. 1% = ﬁ =0,01. Kirjoita vastaava prosentti-/murtoluku. Tarkista
laskimella.
a)— b)= o= d)75% e)20% )12,5% g)> h)2 )= )= k) 33,3.% |)16,6..%
10 4 2 ! 5 8 20 25 = e
1.3. Murtolukujen yhteen- ja vihennyslasku

Murtoluvut voidaan laskea yhteen, jos niillda on sama nimittaja.

Esimerkki:
e 3 5 3+5 82 4 1
A5+te= % "6 “3° 13

6 6 3
3 4 3-4 -1 1
b —_——_e— = —_— = — =
)5 5 5 5 5

Harjoitus 4:
Tee laskut. Lavenna tai supista tarvittaessa. Anna vastaus siistissd muodossa.
1 1 1 5 3 6 3 1 5 8 1 1 4 1 1 2 1 4 a3
gty blgtg dity dztg o egts f3=¢ egmy Ny Ugm5 053
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1.4. Murtolukujen kertolasku
Murtolukujen kertolaskussa kerrotaan osoittajat keskendan ja nimittdjat keskenaan.

0 Esimerkki:
@mn 2 4_24_ 8 _

/ Harjoitus 5: Laske kertolasku. Supista vastaus tai muuta vastaus sekaluvuksi tarvittaessa.

2 3 2 6 3 9 7 6 6 4 3 7 5 7 3 7
Azry Blyry A dgrg ey iy gy 05y
1.5. Murtolukujen jakolasku

Murtolukujen jakolasku tehdaan niin, etta jakajasta tehdaan kaanteisluku ja samalla jakolasku muutetaan
kertolaskuksi.

y Esimerkki:
Mo
& 2,2_2.5_25_Pw0_5_ 2
: T3 73

6 3

3 5 3 2

N

/ Harjoitus 6: Laske jakolaskut. Muista supistaa vastaus ja muuttaa se sekaluvuksi tarvittaessa.
4 1 1 4 6 2 9 5 9 8 2 1 7 1 12 6
a)g-— b)g-g C)Z-— d);-g e)g-g f)g.; g)g-z h)?.ﬁ

5 4

1.6. Merkkisddnnot
Murtolukujen kerto- ja jakolaskuissa patevat samat merkkisaannoét kuin kokonaislukujenkin kerto- ja
jakolaskussa.

/ Harjoitus 7: Taydenna taulukkoon puuttuvat luvut ja tdydenna merkkisdannot taulukkoon

4.2-= 4:2=

4-1= 4:1= plus -tai: plus =
4-0= 4:0= plus -tai: miinus =
4-(-1)= 4:(-1)= miinus -tai: plus =
4-(-2)= 4:(-2)= miinus - tai: miinus =

Harjoitus 8:
Laske kerto- ja jakolaskut. Voit laskea laskun “kahdessa osassa”. Paattele ensin merkki. Laske sitten
lukuarvo, kun vastauksen merkki on tiedossa.

a1 (D) b=t (D) ot () ab () a-h () -

1.7. Laskujarjestys:

Murtolukujen laskuissa patevat samat laskujarjestyssaannot kuin muissakin laskuissa. Ensin sulut. Sitten
kerto- ja jakolaskut. Sitten yhteen- ja vahennyslaskut.

/ Harjoitus 9: Ratkaise lausekkeet laskujarjestyksen mukaisessa jarjestyksessa.
1.1 1 4 1\ 4 1 2 3 2 1 3 2 3 4\ 1 1 2
As+soy G+ 9pgis -5 A+ (9 (-5

1.8 Supistamisesta ja summasta supistamisesta
| Esimerkki: Supistamisessa osoittaja ja nimittdja jaetaan samalla luvulla. Joskus on helpompi
Ef ajatella niin, ettd vetaa yli saman kertoimen osoittajasta ja nimittajastd. Kerroin voi myds olla

muuttuja kuten a tai x. Samojen tekijoiden [6ytamista voi auttaa, jos hajottaa isot kertoimet tekijoihinsa.
2a 15 _2a-15 _ 2a&35 _ 5

3 4a 3-4a 3224 2
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(e Esimerkki: Summasta ei saa supistaa. Supistaminen on jakamista. Jos jakaa summaa niin
@ " molemmat yhteenlaskettavat pitaa jakaa. Summa voi olla hyvi jakaa kahdeksi jakolaskuksi ja

katsoa voiko sitten supistaa.
7+6a

7

= ;+ 67a =1+ ga (vastaus ei ole 6a, koska silloin toinen yhteenlaskettava jdisi jakamatta)

/ Harjoitus 10: Sievenna lausekkeet supistamalla tai hajottamalla ne kahdeksi jakolaskuiksi.

12a 12+4a 12a 21a? 3a+2b 35a? + 28a 42a? 154a’
a)T b) 4 C)E d) 3a e) 6 f) 7a g) 12 h) 14a3
1.9. Lausekkeiden sieventamista
Osamaaramuotoiset lausekkeet noudattavat murtolukujen laskusaantoja.
@ Esimerkki:
[Inq!
® 2)2q  3)2a 22a  3-2a 4a  6a 10a(2 10a:2 5a 5 2
— -t - =¥t = —t— = — = :—:—-a:l—a
3 2 2-3 3-2 6 6 6 6:2 3 3 3

Harjoitus 11:
Kayta murtolukujen laskusdantgja ja sievenna lausekkeet.

4 8 2 2 3 3 2 2 6 2 2 2
WEAL BEo Aot i aledeto(-2) 9% (1) (549

1.10. Vastauksia
4 1 8 1 42 29 51 .\ 64 .\ 29
1.a) 16§ b) 245 C)65 d) 16g e) 8 f)? g)? h)? |)? J)T

1 1 1 22 13 1 11 1 . 5 ., 16
1 3 27 7 1 3 11 7

19 1 2
6.a)4 b)- ¢)3 d)1£ e)ZE f)6 g)4§ h) 4
1 8 1 1 1
8 7 1 1

10.a)3a b)3+-a o3 d)7a e)za+3b f)Sa+4 g)3a> h)lla*

7 1 _a 2 242 _4 .2 _2
11.a)6a b)26a c) o d)7a e)8a f) - a g) - a

1.11. YO-tehtdvia

S$2016 2a
Sievenna lauseke

1,1 1
_+_+_
2 22 28

K2016 2c
Jussi laskee paassa kertolaskun seuraavasti:
27-31=20-30+7-30+20-1+7-1=600+ 210+ 20 + 7 = 837. Onko Jussin paattely oikein? Perustele.

S2014 1lajalb
a) Ratkaise yhtalo % = ’%3

x+1 | y-1

b) Laske lausekkeen — + arvo, kun x = lja y = 3
y-1 x+1 2 2

7
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K2014 1b ja 1c

2_
b) Laske lausekkeen 2

b? . 1
arvo, kuna=1jab=-.
a-b 2

c) Ratkaise yhtélc‘jg =1

K2013 1b ja 1c

b) Laske lukujen Zja g kaanteislukujen keskiarvo.

3a-6a?

c) Sievennd lauseke
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2. ALGEBRA JA YHTALONRATKAISU

2.1. Termien yhteenlasku
Muista, ettad vain samat muuttujat voi laskea yhteen tai vahentaa toisistaan.

% Esimerkki:
e X+ 4+ 3x+4x2 = A2+ 5x + 4

/ Harjoitus 1: Sievennd
a)X+4+2x—x  b)2X®+4x—x>+4x ) dx+x*+3x—-2x> d)3x%+6x—2x>+ 6 - 4x

2.2. Sulkeiden avaaminen
Miinus sulkeiden edessa vaihtaa kaikkien sisalld olevien asioiden merkin. Plussa ei muuta.

@j Esimerkki:
Mo
(x+1) - (x+1) =x+1-x-1=0

/ Harjoitus 2: Sievenna
a)—(2+x) b)(3-4x)+(3-4x) c)(2x=7)—(2x=7) d) (3x* + 6x3) — (4x% + 3x3)
e)(2x+6)—(8x+2)—x f)(x+y)=(y—-x) g)2x*+(x+2)—(x+2)—x* h)—(3x>-6)-(-2x+2)

2.3. Kertolaskut
Sulkujen edessa olevalla kertoimella pitda kertoa kaikki sulkeiden sisalla olevat asiat. Jos suluilla kerrotaan
sulut, jokaisella termillda ensimmaisissa suluissa pitaa kertoa kaikki termit toisissa.

@j Esimerkki:
" (@a+2)b-3)=a-b+a-(-3) +2-b+2-(-3)

ja tastd saadaan ab-3a+2b—6.

/ Harjoitus 3: Sievenna
a)(x+1)(x+2) b)(2x+6)(4-2x) c)(-2+3x)(x+1) d)(2x—-2)(2-2x)

Muistathan, etta potenssiin 2 tarkoittaa sita, etta asia kerrotaan itselldan. Avaa polynomien potenssit
kertolaskuiksi ja laske sitten.

Esimerkki:
@j“ (ax + 2x)% = (ax + 2x)(ax + 2x). Nyt kaikki pitda kertoa kaikella!
=ax-ax+ax:2x+2x-ax + 2x - 2x
= a2x? + 2ax? + 2ax? + 4x?
= a2x? + 4ax? + 4x?

/ Harjoitus 4: Sievenna
a)(2x+2)> b)(5-7x)> «¢)(-2x—-4)?> d)(x*+4)?

2.4. Yhtalénratkaisun menetelmat
Yhtal6a saa aina kasitelld niin, ettd molemmille puolille yhtal6a tekee saman asian. Molemmille puolille saa

lisdta saman verran, molemmat puolet saa kertoa samalla luvulla jne.

@ Esimerkki:
Mo
3x+6=14 +x |] -6

3Xx+6-6=14+x—-6
3x=8+Xx [] —x
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3X—X=8+X—X

2x=8 []:2
2x:2=8:2
x=4

/ Harjoitus 5:
Ratkaise yhtalot lisaamalla, vahentamalla, kertomalla tai jakamalla molempia puolia kunnes toisella
puolella on plus yksi x ja toisella numero.
a)2x+8=14 b)7-x=4 C)x—4=2x+6
d)ox-1=x+31 e)x+16=5x—-4 f) 8 —4x=2x+50

/ Harjoitus 6: Ratkaise yhtalot. Avaa sulut ja jarjestele termit (axat vasemmalle, vakiot oikealle) ja jaa
sitten axan kertoimella.

a) 3x +2x=(x-4) - 40 b) 3(2x +6) =30 c)—(x+3)=9x+37
d) 2(x+4)=-(1-5x) e) 12 - 6(x - 4) = 6x f)(x=2)(x+3)=x*-4
2.5. Nimittajan poisto

Nimittdja (eli jakaja) yhtalossa poistetaan kertomalla molemmat puolet yhtalosta jakajalla. (Jakamisen
vastatoimitus on kertominen.) Huomaa kertoa molemmat puolet ja kaikki termit, etta yhtasuuruus sailyy.

M| Esimerkki: % = 15, mistad kertomalla kolmella saadaan

| C5imn, oso
8%12.3=15-3 eli 6x+9=45

&
@E Esimerkki: 62—x + 1 = 13, mista kertomalla kahdella saadaan
J Mo
= (Z+1)-2=13-2 el

2

%"-z+1-2=13-2 eli 6x+2=26

/ Harjoitus 7:
Ratkaise yhtal6t. Poista ensin nimittdja kertomalla sopivalla luvulla tai luvuilla.
2x+6

a)Z=4 nXx=g =24 g =4
5 3 X 6
2x+1 4x —7 X 2x + 4 X 2X
e) 2 2 f);_ 6 g)z+?_2
2.6. Yhtédlén muodostaminen

Keskeista lyhyessa matematiikassa on yhtalén muodostaminen sanallisista tehtavista. Aloita aina
nimedamalla x. Muuttujan pitaisi olla tuntematon tai ratkaistava asia tehtdvassa. Yrita sitten keksia yhtalo,
jossa x esiintyy.

/ Harjoitus 8:

Muodosta yhtélo ja ratkaise x. Aloita kirjoittamalla yl6s, mika x yhtalossasi on.
a) Mista luvusta saadaan luku 21, jos siihen lisataan kaksi ja summa kerrotaan kolmella.
b) Jari on kolme kertaa niin vanha kuin Mari. Jos Marin ikdan lisattdisiin 12 vuotta, he olisivat yhtd vanhat.
Kuinka vanha Mari on?
c¢) Suorakulmion muotoinen pdydan toinen sivu on kaksi kertaa pidempi kuin toinen. Péydan piiri on 420
cm. Kuinka pitka on péydan lyhyempi sivu?
d) Kasper, Jesper ja Joonatan yhdistavat rydstosaaliinsa leipomosta, joka on 400 euroa, ja pankista. Kun
rahat jaetaan rosvojen kesken, jokainen saa 850 euroa. Kuinka paljon rahaa ryostettiin pankista?

10
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2.7. Toisen asteen yhtaloitd

b+VbZ-4ac

Toisen asteen yhtilén voi aina ratkaista ratkaisukaavalla x = — . Kertoimet a, b ja c saadaan

yhtal6sta, kun termit on siirretty vasemmalle ja oikealla on nolla eli ax*+ bx +c=0

= Esimerkki:
“L e Yhtdlo 15— 2x = x? pitda ensin muokata muotoon —x? — 2x + 15 = 0, josta nahd&an tarvittavat
o kertoimet, jotka ovata=-1,b=-2jac=15.
—b+Vb2-4ac _ —(-2)*/(-2)2-4-(-1)'15 _ 2+V4+60 _ 248
2a o 2-(-1) T -2 =2

2+8 . 2-8
Lasketaan molemmat tulokset x; = lz =-5 ja x, = — = 3

Sijoitetaan kaavaan x =

Yhtalolla on kaksi ratkaisua x1 = -5 ja x2 = 3.

/ Harjoitus 9:
Ratkaise kaavalla tai soveltuvalla tavalla.

a)x*-8x+15=0 b) x*> + 10x = 24 c) 28 = 2x% + 10x
d)x?—24x+143=0 e) (2x+8)(4x—4)=0 f) (x+1)(x-3)=2(3-x)
g) 8x? - 16x =24 h) 54x? — 324 = -54x i) -18x — 108 = —-6x°
j)x*-81=0 k) 2x—=x2=0 )x*-9x=0

2.8. Vastauksia:

l.a)2x+4 b)x*+8x «¢)-x*+7x d)x*+2x+6

2.a)-2-x b)6-8x )0 d)3x3 x> e)-7x+4 f)2x g)x* h)-3x*+2x+4
3.a)x*+3x+2 b)—4x>-4x+24 ¢)3x*+x-2 d)-4x*+8x—4
4.3)4x*+8x+4 b)25-70x+49x* c)4x*+16x+16 d)x*+8x*+16
5.a)x=3 b)x=3 ¢)x=-10 d)x=4 e)x=5 f)x=-7

6.a)x=-11 b)x=2 c¢)x=-4 d)x=3 e)x=3 f)x=2

7.a)x=10 b)x=6 c)x=2 d)x=9 e)lx=4 flx=4 glx=4

x+400
3

8.a)21=(x+2):-3,x=5 b)3x=x+12,x=6 c)x+2x+x+2x=420,x=70 d) = 850, x =2150

9.a)x=3,x=5 b)x=2,x=-12 ¢)x=2,x=-7 d)x=11,x=13 e)x=1,x=-4 f)x=43 g)x=3,x=-1
h)x=2,x=-3 i)x=-3,x=6 j)x=49 k)x=0,x=2 l)x=0,x=9

2.9. YO-tehtavia
/ K01/2
. vy 7 1
Ratkaise yhtalo x (x — 1—0) =X
S01/4

Ratkaise yhtalé 4x%> — 4ax —3a? =0, kun a = 0,001.

K02/1
a) Ratkaise yhtdlo 3x + 4 =5 — 6x
b) Ratkaise yhtilo 12x>-7x+1=0

11
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K02/1
a) Ratkaise yhtal6 15x2 +2x—1=0.

g 4x
b) Milla x:n arvolla lauseke ~—; saaarvon 13?

S03/2
Ratkaise yhtalé 5(3x+1) —-4(3-2x)=2x. Tutki, toteuttaako tdma3 ratkaisu myés yhtilon 27x3-54x+17=0

K05/1
Ratkaise a) yhtalo 3x + 2 = x — 4(5x-1), b) yhtalo 1x—0 + % =x+1.

S05/1
a) Ratkaise yhtalo (3x-2)(3x+5)=0

a?-c? . 1
arvo, kuna=1,b=-2jac=—-
b—c 2

b) Mika on lausekkeen

12
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3. PISTEITA KOORDINAATISTOSSA JA \ 1 /=4x—3
SUORAN YHTALO 3
3.1. Pisteiden valinen etdisyys y=-x-2
Kahden pisteen vilinen etdisyys saadaan laskettua 2
kaavallad = \/(y; — ¥1)? + (x; — x;)2. Tdmé kaava y=x43

voidaan johtaa suoraan Pythagoraan lauseesta.

/ Harjoitus 1: Merkitse pisteet (0,0), (3,0) ja

(3,-4) koordinaatistoon ja yhdista pisteet
kolmioksi. Laske kolmion vinon sivun pituus kaavalla.
(v:5)

Suoran yhtalon ratkaistu muoto on aina muotoa

y = kx + b, missa k on kulmakerroin ja b on vakio.

/ Harjoitus 2: Etsi kuvasta kaikki ne suorat,
jotka ovat nousevia/laskevia ja kirjoita niiden

kulmakertoimet oikeaan laatikkoon. Katso, missa

suorat leikkaavat y-

akselin ja kirjoita niiden nousgwen Iaskgwen vakiot, ku‘n suora leikkaa | vakiot, ku‘n suora leikkaa
. . suorien k:t suorien k:t y-akselin + -puolella y-akselin — -puolella
vakiot oikeaan
laatikkoon.
3.2. Suoran yhtdlon kuvaajan piirtdminen eli suoran piirtéminen

Suoran yhtal6 voidaan piirtda koordinaatistoon, jos se on muokattu ratkaistuun muotoon eli muotoon,

jossa vasemmalla on tasan yksi, positiivinen y ja muut termit ovat oikealla.

/ Harjoitus 3: Ympyroi suoran yhtalon ratkaistut muodot. Muokkaa muut ratkaistuun muotoon.
y=2x+4 2y =8x—6 2x=3y+7 y=6 y=3x+2y y=-2x-7 -y=2x+5

X |ly=3x+2 (x,y)

keksitaan kolme x:n arvoa (0, 1 ja 2 tai isossa kuvassa 0, 10 ja 20

tms.). Arvot sijoitetaan suoran yhtadloon ja lasketaan niita

vastaavat y:t. Saadut pisteet merkitdan koordinaatistoon ja piirretdaan

viiva niiden kautta.

/ Harjoitus 4: Piirrd koordinaatistoon suora y = 3x + 2. (Jatka taulukkoa.) Muokkaa sitten suoran
yhtalo 3y + 9x = 12 ratkaistuun muotoon ja piirrd myos se.

Suoran piirtdminen aloitetaan tekemalla taulukko (oik.), johon E
S

0 |y=3-0+2=2 > {0,2)

1

3.3. Kulmakerroin
Suoran kulmakerroin kertoo, miten jyrkasti suora nousee tai laskee. Se lasketaan valitsemalla suoralta kaksi
pistettd (x1, y1) ja (x2, y2) ja sijoittamalla koordinaatit kulmakertoimen kaavaan.

\ Esimerkki: Suora kulkee pisteiden (-1, 3) ja (2, -4) kautta. Kulmakerroin lasketaan seuraavasti:
@f” P N SR
Xp—X1 2—(-1) 3 3
/ Harjoitus 5: Laske kulmakerroin, kun suora kulkee pisteiden (1, 2) ja (4, 11) kautta. Laske
kulmakerroin, kun suora kulkee pisteiden (0,-2) ja (-2, 8) kautta. (v: k=3 ja k =-5)
Harjoitus 6: Merkitse koordinaatistoon toiset pisteet, joiden kautta piirrettyjen suorien k:t ovat 3 ja -5.
13
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3.4. Suoran yhtdlén muodostaminen
Suoran yhtalon voi aina muodostaa kaavalla y — y, = k(x — x), missa (xo, yo) on jokin piste suoralla ja k
on kulmakerroin. Kaavaan pitaa jadda x ja y, koska suoran yhtaldssa on aina x jay (esim.y = 3x — 6).

;’Fﬂ Esimerkki: Suora kulkee pisteiden (-2, -3) ja (1, 9) kautta. Muodosta suoran yhtalo.
(e k = Y2=y1 _ 9-(=3) _ 12

T xp—xy  1-(=2) 3
y—Yo =k(x —xy),jostasaadaany —9 =4(x—1)jay—9 =4x —4jatastd y = 4x + 5.

= 4 Nyt sijoitetaan k ja jommankumman pisteen koordinaatit yhtaloon

‘;
=

/ Harjoitus 7: Ratkaise kulmakerroin ja sitten suoran yhtalo, kun tiedetdan, etta suora kulkee
pisteiden (2,4) ja (6,12) kautta.
Tee sama, kun suora kulkee pisteiden (2,4) ja (-2, 6) kautta. (v:y=2xjay= —%x +5)

3.5. Sanalliset tehtavat suoran yhtalosta
Suoran yhtalélld voidaan kuvata tasaista muutosta. BN

Harjoitus 8: Kuva esittdaa mopon jaljelld olevan
bensiinin maaraa (y, litroina) ajomatkan (x,

kilometreina) funktiona. a) Kuinka paljon bensiinia on
alussa kaytossa? b) Kuinka pitkalle mopolla paasee? c) v
Laske suoran kulmakerroin. d) Paattele suoran yhtalo. .

2.5

Sanallisessa tehtdvassa on joskus mahdollista paatella
suoraan suoran yhtald, joka kuvaa esimerkiksi kulujen
kasvua, kuljettua matkaa tai muuta tasaisesti

1 S
kasvavaa/vdhenevaa suuretta.

05 S
n Esimerkki: Mika suora kuvaa jiljelld olevien I I B - RN
= kahvikuppien maaraa, kun niitd on alussa 150ja s

niita kuluu tunnissa 8?

Suorassa oleva vakio on 150, joka alkaa sitten muuttua -8 joka tunti. Paatetdan, etta tuntien maara on x ja
jaljella oleva kuppien maara on vy, koska tunnit (x) maaraavat jaljella olevat kupit (y). Jaljella olevat kupit (y)
voi laskea suoran yhtalolla y = 150 — 8 - x (eli y = -8x + 150), jos tuntee kuluneet tunnit (x).

Harjoitus 9:

a) Eraan tanssikoulun jasenyys maksaa 50 euroa vuodessa. Lisdksi jokaiselta tanssitunnilta tulee
maksaa 5 euron tuntimaksu. Kuinka suuri on kokonaishinta (y), jos kdy vain yhdellad (x) tunnilla? Enta jos x
on kymmenen ja kay siis kymmenella tunnilla? Enta mika on vy, jos tuntien maara on x?

b) Kayta suoran yhtalodasi ja laske y, kun x on 40 tanssituntia. Laske myds x, kun y = 200 euroa.

c¢) Puhelinliittymasta laskutetaan kuukaudessa 7,90 € ja lisdksi 0,50 € jokaisesta kaytetysta gigasta
mobiilidataa. Kuukausilaskun suuruus (€) on y ja kdytetyt gigat ovat x. Mika on suoran yhtalo, joka kuvaa
puhelinlaskun suuruutta?

d) Kayta suoran yhtéaloasi ja laskea kuukausilaskun suuruus, kun dataa on kdytetty 20 gigaa. Laske myos
kaytettyjen gigojen maara, kun lasku on 22,40 €.

Joskus suoran yhtdlén muodostaminen onnistuu annettujen tietojen avulla. Téllaisessa tehtdvassa
ensimmaiseksi pitda paattaa, kumpaa tehtdvassa esiintyvaa suuretta pitda axana ja kumpaa yyna. Kun on
paatetty x ja y, voit muodostaa annetuista tiedoista kaksi pistetta (x1, y1) ja (X2, y2). Niita voi kdyttaa suoran
yhtalén muodostamiseen.
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Harjoitus 10:

a) Eraan puhelinliittyman lasku koostuu kuukausittaisesta perusmaksusta ja kappalekohtaisesta
viestin hinnasta. Kuukausilasku on 11,30 €, kun on lahetetty 220 viestia. Kun viesteja on |ahetetty 450,
kuukausilasku on 15,90 €. Paata x ja y. Muodosta suoran yhtalé. Mika on perusmaksu?

b) Tyttojen pituuskasvu on likimain lineaarista ikdvalilla 2-13 vuotta. 3-vuotias on noin 95 cm pitka ja 8-
vuotias noin 130 cm pitka. Paata x ja y. Muodosta suoran yhtalo. Kuinka pitkd on 13-vuotias?

3.6. Vastauksia
3.y=2x+4 y=4x-3 y=§—2§ y=6 y = -3x y=-2x-7  y=-2x-5

8.a)6litraa b)240km c)k=-0,025 (I/km) d)y=-0,025x+6

9.a)y=5x+50 b)y=5-40+50=250(€), 200 =5x+ 50 = x = 30 (tuntia)
c)y=0,50x+7,90 d)y=0,50-20+7,90=17,90(€), 22,40= 0,50x + 7,90 - x = 29 (gigaa)

10. a) x on viestien lkm, y on laskun suuruus (€), y = 0,02x + 6,90, perusmaksu on 6,90 €
b) x on ikdvuodet, y on pituus (cm),y=7x+ 74, 165cm

YO-tehtdvia
K0o1/6
Pisteiden (-2, 11) ja (7, —1) kautta kulkeva suora muodostaa koordinaattiakselien kanssa kolmion.
a) Muodosta suoran yhtalo. b) Maarita syntyneen kolmion sivujen pituudet.

K05/12

Lampomittaria tutkittiin tarkkuusmittarin avulla. Kun lampoémittari naytti -9,9 °C, oikea lampétila oli -9,2
°C. Kun lampomittari naytti 18,5 °C, oikea lampdtila oli 18,1 °C. Oletetaan, etta oikean lampdtilan ja
[ampdmittarin lukeman valinen riippuvuus on lineaarinen.

a) Johda lauseke, jolla oikea lampétila y voidaan laskea, kun lampomittarin lukema x tunnetaan. limoita
esiintyvat kertoimet neljan desimaalin tarkkuudella.

b) Missa lampétilassa lampomittari ndyttaa aivan oikein?

S08/8
Milld vakion a arvoilla suorat y = -3x + 2 ja y = ax + 6 erottavat x-akselista janan, jonka pituus on 3?

$12/11
Aikuisen ihmisen saariluun pituus y riippuu henkilon pituudesta x kaavojen

y = 0,43x — 27 (nainen)

y = 0,45x — 31 (mies)

mukaisesti, kun yksikkéna on senttimetri.
a) Arkeologi l6ytaa naisen saariluun, joka on 41 cm pitka. Kuinka pitka nainen oli?
b) Kaivauksissa l0ytyneen miehen pituudeksi arvioidaan 175 cm. Miehen lahelta |oytyy
saariluu, jonka pituus on 42 cm. Onko kyseessa saman henkilon sadariluu?
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Alla on kolmen suoran kuvaajat. Esita niiden yhtdlot muodossa y = kx + b. Perusteluita ei tarvita.

Suora 1
y

9

_‘I.
K15/5

Suora 2

Suora 3
y

24

Yksinkertaistetut mallin mukaan ilman lampdtila laskee lineaarisesti korkeuden h suhteen noin 11
kilometriin saakka. Merenpinnan tasolla h = 0 keskilampétila on +15 celsiusastetta ja 11 kilometrin

korkeudella -56 celsiusastetta.

a) Kuinka monta astetta ilma jadhtyy, kun noustaan 5,0 kilometrin korkeudelta 1,0 kilometria

ylospadin?

b) Madrita ilman lampdtilan lauseke T = T(h) korkeuden h avulla lausuttuna ja piirra sen kuvaaja (h, T) -

koordinaatistoon, kun 0 < h <11 km.
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4. PARAABELI JA YHTALOPARI

4.1. Toisen asteen funktion kuvaaja on paraabeli
Toisen asteen funktion kuvaaja on paraabeli. Kuvassa on kaksi
paraabelia. Tarkastele merkkeja funktioissa, kuvaajien muotoa ja
pohdi, mitka pisteet paraabelilla ovat mahdollisesti tarkeita.

/ Harjoitus 1: a) Lue kuvasta funktion h(x) nollakohdat ja huipun
x-koordinaatti. b) Pystytkod paattelemaan huipun x-
koordinaatin, jos tiedat paraabelin nollakohdat? Laske huipun x-
koordinaatti, kun paraabelin nollakohdat ovat x = 2 ja x = 8.

(v:a) -1 ja 3 seka 2 b) pystyt, x =5)

x°-termin edessa oleva kerroin auttaa paatteleméaén, onko paraabeli
ylospain aukeava vai alaspain aukeava. Positiivisen kertoimen kanssa
paraabeli on “iloinen” ja yl6spdin aukeava.

Harjoitus 2: Funktion f(x) = x? + 3x — 18 kuvaaja on paraabeli.
Sen nollakohdat ovat x = 3 ja x = -6. Maarita paraabelin huippupisteen koordinaatit. Onko paraabeli
yl6s- vai alaspdin aukeava?

(vi: (—=1,5; —20%), ylospain)

4.2. Suoran/paraabelin ja akselien leikkauspisteet
/ Harjoitus 3: Mitka ovat origon koordinaatit? Mitka ovat koordinaatit pisteelle, joka on yhden
ruudun origon yldapuolella? Enta sen alapuolella? Mika on yhteista kaikkien y-akselilla olevien

pisteiden koordinaateille?
Jos halutaan tietaa suoran/paraabelin ja yhden akselin (vaikka y-akselin) leikkauspiste, sijoitetaan suoran
yhtaloon sen toisen akselin (eli x:n) koordinaatin paikalle nolla. Sitten ratkaistaan yhtalo ja saadaan
puuttuva koordinaatti. Y-akselilla x on aina nolla. -> Laitetaan yhtalo6n x:n paikalle nolla ja ratkaistaan y.
/ Harjoitus 4: Ratkaise, missa pisteissa suora y = 3x + 6 leikkaa y-akselin. Enta missa pisteessa
paraabeli y = 2x?-2x-12 leikkaa y-akselin? (v: (0, 6) v: (0, -12))
Sama toisinpain: Kun tutkitaan x-akselin leikkauskohtia, tiedetdan, ettad y-koordinaatti on nolla.
Suoran/funktion ja x-akselin leikkauskohtia kutsutaan nollakohdiksi, koska niissa funktion arvo on nolla.
(Funktion arvo on sama kuin suoran tai paraabelin y-koordinaatin arvo.)
Harjoitus 5: Sijoita lausekkeisiin tunnettu y:n arvo ja ratkaise, missa pisteissa suora y =3x + 6 ja
WS paraabeli y = 2x°-2x-12 leikkaavat x-akselin. (v: (-2,0) v: (-2, 0) ja (3, 0))
Kaikilla paraabeleilla ei ole ollenkaan nollakohtia eli ne eivat leikkaa x-akselia lainkaan. Yl6spdin aukeava

paraabeli kulkee silloin koko ajan x-akselin yldapuolella ja alaspdin aukeava vastaavasti x-akselin alapuolella.

4.3, Suorien tai suoran ja paraabelin leikkauspisteet
Kun halutaan selvittda kahden funktion leikkauspiste (tai pisteet) pitdd muodostaa yhtalopari.
y=kx+b
{y =mx+c
Yksi helppo tapa ratkaista yhtalopari on muuttaa yhtalot ratkaistuun muotoon ja merkita ne yhta suuriksi
(sijoitusmenetelma).

y y=2x+3 | . ot . ~
@ﬂm {y — 348’ josta saadaan 2x + 3 = -3x + 8 ja yhtalonratkaisulla x = 1.
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Koska yhtaloparissa on kaksi tuntematonta (x ja y), yhtéloparin ratkaisuna saadaan kaksi lukua. Kun
esimerkiksi x on ensin ratkaistu, y saadaan sijoittamalla saatu x:n arvo kumpaan tahansa yhtaléon. Valitaan
y = 2x + 3, jolloin y =2 -1+ 3 =5. Yhtdloparin ratkaisu on siis x =1 ja y = 5. Tama piste (1, 5) on myds
suorien y = 2x + 3 ja y = -3x + 8 leikkauspiste.

Harjoitus 6: ratkaise yhtaloparit/suorien leikkauspiste
y:x-|—5 y=—3x+2 y=—3x+2
) b) y )

y=2x+3 =2x + 17 y=-2x—4
2 —
y=-—-x"+2 y =3x+2 {2y-6x+8

(v:a)x=2,y=7 b)x=-3,y=11 c)(6,-16) d)(4,-14)ja(-2,-2) e)(2,8) f)x=2,y=10)

4.4. YO-Tehtavia
S04/1
Olkoon f(x) = x* - 3,1x - 1,4. Laske funktion f nollakohdat ja tutki, milld vlilli se saa negatiivisia

arvoja.

K05/11
M3aritd se paraabelin y = x? + 2x — 1 piste ( x, y ), jossa koordinaattien summa on mahdollisimman pieni.

K08/5

Kannykkaliittyman A kuukausimaksu on 4 euroa ja puhelumaksu 0,09 euroa minuutilta.
Kannykkaliittymassa B ei ole kuukausimaksua, mutta puhelumaksu on 0,12 euroa minuutilta. Maarita
kuukausilaskun suuruus kummassakin tapauksessa lausekkeena, jossa muuttujana on puheaika
minuutteina. Milla puheajalla liittymien A ja B kuukausilaskut ovat yhta suuret?

K08/7
Pallo heitetdan hetkelld t = 0. Sen lentokorkeus metreina saadaan lausekkeesta -0,15t% + 2,4t + 1,8, missa t
on aika sekunneissa. Kuinka korkealla pallo kday? Milla aikavalilla sen lentorata on laskeva?

$15/9

Suorakulmion muotoisen nurmikentan koko on 20,0 m X 12,0 m. Sen pinta-ala
halutaan kaksinkertaistaa lisaamalla kahdelle sivulle yhta levea nurmikaistale
oheisen kuvion mukaisesti. Maarita ndin saadun nurmikentan pituus ja leveys
0,1 metrin tarkkuudella.
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5. DERIVOINTI

5.1. Derivaatta kuvaa muutosnopeutta
Hetkellinen muutosnopeus on kayralle piirretyn tangentin
kulmakerroin, joka on myds derivaattafunktion arvo siina kohdassa.
/ Harjoitus 1: a) Kuvassa paraabelin muotoiselle funktiolle on
piirretty kolme tangenttia (katkoviivat, piirretty kohtiin x = -2,
x =0 ja x =1). Laske tangenttienkulmakertoimet (kuinka monta ruutua
nousee tai laskee yhden ruudun matkalla). Kirjoita arvot taulukkoon.
b) Kuvassa on myos derivaattafunktio (suora). Lue sen arvo (eli y-
koordinaatti), kun x = -2, x = 0 ja x = 1. Kirjoita tulos taulukkoon. !

/ Harjoitus 2: Katso kuvasta, milla alueella (eli milla x:n arvoilla) v
paraabeli on nouseva. Katso sitten, milla arvoilla — \;"0 — . .
derivaattafunktio on plussan puolella (x-akselin ylapuolella eli y on )/
positiivinen). /] -
/ \
5.2 Keskeisia derivointisdantoja )/ 21
on kolme. ! \

i) Koska derivaatta kuvaa muutosnopeutta ja vakio ei muutu, vakion
derivaatta on aina 0.

ii) Koska suora muuttuu tasaisesti, sen derivaatta (eli sen
muutosnopeus) on koko ajan suoran kulmakerroin. X
ili) Korkeamman asteen muuttujan derivaatta saadaan
niin, ettd vanha eksponentti otetaan termin eteen

tangentin derivaattafunktion
kulmakerroin arvo (y)

kertoimeksi ja korvataan uudella eksponentilla, joka on -2
yhta pienempi.
@n Esimerkki: i) Jos f(x) = 8, niin f’(x) = 0. 0
— ii) Jos g(x) = 5x, niin g’(x) = 5.
iii) Jos h(x) = 4x>, niin h’(x) = 5-4x>71 = 20x*.
1

Lisaksi pitaa muistaa, etta sulut ja potenssit ja muu
sieventédminen tehddcdn ennen derivointia. Muista
noudattaa laskujarjestysta (sulkeet, potenssit, kertolasku, yhteenlasku). Lisdksi jos funktiossa on monta

termia, jokainen niista pitaa derivoida erikseen.

/ Harjoitus 3: Derivoi seuraavat funktiot. Kiinnitd huomiota siihen, etta rivin padssa on tai ei ole’

riippuen siitd, onko jo derivoitu vai ei.
(8x+4)?

a)fix)=3x+6 b)g(x)=4x>+5 c)h(x)=7x*+3x d)i(x)=2x(3x+5) e)j(x)=(3x+5)? f)k(x) = ”

(v:a)a)f(x)=3 b)g’(x) =8x c) h’(x) =28x>+3 d)i'(x) =12x + 10 e)’(x) = 18x + 30 f) k'(x) = 32x + 16)
5.3. f(x) vai f(x)

Ole tarkkana siita ollaanko ratkaisemassa funktion arvoja vai derivaattafunktion arvoja. Pida paperilla
merkinnat selkeind, ettd ndet, mika on funktio ja mika sen derivoitu versio. Kun sijoitat muuttujan arvoa,
sijoita oikeaan funktioon.
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Harjoitus 4: Ratkaise seuraavat, kun f(x) = x*> + 2 ja sen derivaattafunktio f ’(x) = 2x. Funktion tai
derivaattafunktion arvon saat selville, kun sijoitat muuttujan paikalle annetun @xan arvon. Tarkasta
tulos edellisen sivun ylalaidan kuvasta, johon funktiot on piirretty.

a)flo)  b)f(0) o f(-2) d)AA1) e f' (1) HA-2)

5.4. Nollakohdat
Merkittavia paikkoja funktiossa ja derivaattafunktiossa ovat nollakohdat. Funktion nollakohdat ovat
tarkeitd, koska silloin funktio siirtyy plussalta miinukselle tai toisinpain.

Harjoitus 5: Ratkaise funktion f(x) = 2x? - 8x + 6 nollakohdat. Derivoi funktio ja laske derivaatan
nollakohdat. (v: 1 & 3 seka 2)

Piirra (laskin, Desmos, geogebra.org) f(x) ja etsi huipun x-koordinaatti. Piirra f "(x). Huomaatko yhteyksia?
Derivaatan nollakohdassa (missa f’(x) = 0) varsinainen funktio voi kdadntya. Ts. esimerkiksi paraabelin
huippu l6ytyy aina derivaatan nollakohdasta. Kun derivaatta on nolla, funktion muutosnopeus on nolla eli
muutosnopeus voi juuri olla muuttumassa plussasta miinukselle eli kasvusta vahenemiseen tai toisinpain.
Kun derivaatta on plussalla, funktio nousee. Kun derivaatta on miinuksella, funktio laskee.

Harjoitus 6: Yhdista funktio ja sen derivaattafunktio.

i
|
" | - a
| | a \ \

(v: B:n derivaatta on D, C:n derivaattaonF, H:nderivaattaonl, D:nonE, A:nonCjaG:nonH)
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5.5. Merkki- ja kulkukaavio
Usein funktion piirtaminen on vaikeaa, joten laaditaan merkki- ja -1,5
kulkukaavio, joka sisaltaa derivaatan merkin ja tasta paatellaan ) —— - P
funktion kulku. o

[@.  Esimerkki:

@m i) Derivoi funktio. (esim. f(x) = 2x>+ 6x — 20 > f '(x) = 4x +6

ii) Laske derivaatan nollakohdat ja merkitse ne kaavioon pystyviivoilla. (esim. 4x+ 6 =0 - x=-1,5)

iii) Laske jollakin arvolla f’(x) arvo ennen ja jalkeen nollakohtien (esim. x = -2 on ennen nollakohtaa ja f'(-2)
=4 - (-2) + 6 = -2 on negatiivinen. x = 0 on nollakohdan jalkeen ja f/(0) = 4-0 + 6 = 6 on positiivinen.).

iv) Piirra merkit taulukkoon. (ks. ylempi rivi kuvassa)

iv) Paattele derivaatan merkeista funktion kulkusuunta ja piirra nuolet. (ks. alempi rivi kuvassa).

Harjoitus 7: Laadi merkki- ja kulkukaavio funktiolle f(x) = —2x2 — 4x + 16 ja toinen funktiolle

glx) = §x3 — x? — 12x + 5. Jalkimmadisessa on kaksi derivaatan nollakohtaa ja pystyviivaa.

YO-TEHTAVIA
S01/7
Kennelin pitdja tekee koirilleen aitauksen, jossa on rinnakkain viisi samanlaista suorakulmion
muotoista osastoa siten, etta koko aitauksesta muodostuu suorakulmio. Aita-aineksia on kaytettavissa
tasan 200 metrin aitaan. Mitka ovat yhden osaston mitat silloin, kun koko aitauksen ala on
mahdollisimman suuri? Mika on talléin koko aitauksen ala?

S04/10
Osoita, etta funktioilla f(x) = -4x3 ja g(x) = x> + x ei ole d&riarvoja, mutta summafunktiolla h(x) = f(x) + g(x)
on. Mitka ovat nama aariarvot?

K05/7
M3arita ne kohdat, joissa funktion f(x) = x> — 2x? + 3x + 17 derivaatta saa arvon 2.

K06/7
Tutki, milloin funktio f(x) = x> = 27x + 2 on kasvava ja milloin vdheneva.
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6. GEOMETRIAA
6.1. Kolmio ja Pythagoraan lause
/ Harjoitus 1: Googlaa (tai ks. taulukkokirja) tarvittaessa termit ja etsi ao. kolmioista i) tasasivuiset
kolmiot ii) tasakylkiset kolmiot iii) suorakulmaiset kolmiot iv) tylppakulmaiset kolmiot

\Dﬂ

Suorakulmaisessa kolmiossa on aina voimassa Pythagoraan lause eli “kateettien nelididen summa on yhta
suuri kuin hypotenuusan nelio”
elia?+b?=¢c2
@ Esimerkiksi: Erdan suorakulmaisen kolmion hypotenuusa on 5 m ja
" toinen kateetti 3 m. Miki on toisen kateetin pituus?

5m
a?+ b? =c? 3m

32 + b2 =52
b2:52_32
b=+v25-9

b =+4
Kateetin pituus on siis 4 metrid, koska pituus ei voi olla negatiivinen.

Harjoitus 2: Mika on suorakulmaisen kolmion piiri, jos kateetit ovat 6 ja 8?
Harjoitus 3: Mika on suorakulmaisen kolmion pinta-ala, jos sen toinen kateetti on 3 ja hypotenuusa

Harjoitus 4: Lipputangon pituus on 6 metria ja sen varjo maassa on 4 metria pitka. Kuinka pitka matka on
varjon paasta tangon huipulle?

Harjoitus 5: Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat x ja x+5. Mitka ovat

sivujen pituudet cm tarkkuudella, kun hypotenuusan pituus on 15 senttimetria?

Ympyra
Harjoitus 6: Googlaa tarvittaessa (tai ks. taulukkokirja) ja kirjoita kuvaan

oikeisiin kohtiin termit sade, halkaisija, kaari, sektori, janne, segmentti.
Harjoitus 7: Laske ympyran pinta-ala, kun sade on 8 cm.
Harjoitus 8: Mika on ympyran piiri, jos halkaisija on 20 cm?

6.3. Kappaleiden ominaisuuksia

Harjoitus 9: Hyodynna ruutupaperia ja piirra kavaljeeriperspektiivissa i)
kuutio, ii) ympyraélierio, iii) neliopohjainen pyramidi ja iv) kartio.
Kavaljeeriperspektiivi tarkoittaa, etta syvyyssuuntainen sivu on 45
asteen kulmassa ja pituudeltaan puolet todellisesta. Kuten oheisessa kuvassa.
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Kuvaan on merkitty joitakin suoria kulmia. Kuvan kappaleen pohja on muodoltaan nelid.
Harjoitus 10: Ympyrdpohjainen kartio voidaan valmistaa paperista niin, etta ensin piirretdaan paperille iso
ympyra. Ympyrasta leikataan sektori, joka taitetaan kartioksi. Halutaan tehda kartio, jonka pohjan halkaisija
on 10 cm ja korkeus 25 cm. Piirra kuva.

a) Mika on kartion sivujanan pituus?

b) Mika on kartion pohjan piiri?

c) Kuinka suuri on ollut ensin piirretyn ison ympyran pinta-ala?

d) Kuinka suuri on ollut keskuskulma siina sektorissa, joka leikattiin isosta ympyrasta?
Harjoitus 11: Neliopohjaisen pyramidin pohjan sivun pituus on 4 metria ja pyramidin korkeus on 6 metria.

a) Mika on pyramidin sivutahkon korkeus?

b) Mitka ovat pyramidin sivutahkon sivujen pituudet?
Harjoitus 12: Kuution sivun pituus on 6 metria.

a) Mika kuution tahkon halkaisija?

b) Enta kuution lavistajan pituus?
Harjoitus 13: Kuinka monta prosenttia kuutiosta tayttaa pallo, joka on niin suuri, ettd se mahtuu kuutioon
juuri ja juuri? Enta kuinka monta prosenttia kuutiosta tayttaisivat kahdeksan samankokoista palloa, joka
ovat niin suuria, ettd ne saadaan juuri ja juuri mahtumaan kuution sisaan? (Huomaa, ettd koska pituuksia ei
ole annettu, pituuksina pitéé kéyttdd a:ta tai vastaavaa muuttujaa. Esim. kuution sivun pituus on a ja
pallon séde siis on... Jos kaikki menee hyvin, prosentuaalista osuutta laskiessa a:t supistuvat pois.)

6.4. Kulmia
Tutkitaan kulmia a, B, y ja 6 (alfa, beeta, gamma ja delta). Suorat n ja m ovat n
yhdensuuntaiset (n || m). Kulmat B ja y ovat toistensa ristikulmat ja siksi yhta %
suuret. Kulmat a ja 6 ovat toistensa komplementteja. Kulmien summan taytyy
olla 180°. Kulmat « ja y ovat samankohtaiset. Koska suorat n ja m ovat
yhdensuuntaiset, suora s leikkaa ne molemmat samassa kulmassa. Siksi a ja y
ovat yhta suuria.
/ Harjoitus 14: Paattele viereisesta kuvasta muiden kulmien suuruudet, v«
kun a =60°.
Harjoitus 15: Alemman kuvan avulla voi todistaa, etta kolmion kulmien
summa on 180°. Keksitké miten? Alemmassakin kuvassa n || m. Harjoitus 14

YO-tehtavia
S01/2
Tuoreen koivutukin pituus on nelja metria ja sen
keksimaardinen halkaisija puoli metria. Mika on tukin massa,
kun tuoreen koivun tiheys on noin 0,9 kg/dm3?

K02/2

Ympyran pinta-ala on 12 cm?. Mikd on ympyran ympari piirretyn nelién
ala? Enta ympyran sisdan piirretyn nelion ala? Anna vastaus
nelidsenttimetreini kahden desimaalin tarkkuudella. Harjoitus 15
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S02/5
Jalallisen viinilasin sisatila on karjellaan seisova suora ympyradkartio, jonka tilavuus on 1,75 dl. Kuinka paljon
lasissa on nestettd nestepinnan lasissa ulottuessa puoleenviliin lasin sisatilan korkeudesta?

K03/7
Nelidpohjaisen suoran pyramidin korkeus on 21 ja pohjasarman pituus 20+/2. Laske pyramidin sivusarman
pituus. Kuinka suuren kulman sivusarma muodostaa pyramidin pohjan kanssa?

K05/2
Muodosta yhtalo oheisen suorakulmaisen kolmion sivujen pituuksien vilille ja 25

ratkaise sen avulla kolmion kateettien pituudet. 3x+3

S05/7
Kuinka suuri on sen ympyran sade, jonka kehalla olevaa 5,1 metrin pituista
kaarta vastaa 9 asteen keskuskulma?

K08/4
Kumiputken ulkohalkaisija on 53 mm ja seinaman paksuus 4 mm. Kuinka pitka putken on oltava, jotta
putkeen mahtuisi 3,0 litraa vetta?

S09/5

Sadetin kastelee urheilukenttaa 14 metrin paahan sektorissa, jonka keskuskulma on 105 astetta.
Nurmikentta vaatii 4 mm vetta. Kuinka kauan sadetinta on pidettava toiminnassa, kun se kayttaa 32 litraa
vetta minuutissa? Oletetaan, etta sadettimen vesi jakaantuu sektorille tasaisesti.

K10/7
Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 3,2 cm ja 5,7 cm. Laske hypotenuusan pituus ja suoran
kulman karjen etaisyys hypotenuusasta.

6.6. Vastauksia

14.a=B=y=60"ja 6=120°
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7. TRIGONOMETRIAA

7.1. Kulman yksikkd
Kulmia mitataan radiaaneissa (laskimessa rad, ilmaistaan usein piin osina esim. 1/2) ja asteissa (laskimessa
deg, yksikko °). Yksikot vastaavat toisiaan niin, ettad radiaaneissa /2 on asteissa 90°. Koko ympyra on siis 21t
tai 360°. Molempia voi kayttaa, mutta on tarkeaa tietaa, kummalla asetuksella laskimesi on.

7.2. Suorakulmainen kolmio
Suorakulmaisessa kolmiossa ilmenee hauskaa
saanndnmukaisuutta, joka tekee laskut mahdolliseksi. c
Suorakulmainen kolmio on sellainen kolmio, jossa on yksi 90°
kulma. Suorakulmaisessa kolmiossa pisin sivu on aina suoraa a
kulmaa vastapdata ja on nimeltaan hypotenuusa. Kahta
lyhyempaa sivua kutsutaan kateeteiksi.

/ Harjoitus 1: Voiko suorakulmaisessa kolmiossa olla b
kaksi 90° kulmaa? Merkitse kuvaan kateetit ja hypotenuusa. Piirra toinen suorakulmainen kolmio,
joka on mielestdsi mahdollisimman erilainen kuin tama.

7.3. Trigonometriset funktiot ja miten niita kaytetaan
Trigonometriset funktiot ovat sini (sin), kosini (cos) ja tangentti (tan). Kdytetdan seuraavassa esimerkkina
sinid, mutta muut toimivat samaan tapaan.
Sini on toimitus, jonka voi tehda luvulle - samaan tapaan kuin esimerkiksi logaritmin tai nelidjuuren voi

ottaa luvusta. (Sini on madritelty myos kulmille, joita ei esiinny suorakulmaisessa kolmiossa (o > 90°).
Yksikkdympyra.)

Ensimmainen askel trigonometrisessa tehtavassa on piirtaa kuva. Sitten pitaa pohtia, mita puuttuu. Sini
kulmasta a on kulman vastaisen kateetin suhde hypotenuusaan eli

. tainen kateetti s e - I s
sing = £ = X TP yieenss tiedetddn naistd kaksi ja kolmas pitaa selvittaa.
c hypotenuusa
7.4. Kuinka voit selvittdad puuttuvan sivun pituuden?
@ Esimerkki: Sijoita sinin lausekkeeseen tunnetut arvot ja ratkaise tuntematon. Kuvan mukaan
(I
. a
Sina =—
c
. 0
sin30°=— X
X ” a=3,0
xsin30°=3,0 |:sin30°
30
sin 30°

Ratkaistun lausekkeen voit syottaa tallaisenaan laskimeen taikka laskea erikseen laskimella, mita on sini
30:sta asteesta. (sin 30°=0,5)
X= 3.0 =6,0
0,5
S Harjoitus 2: Enta jos kuvasta tiedettaisiin c, mutta ei a:ta? Oletetaan, etta kulma on edelleen a =
— 30°, mutta nyt a on tuntematon ja c = 6,0. Kirjoita yhtalo. Aloita yhtadlon ratkaiseminen kertomalla

jakaja pois.
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Harjoitus 3: Muodosta sinia
kayttavat yhtalot myos a=40°
naista tilanteista ja ratkaise sivun 5
X pituus. 3

Muista, ettd sin o = % = a=20° a =357

vastainen kateetti X

hypotenuusa

7.5. Enta jos tietda sivujen pituudet, muttei kulman suuruutta?
Sini on funktio, joka liittd3 jonkin suhdetta kuvaavan luvun kulman suuruuteen. Sinin kdanteisfunktio (sin™!)
tekee painvastoin. Se liittda suhdetta kuvaavaan lukuun kulman suuruuden. Jos kateetin ja hypotenuusan
suhteesta otetaan sinin kaanteisfunktio, saadaan kulma.

@j Esimerkki: Ratkaistaan kulma a. Aloitetaan taas piirtamalla kuva ja muodostamalla yhtalo.
Mo

. a

sina=—

c
) 3,0 =
sing = >~ a=3,0

sina=0,5
Kaanteisfunktiota kaytetdaan usein shift/2nd toiminnon avulla laskimesta. Jotta saadaan a pitda ottaa sinin
kaanteisfunktion arvo luvusta 0,5. Paperille merkitdan vain nuoli ("tasta seuraa”) ja kulman tarkka arvo.
= a=30°
Kaanteisfunktioon voi myos syottaa jakolaskun (3,0/6,0), jos haluaa valttaa mahdollista pyoristysvirhetta.

Harjoitus 4: Kokeile sy6ttaa sivujen pituuksien suhde (0,5) laskimeen sinin kdadnteisfunktioon.
Kokeile syottdaa myos jakolasku (3,0/6,0) ja tarkasta, saatko saman tuloksen. Tarvittaessa tarkista
sulkeiden kaytto.

Harjoitus 5: Teltan keskelld olevan tolpan karjesta ldhtee koysi. Koysi on 15 metria pitka ja tolppa 10
metrid korkea. Missa kulmassa koysi tulee maahan? Anna vastaus asteen tarkkuudella. Aloita
piirtamalla kuva, johon merkitset tunnetut tiedot. (42°)

7.6. Kosini ja tangentti
Kosini ja tangentti toimivat samalla tavalla kuin sini, mutta ne on maaritelty
eri tavalla. Sini kulmasta on a:n vastaisen kateetin suhde hypotenuusaan eli ¢

. a .. . . . a
sina = — . Kosini kulmasta on kulman viereisen sivun suhde hypotenuusaan a
C

. b . . . _—
eli cosa = —. Tangentti kulmasta on a:n vastaisen kateetin suhde viereiseen
C

. . a
kateettiin eli tana = B .

Tehtdvan alussa pitda pohtia, mita tietoja tiedetdan ja mita trigonometrisia funktioita pitaa kayttaa. Usein
vaihtoehtoja on monia.
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Harjoitus 6: Kirjoita kaikki trigonometriset yhtalot kulmasta a. (Kuva
oikealla.) Tarkista, ettd jokainen antaa kulmalle saman suuruuden.

Harjoitus 7: Kolmiosta (vas.) tunnetaan yksi sivu (toinen

kateetti) ja kulma. Halutaan selvittda hypotenuusan pituus.
- a) Onko tunnettu kateetti kulman vastainen vai viereinen

X 20 kateetti? \/§ metria

b) Pitadko nyt kayttaa sinid, kosinia vai tangenttia?

c) Muodosta yhtalo. Sijoita siihen tunnetut arvot ja x tuntemattoman paikalle.

d) Ratkaise yhtalosta tuntematon. (x=2,2)

Harjoitus 8: Kolmiosta (kuva oikealla) tunnetaan kaksi sivua, joista toinen

on kateetti, ja halutaan selvittda niiden valinen kulma.

a) Onko tunnettu kateetti kulman o vastainen vai viereinen? 29

b) Kaytetaanko sinid, kosinia vai tangenttia?

¢) Muodosta yhtalo. Sijoita yhtal6on tunnetut tiedot.

1 metri

d) Ratkaise kdanteisfunktion avulla kulman suuruus. [ ] ®
e) Osaisitko laskea, mikd on kolmion toinen kulma? (38°) 18
Harjoitus 9: Kaksi kolmiota oikealla ovat

muistikolmioita, joiden kulmat ja sivujen pituuksien V2 2
suhteet on helppo muistaa. Nyt kaikki sivujen 1 1

pituudet tunnetaan, joten voit kayttaa kaikkia
trigonometrisia funktioita joka kulmassa. Selvita 1
puuttuvien neljan teravan kulman suuruudet V3
trigonometrisilla funktioilla. Kayta sinia, kosinia ja tangenttia ainakin kerran.

Harjoitus 10: Laske suunnikkaan korkeus, kun yksi kulma on 60° ja korkeuden suhteen vino sivu on 15 cm.
Harjoitus 11: Laske suorakulmaisen kolmion teravat kulmat, kun kateetin ja hypotenuusan suhde on 2:5.
Harjoitus 12: Tikkaita ei saisi asettaa alle 65 eika yli 70 asteen kulmaan. Mika on se korkeuden vaihteluvali,
jolla viiden metrin tikkaiden ylapdan pitaa seinalla olla?

Harjoitus 13: Korttitalo rakennetaan asettamalla kortteja seisomaan toisiaan vasten. Pelikortin pituus on
88 mm ja ne asetetaan 5,0 cm pdahan toisistaan. Kuinka korkea on nelikerroksinen korttitalo?

YO-tehtavia
S03/6
Kolmion muotoisen viheralueen kaksi lyhinta sivua ovat 70,0 m ja 86,5 m. Jalkimmaisen vastainen
kulma on 35,0°. Laske viheralueen muiden kulmien suuruudet ja alueen pinta-ala. Piirra kuvio.

sS04/5

Kaksi 14 mm paksua lautaa liitetdan paallekkdin yhteen 30 mm pitkalla naulalla. Naulan tulee jaada koko
pituudeltaan lautojen sisdan, joten naula lyédaan hieman vinoon. Mika on naulan a) pienin, b) suurin
mahdollinen kaltevuuskulma, kun naulan tulee yltaa alempaan lautaan vahintdan 8 mm:n syvyyteen mutta
ei kuitenkaan laudan lapi? Vastaukset asteen tarkkuudella.

S06/8
Suorakulmaisen kolmion hypotenuusan pituus on 12,4 cm ja toinen terava kulma 64,5°. Kolmio pyorahtaa
pitemman kateettinsa ympari. Laske syntyneen kartion tilavuus ja vaipan ala.

K07/7
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Lentokone ldhestyy Oulunsalon kenttdaa kolmen asteen kulmassa maahan nahden. Kiitoradan pituus on 2,5
km, ja kone koskettaa kiitorataa 300 metrin padssa sen alkupdasta. Kuinka kaukana kiitoradan alkupaasta
(vaakasuoraan ajateltuna) kone oli 500 jalan korkeudessa (1 jalka = 0,3048 m)? Kuinka kauan tasta kului
maakosketukseen, jos lentokoneen ldhestymisnopeus ilman suhteen oli 270 km/h? Oletetaan, etta saa oli

tyyni.

s14/6

Liito-oravan vaakasuora siirtyma suoraviivaisessa liidossa on parhaimmillaan 3,3-kertainen korkeuden
vahenemiseen verrattuna.

a) Huippukuntoinen liito-orava aikoo liitdd 60 metria levean aukion yli. Kuinka korkealta puusta sen taytyy
ponnistaa, jotta se laskeutuisi aukion toisella puolella olevaan puuhun yhden metrin korkeudelle? Anna
vastaus metrin tarkkuudella.

b) Kuinka suuressa kulmassa vaakatasoon nahden a-kohdan liito-orava liitdd? Anna vastaus asteen
tarkkuudella.

K15/4

Suorakulmaisessa kolmiossa ABC kateetin AB pituus on 4,4 cm ja hypotenuusan AC pituus 8,1 cm.
a) Laske kateetin BC pituus.

b) Laske kolmion teravien kulmien suuruudet 0,1 asteen tarkkuudella.

c) Laske kolmion pinta-ala 0,1 neliésenttimetrin tarkkuudella.
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8. POTENSSI- JA EKSPONENTTIYHTALOT

8.1. Prosentuaalinen kasvu
Prosenttilaskuissa kdytetdadan muutoskerrointa. Muutoskerroin, joka on suurempi kuin 1, tarkoittaa kasvua.
Ykkosta pienempi kerroin liittyy vahenemiseen.

E - Esimerkki: Mikroaaltouunin hinta on 79 €. Toinen kauppa nostaa sen hintaa 20 %, kun toinen
s%f " Jaskee sita 20 %. Muutoskerroin kasvulle: 100 % + 20 % = 120 %, josta saadaan 120 : 100 = 1,20
Muutoskerroin vahenemiselle: 100 % - 20 % = 80 %, josta saadaan 80 : 100 = 0,80

Uudet hinnat ovat 79 €-1,20=94,80€ja 79 € - 0,80 = 63,20 £.

/ Harjoitus 1: Mikd muutoskerroin sopii seuraaviin tilanteisiin? a) kasvaa 40 % b) jaljelle jaa 20 %
c) kaksinkertaistuu d) puolittuu e) vahenee 60 % f) kasvaa 150 % g) alenee viidenneksen.
(v: 1,40/0,20/2,00/0,50/0,40/2,50/0,80)

| Esimerkki:
@ﬂm a) Pohdi lukusarjaa 100 - 120 - 144 - 173 - 207 - 249 - 299 jne. 600
Muutos alussa on vain +20, mutta lopussa jo +50, mutta koko ajan +20 %.
b) Pohdi lukusarjaa 100 - 80 - 64 - 51 - 41 - 33 - 26 - 21 500
Muutos alussa on -20, mutta lopussa enda -5, mutta koko ajan -20 %.
Huomaa ero lineaariseen muutokseen, jossa muutos on koko ajan +20. 400
(ks. viereinen kuva)
300
8.2. Eksponentiaalisen muutoksen yhtdlo
Eksponentiaalista kasvua tai vdhenemista kuvaavat funktiot ovat aina muotoa 200
A-k*=L missa A on alkuperdinen arvo
k on prosentuaalisesta muutoksesta muodostettu muutoskerroin 100 4
x on toteutuneiden muutoskertojen maara
L on lopullinen muuttunut arvo 0
Eksponentiaalisessa muutoksessa muutos on aina prosentuaalisesti yhta suuri 012345678910
osuus edellisesta arvosta. Nadin ollen korko kasvaa aina korkoa ja kasvu nopeutuu. —8— lineaarinen +20
Toisaalta taas vaheneminen hidastuu. eksponentiaalinen +20%
8.3. Tehtdvassa aina yksi osa yhtaldsta on tuntematon eksponentiaalinen -20%

\ Esimerkki: a) Liisa paattaa pidentaa juoksumatkaansa 10 % joka viikko. Ennen paatosta han juoksi
@" 5 km lenkkeja. Kuinka paljon han juoksee kuudennella viikolla paatoksen jalkeen?

A=5km, k=1,10 (koska 100 % + 10 % on 110 % eli 1,10) ja x = 6 (koska lisdysta on nyt tullut kuusi kertaa),
muttaL="7?.

b) Pepe suunnittelee tiputtavansa painoaan 5 % joka kuukausi, kunnes saavuttaa terveellisen painon. Han
painaa nyt 90 kg. Kuinka paljon hanen pitdisi painaa suunnitelmansa mukaan neljantena kuukautena? L="7,
A =90kg, k=0,95 (koska 100 % - 5 % =95 % eli 0,95) ja x = 4 (koska muutos on tapahtunut nelja kertaa).

Harjoitus 2: Sijoita esimerkkien arvot eksponentiaalisen muutoksen yhtaléon A -k*=L ja laske L. (v:
a) 8,9 km b) 73 kg)

Harjoitus 3: Pankkitilille luvataan 5 % vuosikorko. Yusuf tallettaa tilille 500 €. Laske, kuinka paljon tililla on
rahaa kahdentoista vuoden kuluttua. (v: 898 €)

Harjoitus 4: Lisa seuraa perhospopulaation kokoa. Aluksi populaation kooksi saatiin 250 yksil6a. Se kasvaa
noin 12 % viikossa. Kuinka monta yksiloa tulee lisad ensimmaisen viiden viikon aikana? Enta seuraavien
viiden viikon aikana? Miksi kasvu ei ole sama? (v: 190 ja 340)
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Harjoitus 5: Muriel sijoittaa 500 euroa osakkeisiin. Ensimmaisten 10 viikon ajan osakkeiden arvo nousee 5
% viikossa. Viikolla 11 osakkeiden arvo romahtaa 50 %. Mika on osakkeiden arvo lopussa? Miksi osakkeiden
arvo ei ole 500 €? (v: 407 €)

Harjoitus 6: Puoliintumisaika tarkoittaa aikaa, jossa puolet radioaktiivisesta aineesta hajoaa eli sen massa
vahenee 50 %. Eras sinkin isotooppi puoliintuu melko tarkasti tunnissa. Tata sinkin isotooppia on aluksi 40
mg. Kuinka paljon sitd on kuuden tunnin kuluttua? (v: 0,625 mg)

Harjoitus 7: Erdan kotilolajin maara alueella on vdahentynyt 15 % joka vuosi. Vuonna 2010 lajia arvioitiin
olevan alueella 430 kappaletta. Kuinka monta kotiloa on jaljella vuonna 2020? Tutki kokeilemalla
laskimella, milloin kotiloita on jaljella alle 2 kappaletta. (v: 85 kpl, 2044)

8.4. Oikean ratkaisumenetelman valitseminen
Usein tuntematon ei ole heti yhtadlon vasen puoli. Silloin pitdd muodostaa yhtalo ja valita
ratkaisumenetelma.
Kun tuntematon on korotettu eksponenttiin pitdd kayttda juuriratkaisua. Esim. kun yht3l6ssa esiintyy x?,
tulos ratkaistaan nelidjuuren avulla. Kun eksponentti on tuntematon, ratkaisu saadaan logaritmilla. Esim.
yhtalossa esiintyy 1,05%. Eksponenttiin padstaan kasiksi vain logaritmin avulla. Jos x on ihan normaalisti
rivilla ilman eksponenttia, kdytetdan normaalia yhtalonratkaisua (dxat vasemmalle, muut oikealle, jaetaan
axan kertoimella).

/ Harjoitus 8:
Missa yhtaloissa tarvitaan juurta? Missa logaritmia?

4x5 = 31 104 8%+ 72 =584 x-8% = 229 376 8 +2x5 = 235 306
4.6 = 864 8x + 55 = 3157 1,5 = 117 187,5 215 ~ 0,9
(v:§/\/n/i [ V/n/i/N)

8.5. Juuriratkaisut

Juuriratkaisua tarvitaan, kun tuntemattomalla on eksponentti. Ensin yhtalo siistitdan niin, etta daxan
sisaltava termi siirretddan vasemmalle ja muut oikealle. Sitten jaetaan dxan kertoimella. Lopuksi otetaan

juuri, jonka asteluku on sama kuin @xan eksponentti. Toiseen korottaminen kumotaan nelidjuurella (V ),

kolmanteen korottaminen kolmannella juurella (3\/ )

= P~ =
”J o ”i (o "J (e 4
= 3x® —5=12283 = x> = —1024 = x*=-16
3x° = 12288 55 = 3—1024 Ei ratkaisua
x® = 4096 x = —4
x6 = §4096 Negatiivisesta luvusta ei voi

Pariton juuri antaa vain yhden
vastauksen, koska pariton
potenssi ei muuta merkkia.

x = +4 ottaa parillista juurta.
Parillinen juuri antaa aina
kaksi vastausta. Positiivinen tai
negatiivinen luku parilliseen

potenssiin on plussaa.
Harjoitus 9: Ratkaise yhtalét a) 6x2 + 12 = 66  b) 3x* = 2x* + 625 ) 4x6+33=29
7
d)T=x7 —8192 e)x®+162=0 f)2(x3+6)=262 g) (2x3+2)?—-8=28x3
(v:ia)x=%3 b)x=%5 c)eiratkaisua d)x=4 e)eiratkaisua f)x=5 g)x=1%1)

Harjoitus 10: Yasin on tallettanut tililleen 1200 euroa 10 vuotta sitten. Tililla on nyt 1954,67 €. Mika oli tilin
korkoprosentti? (v: 5,0 %)
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Harjoitus 11: Brunhilde on huomannut, ettad yhden asiakastapauksen kirjaamiseen kuluva aika on
vahentynyt kokemuksen karttuessa. Aluksi kirjaamiseen kului 28 minuuttia, mutta viiden viikon kuluttua
enaa 22 minuuttia. Kuinka monta prosenttia Brunhilden kdyttama aika vahenee viikossa (jos muutos on
joka viikolla yhta monta prosenttia)? (v: 4,7 %)

Harjoitus 12: Alussa epapuhtauksien maara ilmassa on E. Viisinkertainen suodatin poistaa ilmasta 99,9 %
epdpuhtauksista, joten lopussa jaljelld on vain 0,001E. Kuinka monta prosenttia epdapuhtauksista yksi
suodatinkerros poistaa? (v:75 %)

8.6. Logaritmiratkaisut
Logaritmiratkaisua tarvitaan, kun tuntematon on itse eksponentti. Mikdan jakaminen tai vdhennys ei tiputa
eksponenttia riville. Tama johtuu laskujarjestyksesta. Potenssi pitdaa laskea ennen muita laskutoimituksia.
Eksponentin kantalukuun ei saa puuttua ennen kuin potenssi on laskettu eika sita voi nyt laskea.

=l Logaritmiratkaisu alkaa samalla tavalla kuin muutkin yhtalénratkaisut.
@L%fm“ Axan sisaltdvat termit vasemmalle, muut oikealle. Jaetaan kertoimella,

joka dxan sisaltavalla termillda on. Missdan tapauksessa ei saa kertoa 4" = 1024 || logy()
6-4, koska potenssi pitdisi laskea ennen sita (eika voi!). Kun paastaan
tilanteeseen, missa vasemmalla on kantaluku potenssiin x ja oikealla puolella
pelkka luku, x saadaan ottamalla oikean puolen luvusta logaritmi, jonka
kantaluku on sama kuin potenssin kantaluku.

6-4° = 6144 ||: 6

r = log,(1024)

=N

Harjoitus 13: Laske esimerkin lasku kun kantaluku on 3.

Harjoitus 14: Hildegard on tallettanut tililleen 1200 euroa, mutta ei milladn muista kuinka monta
vuotta sitten. Tilillda on nyt 1531,54 € ja tilin korkoprosentti on ollut jo useita vuosia 5 %. (v: 5 vuotta)
Harjoitus 15: Joosepin yritys pyrkii pienentamaan sairauspoissaoloja 5 % vuosittain. Alkutilanteessa
sairauspoissaoloja on 248 tydpadivaa vuodessa. Milloin poissaolojen maara saadaan vahennettya alle 150
paivaan? (v: 10 vuoden kuluttua)

Huomaa, ettd moniosainen eksponentti tulee kokonaan logaritmin ratkaisuksi.
r‘j Esimerkki: Harjoitus 16: Ratkaise yhtalot

L a) 8*2=32768 b) 428 = 256
477 = 64 | log,() !

c)4-52%*1=12500 d)2-7**=—

8x
e)2(3-41)=-122 ) 87 = 8192

r+1 = log,(64)

z+1 =3 [ -1 (via)x=3 b)x=-2 c)x=2 d)x=6 e)x=2 f)X=§)

=2

8.7. YO-Tehtavia:
g=eE, K2012/8
= Naisten hiusten leikkaus maksaa nyt 45 euroa. Kuinka paljon se maksaa kymmenen vuoden
kuluttua, jos hintaa korotetaan vuoden valein 2,5 %?

K2001/8

Pieneldinklinikassa kdytetdaan kerta-annoksena annettavaa nukutusainetta, jonka maara elimistossa
vahenee eksponentiaalisesti siten, ettd kolmen tunnin kuluttua aineesta on enda puolet jaljella.
Leikkauksen ajan on nukutusainetta elimistossa oltava vahintaan 23 mg eldimen kutakin painokiloa kohti.
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Kuinka suuri maara nukutusainetta on vahintdaan annettava 20 kg painavalle koiralle leikkausta varten, kun
leikkauksen on arvioitu kestdavan 1 h 15 min?

K2002/12

Uutta pesukonemallia Suomeen tuova yritys sai joulukuussa 2000 myydyksi 470 pesukonetta. Yritys sai
mainostajalta tarjouksen, jossa luvattiin mainostamisen lisadvan myyntia vuoden 2001 alusta lahtien 25 %
edelliseen kuukauteen verrattuna joka kuukausi kahden vuoden ajan. a) Kuinka monta pesukonetta yritys
myisi tarjouksen mukaan vuoden 2001 kesakuussa? b) Kuinka monta konetta myynti olisi koko kahden
vuoden aikana?

K2003/12

Vuoden 2002 tammikuun alussa talletetaan tietty summa tilille, jolle maksetaan vuotuista korkoa 2,54 %, ja
tasan vuoden kuluttua samansuuruinen summa toiselle tilille, jonka korkoprosentti on 3,25. Varat on
tarkoitus nostaa tileiltd, kun talletukset ovat kasvaneet yhta suuriksi. Arvioi kuukauden tarkkuudella,
milloin tdma tapahtuu. Sovella koronkoronlaskuperiaatetta, muodosta yhtalo ja ratkaise se. Lahdeveroa ei
oteta huomioon.

K2004/12

Maarittdmalla Asnisen rannoilla tehtyjen hautaldytojen luiden iké radioaktiivisen hiili-isotoopin C-14
pitoisuuden avulla on selvitetty, ettd alueella on ollut asutusta jo 7500 vuotta sitten. a) Kuinka monta
prosenttia luiden radioaktiivisen hiilen maara on vahentynyt tana aikana, kun elién kuoltua hiilen maara
puoliintuu 5730 vuodessa? b) Kuinka monta vuotta tarvitaan lisaa, jotta radioaktiivisen hiilen maara on
alentunut 30 prosenttiin alkuperdisesta arvosta?

K2009/14

Talletustilin vuosikorko on 1,50 prosenttia, ja korkotuotosta peritdaan vuosittain 29 prosentin [ahdevero.
Tilid avattaessa talletetaan 1000 €, eikd muita talletuksia tehda. a) Kuinka paljon tililla on rahaa kymmenen
vuoden kuluttua, kun korko liitetdan padomaan vuoden valein? b) Monenko vuoden kuluttua talletus on
kaksinkertaistunut?

K2010/5
Tuhat euroa talletetaan viiden prosentin korolla 50 vuodeksi. Korko liitetddan padomaan vuosittain. Laadi
pylvasdiagrammi, joka kuvaa talletuksen arvoa viiden vuoden valein. Léhdeveroa ei oteta huomioon.

$2010/12

Tsernobylin ydinvoimalaonnettomuuden jalkeen vuonna 1987 cesium-137-laskeuman radioaktiivisuus
eréilld alueilla Himeessi ja Keski-Suomessa oli 78 kBg/m2. Vuonna 2006 tdm4 oli laskenut arvoon 50
kBg/m?. Radioaktiivisuus viahenee eksponentiaalisesti. Min vuonna alkuperdinen aktiivisuus on
vahentynyt puoleen? Enta neljannekseen? Minad vuonna Vaasan seudun pienempi aktiivisuus on
vahentynyt puoleen? (Alkuperdisessa tehtdvassa ohessa on kartta, jossa aktiivisuuden arvo on 10-30
kBg/m?).
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9. TALOUSMATEMATIIKKAA

9.1. Arvonlisdvero ja prosenttiyhtélo
Arvonlisdvero eli alv lasketaan aina verottomasta hinnasta. Yleensa sovelletaan 24 % arvonlisaverokantaa,
jolloin myyntihinta on ”124 %” ja veroton hinta pitaa laskea prosenttiyhtalolla.
ry - Esimerkki: Paita maksaa 46 €. Kuinka monta euroa hinnassa on arvonlisaveroa? Merkitaan
@ " verotonta hintaa muuttujalla x. Muodostuu yhtalo x - 1,24 = 46 €, josta jakamalla saadaan x =
37,096... €.
Veron osuus on siis 46 € — 37,096... € = 8,903... € eli noin 8,90 €.

Harjoitus 1: Hiustenleikkuu maksaa 38 €. Hiustenleikkuusta maksetaan 24 % arvonlisaveroa. Kuinka
paljon parturille jaa kateen arvonlisaveron jalkeen? (v: 30,65 €)

Harjoitus 2: Elintarvikkeiden arvonlisaverokanta on 14 %. Henkilon ruokaostokset ovat kuukaudessa
yhteensa 420 €. Mika on uusi ruokaostosten hinta, jos ruoan arvonlisdverokantaa nostetaan 16 %:iin? (v:
427,37 €)

Harjoitus 3: Ostokset maksoivat yhteensa 60 euroa. Ostoksissa oli ruokaa (alv 14 %) ja lehti (alv 24 %).
Yhteensa veroa maksettiin 8,22 €. Kuinka paljon ruoka maksoi? Enta lehti? Muodosta ja ratkaise sopiva
yhtalopari. (v: 48 € ja 12 €)

9.2. Yksinkertainen korko
Yksinkertaisesta korosta on kyse silloin, kun ei ehdi kulua kokonaista korkokautta. Jos esimerkiksi korkoa
pitdd maksaa vuodessa 5 % ja talletusaika onkin vain 6 kk, korkoa maksetaan vain 2,5 %. Naissa tilanteissa
kdytetdan usein kaavaa r=kit Kaavassa r on maksettavan koron maara (€), k on alkuperainen paaoma, i
on korkotekija (5 % => 0,05) ja t on korkoaika.

@n Esimerkki: Tilin vuosikorko on 4,8 % ja talletus on tililla 7 kuukautta. Tilille talletetaan 1700 €.
— Laske korko.

r = kit = 1700 € - 0,048 % = 47,5999 ...€ = 47,60 €

| Harjoitus 4: Laske kertyva korko, kun 670 euron talletus on tililla 8 kuukautta ja vuosikorko on 4,5 %.
(20,10 €)

Harjoitus 5: Mika on tilin saldo lopussa, kun 350 € talletus on tililla 4 kuukautta 0,60 % vuosikorolla.
(350,70 €)

Harjoitus 6: Mika on tilin korkokanta, kun 1200 euron talletukselle maksettiin 19 euroa korkoa viiden
kuukauden talletusajan jalkeen? (v: 3,8 %)

9.3. Nettokorkokanta (%) ja nettokorko (€)
Maksettavista koroista peritaan lahdeveroa (30 %). Nain ollen korkokannasta (esim. 5 %) voidaan laskea
nettokorkokanta vahentamalla maksettavasta korkokannasta 30 %. Nettokorko on verojen jdlkeen tilille
tuleva summa.

iﬂ;ﬂm Esimerkki: 3500 € talletetaan vuodeksi. Korkokanta on 5,0 %. Laske nettokorkokanta ja
%L§ nettokorko. Nettokorkokanta on 5,0 - (1 —0,30) = 3,5 eli 3,5 %. Nettokorko vuoden aikana on 3500
€-0,035=122,50€

4, Harjoitus 7: Laske nettokorko vuoden aikana, kun tilille talletetaan 3500 € ja tilin korkokanta on 1,7
% ja lahdevero 30 %. (v: 41,65 €)
Harjoitus 8: Mika on tilin korkokanta, kun tilin nettokorkokanta on 1,204 %? (v: 1,72 %)
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Harjoitus 9: Kuinka paljon ldhdeveroa tulee maksettavaksi, kun 12 700 € talletus on kolme kuukautta tilill3,
jonka korkokanta on 1,2 %? (v: 11,43 €)

9.4. Koronkorko
Koronkorkolaskuissa kdytetdaan eksponentiaalisen muutoksen kaavaa K=kq" Jos talletusaika on monta
korkokautta, myos kertyva korko alkaa kasvaa korkoa (eksponentiaalinen kasvu!). Kaavassa K on uusi
padoma, k on alkuperdinen padoma, g on korkotekija (5 % => 1,05) ja n on korkokausien lukumaara.
Kaavassa on nelja mahdollista tuntematonta. Muodosta yhtalot naissa tilanteissa koronkoron kaavan
mukaan. Merkitse x tuntemattoman paikalle ja muihin kohtiin tunnetut arvot.

q@fm“ Esimerkki: Kuinka paljon vastasyntyneen tilille pitaa tallettaa, kun lapselle haluttaisiin antaa 18-
= vuotissyntymapaivalahjaksi 5000 € ja tilin vuosikorko on 3,0 %?

Korkotekija lasketaan 3 % + 100 % = 103 %, josta saadaan 1,03. Korkokausia on 18. Muodostetaan yhtalo
5000 = x - 1,038, joka ratkeaa jakamalla kertoimella 1,032 ja saadaan x = 2936,973... eli pitaa tallettaa
2936,97 €.

Harjoitus 10: i) Laske, mika on uusi pddoma, jos alkuperdinen padagoma on 500 €, korko 5 % ja
talletusaika 10 vuotta. (suora sijoitus) i) Laske, mika oli alkuperdinen padoma, jos uusi pddoma on
814,45 €, korko on 5% ja talletusaika 10 vuotta. (ensimmaisen asteen yhtald) iii) Laske
korkoprosentti, jos alkuperdinen padaoma on 500 €, uusi pddoma 814,45 € ja talletusaika 10 vuotta. (juuri)
iv) Laske talletusaika, jos alkuperdinen pddoma on 500 €, korkoprosentti 5 ja uusi padoma 814,45 €.
(logaritmi)

K02/14 : Vanhemmat paattivat tallettaa lapsilleen Anjalle ja Artolle vuoden 2003 alussa yhteensd 9500 €
siten, etta lapset saisivat nostaa yhta suuret rahamaarat 21-vuotissyntymapaivaansa seuraavan vuoden
alussa. Kuinka paljon vanhempien on sijoitettava lasten tileille, kun vuoden 2003 alussa Anja on 16-vuotias
ja Arto 12-vuotias? Oletetaan, etta pankki maksaa vuotuista korkoa 2,5 prosentin mukaan. Verotusta ei
oteta huomioon.

K09/14 : Talletustilin vuosikorko on 1,50 prosenttia, ja korkotuotosta peritdadn vuosittain 29 prosentin
lahdevero. Tilia avattaessa talletetaan 1000 €, eika muita talletuksia tehda.
a) Kuinka paljon tililla on rahaa kymmenen vuoden kuluttua, kun korko liitetdadan padomaan vuoden
valein?
b) Monenko vuoden kuluttua talletus on kaksinkertaistunut?

Lainoissa on padoma, joka maksetaan takaisin osissa. Maksuera sisaltaa osan lainatusta padgomasta seka
lainatulle padaomalle edellisen maksun jalkeen kasvaneet korot (maksuera = lyhennys + korko).

9.5. Tasalyhennyslaina
Tasalyhennyslainassa jokainen maksuera sisaltdaa yhta paljon lyhennysta. Jos 10000 euron laina maksetaan
takaisin 20 erdssa, yksi maksuera sisaltda 500 € lyhennysta. Maksueran sisdltama korko lasketaan
yksinkertaisen koron kaavalla, koska lainan lyhennyksessa korko maksetaan joka kuukausi pois. Silloin
korko ei ehdi kasvaa korkoa. Pdadoma kasvaa korkoa vain yhden kuukauden, jos maksuja suoritetaan
kuukauden valein.

Harjoitus 11: Tasalyhennyslainana on lainattu 10000 €. Vuosikorko on 5 % ja tasalyhennykseksi on
sovittu 500 € joka kuukausi, minka paalle tulevat korot. i) Kuinka paljon korkoa maksetaan
ensimmaisen maksuerdn yhteydessa? i) Kuinka paljon rahaa on viela lainassa, kun enaa yksi maksuera
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on suorittamatta? iii) Kuinka paljon korkoa maksetaan viimeisessa erassa? (v: i) 41,67€ ii) 500 € iii) 2,08
€)

Harjoitus 12: Tasalyhennyslainan maksuerien sisaltamat korot muodostavat aritmeettisen jonon. Taulukoi
edellisen kohdan mukaan viiden ensimmaisen maksueran korot. Laske sitten kaikkien korkojen summa
koko maksuajalta. (v: 41,67€, 39,58€, 37,50€, 35,42€ ja 33,33 €. Jos a1=41,67 ja a20=2,08 niin Sy0 = 437,50
€.)

$09/15: Mauri on ottanut asuntolainaa 81 600 € 4,2 prosentin korolla. Han lyhent&a lainaa vuosittain 4800
euroa ja maksaa samalla siihen mennessa kertyneet korot. Kuinka paljon korkoa han maksaa toisen vuoden
lopussa? Kuinka monta vuotta lainan takaisinmaksu kestaa? Kuinka paljon korkoa Mauri maksaa kaiken
kaikkiaan?

9.6. Tasaerdlaina eli annuiteettilaina
Tasaerdlainassa jokainen maksuera on yhta suuri. Alussa era sisdltaa isomman osan korkoja ja vahemman
lyhennysta. Loppua kohden korkojen osuus viahenee. Tasaeran eli annuiteetin suuruus (lyhennys + korko)
1_
1—;‘
q korkotekija maksuerien vdlisend aikana (esim. 6 % vuodessa on 1 + 0,06/12 eli 1,005) ja n on
maksukertojen lukumaara.

voidaan laskea kaavalla A = Kq" , jossa A on kuukausittaisen tasaeran suuruus, K lainattu paddoma,

Harjoitus 13: Laske tasaeran suuruus, jos 10000 € lainataan ja maksetaan takaisin 20 erdssa
kuukauden valein. Vuosikorko on 5 %. (v: 522,16 €)

Harjoitus 14: Henkil6 ottaa 100 000 € asuntolainan, joka on tarkoitus maksaa takaisin yhdeksassa
vuodessa. Mika on annuiteettilainan kuukausittainen maksuera, jos korkokanta on 6,5 %? (v:1225,45 €)

K04/15 : Henkilo otti vuoden 2003 alussa 40000 € asuntolainan 10 vuodeksi. Hin maksaa lainan ja korot
yhta suurena vuotuisena erdana aina vuoden lopussa, ts. kyseessa on tasaeralaina. Mika on eran suuruus,
jos korko on nelja prosenttia? Lainasopimuksen mukaan koron noustessa eran suuruus ei muutu
(mahdollisesti pienemmaksi jadvaa viimeista eraa lukuun ottamatta), vaan laina-aikaa pidennetdaan nousua
vastaavasti. Minka vuoden lopussa henkilé6 maksaa viimeisen eran, jos korko nousee viiden vuoden
kuluttua kuuteen prosenttiin eika taman jalkeen muutu? Mika on viimeisen eran suuruus?

K06/14 : Henkilo ottaa 120 000 euron asuntolainan. Laina sovitaan hoidettavaksi tasaera- eli
annuiteettilainana puolivuosittain, ja vuotuiseksi koroksi sovitaan 3,70 %. Harkittavana on laina-ajan
pituus. Laske lainan hoitomaksun eli annuiteetin suuruus, jos laina-aika on a) 22 vuotta b) 60 vuotta. Kuinka
paljon lainaa jalkimmaisessa tapauksessa olisi viela jaljella silloin, kun laina ensimmaisessa tapauksessa olisi
tullut maksetuksi loppuun? Lainasta ei aiheudu muita kuluja.
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10.TODENNAKOISYYSLASKENTA

Tapahtuman todennakoisyys voidaan useimmiten muodostaa jakolaskulla/murtolukuna
suotuisat tapaukset

. . . ol s .13 _ oo
ikl alkelstapankser’ Esimerkiksi korttipakasta saa hertan todenndkoisyydella o 0,25 eli 25 %.

10.1. Kertolaskusaantd
Sanan ”ja” paikalle kuuluu todennakdisyyslaskennassa aina kertomerkki. Todennakdisyydet ovat ykkosta
pienempia lukuja ja niiden kertominen keskenaan tuottaa yha pienemman tuloksen.

Harjoitus 1: Mika on todennakoisyys, etta arvaat oikein puhelimen PIN-koodin ensimmaisen
numeron? Enta todennakdisyys, etta arvaat oikein toisen numeron? Enta todenndkdisyys, etta

arvaat oikein ensimmaisen ja toisen numeron eli P(”1. oikein” ja ”2. oikein”)? Enta kaikki nelja numeroa?
1 1 1 1

(v: 15+ 76" To0” To000)

Harjoitus 2: Milla todennakdisyydella nopanheitolla saadaan tulos 6? Milla todennakoéisyydelld neljasta

g
6’1296
Toisinaan perakkaiset tapahtumat eivat ole riippumattomia. Todennakoisyys voi muuttua, kun

ensimmainen valinta toteutuu. Lottoarvonnassa on mahdotonta nostaa kahdesti lukua 9. Toisaalta jos
puolet palloista on jo nostettu, mutta numeroa yhdeksan ei, sen todennakdisyys on nyt paljon suurempi
kuin alussa.

===, Harjoitus 3: Laatikossa on 18 sukkaa, joista 10 on mustia ja 8 harmaita. Milld todennikoisyydelld
ensimmainen nostettu sukka on musta? Enta toinen, jos ensimmainen oli musta? Entd molemmat?

nopasta tulee kaikista 6? (v:

Harjoitus 4: Muodosta lottorivi (7 numeroa 40:std). Mika on todennakadisyys sille, ettd ensimmainen
arvottu numero on rivissasi? Mikd on todennakdisyys sille, ettd toinen arvottu numero on rivissasi, jos
ensimmainen oli? Mika on todenn&kéisyys sille, etta lottorivisi on viikon oikea rivi? (v: 7/40, 6/39, 5,4/108)

10.2. Yhteenlaskusdantd
Sanan “tai” paikalle kuuluu todennakadisyyslaskennassa aina +. Matematiikassa tai tarkoittaa “tama tai tuo
tai molemmat” eika pelkkaa valintaa “"tadma tai tuo”. Jos tapahtumilla on yhteisia alkioita, kdytetaan
yhteenlaskusaantoa: P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(A ja B)

e Esimerkki: Mika on todennakoisyys saada korttipakasta dssa tai hertta? Taytyy laskea P(dssa tai
@ " hertta) = P(dss3) + P(hertta) — P(4ss3 ja hertta). Assia on pakassa 4, joten P(4ss3) on 4/52. Herttoja
on 13, joten P(hertta) on 13/52. Kortteja, jotka ovat &ssia ja herttoja on 1, joten sen todennakdisyys on
1/52. Lasku on siis P(assa tai hertta) =4/52 + 13/52 - 1/52 = 16/52 = 4/13

Harjoitus 5: Mika on todennakoisyys saada nopalla 6? Enta parillinen numero? Enta 6 tai parillinen
numero? Laske yhteenlaskusdaannolla P(6 tai parillinen). (v: 1/6, 3/6, 3/6)

Harjoitus 6: Petteri ndppadilee vahingossa puhelintaan ja PIN-kenttdaan on tullut kaksi numeroa.
Mika on todennakdisyys sille, ettd ensimmainen tai toinen numeroista on oikein? (v: 19%)

Harjoitus 7: Seuraavalle paivalle on luvattu sadetta 30% todenndkdisyydella ja tuulta 20%
todennakoisyydelld. Kumpikin estda piknikin. Milla todennakoisyydelld sataa tai on tuulta? (v: 44%)

10.3. Komplementti
Jos lasketaan yhteen tapahtuman onnistumisen ja epdonnistumisen todennakoisyys, saadaan 100%.

Komplementti eli vastatapahtuma on usein helppo tapa ratkoa monimutkaisia todennakoisyyksia.
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@Jﬂmn Esimerkki: Mikd on todennakoisyys sille, ettd Jokerin seitsemasta numerosta (esim. 3456789) saa
e ainakin yhden oikein? On paljon helpompi laskea komplementtitapahtuman (ei yhtdan numeroa
oikein) todennakaoisyys kuin itse tapahtuman todennakdisyys, jossa pitdisi laskea yhteen ”yksi numero
oikein” “kaksi numeroa oikein” jne. ja huomioida myds, etta oikeiden numeroiden paikka voi vaihdella.

7
Komplementin avulla P(ainakin yksi oikein) = 1 — P(ei yhtdan oikein) =1 — (19—0) =0,478... eli noin 48%.
Tama pitaa paikkansa, koska yhteensa kaikki todennakoisyydet ovat 100% eli 1. Yhdessa “ainakin yksi

oikein” ja ”ei yhtaan oikein” tayttavat koko todennakoisyysavaruuden. Ne ovat siis toistensa
komplementtitapahtumia.

Eoy Harjoitus 8: Petteri sahlaa kannykkansa kanssa ja ndppailee vahingossa nelja numeroa PIN-

53 kenttaan. Mika on todennakaisyys sille, etta kaikki numerot ovat vaarin? Enta sille, etta ainakin jokin
numeroista on oikein? (v: 65,6%, 34,4%)

Harjoitus 9: Riitta vaihtaa kotonaan 4 lamppua. Niissa luvataan 1000 tuntia kayttdaikaa 99%
todennakaoisyydelld. Milla todennakdisyydelld kaikki lamput toimivat1000 tuntia? Milld todennakdisyydella
ainakin yksi lamppu hajoaa ennen 1000 tuntia? (v: 96,1%, 3,9%)

Harjoitus 10: Ossi istuttaa 5 hankalaa siementa, joiden luvataan itdvan 60% todennakoisyydella. Milla
todennakaoisyydelld ainakin yksi siemen itda? (mieti ensin mika on “ainakin yksi itda” vastatapahtuma ja
laske sen todennakoisyys ensin) (v: 99,0%)

10.4. Kombinaatiot
Jokerin kaksi oikein tuloksen voi saada, jos mitka vain kaksi numeroa rivista osuvat olemaan samat. Esim.
OOVVVVV ja OVOVVVV ja OVVVVOV ovat kaikki 2 oikein riveja. Jokaisella rivilla on sama todennakdisyys

2 5
(%) : (1%) . Kaksi oikein rivin todenndkdisyys on kaikkien 2 oikein rivien todennakoisyyksien summa.

Ongelma on, ettd on vaikea sanoa kuinka monta erilaista 2 oikein rivida on olemassa. Rivien maara on
helpoin laskea kombinaatioilla. Kaksi oikein seitsemadstd saadaan kombinaatiolla (Z) Tama kertoo, miten
monella eri tavalla kaksi voidaan valita seitsemasta. Laskimessa lasku merkitdan ”7 nCr 2”. Lasku luetaan
"seitseman yli kahden”.

. . . 7 1 2 9 5
Harjoitus 11: Laske kaksi oikein tuloksen todenndkdisyys Jokerissa. (2) . (E) . (ﬁ) (v: 12%)

Harjoitus 12: 3 tyontekijaa valitaan uuden ohjelman kayttékoulutukseen. Miten monella eri tavalla
koulutettavat voidaan valita, kun tyontekijoita ona) 3 b)4 ¢)5 d)9? (v: 1, 4, 10, 84)

Harjoitus 13: Kuinka monella eri tavalla loton 40 numerosta voidaan valita 7? Enta kuinka monella eri
tavalla voi saada nelja oikein? (Kuinka monella tavalla voi valita nelja oikeista? Enta kuinka monella tavalla
voi valita 3 vaarista numeroista?) (v: 18 643 560, nelja oikeaa 35 ja kolme vaaraa 5456 tapaa, joten
yhteensa 190 960 eri “4 oikein” rivia)

10.5. Binomitodennakdisyys

Edellisessa on jo kaytetty binomitodennakdisyytta eli kaavaa (z) - p* - (1 — p)™* ¥, missa n on toistojen
maara ja k onnistuneiden kokeiden maara seka p onnistumisen todennakoisyys.

Harjoitus 14: Laske taulukkoon, milld todenn&kaoisyydella Jokerista saadaan 0, 1, 2...6 tai 7 oikein.
W@ Harjoitus 15: Ossi istuttaa 5 hankalaa siementad, joiden luvataan itdvan 60% todennakoisyydella.
Milla todenndkdisyydelld siemenista itda tasan kaksi? (v: 23,0%)

Harjoitus 16: Mildred osuu paperipallolla paperikoriin 80% todenndkdisyydelld. Han heittaa kuusi kertaa.
Milla todennakobisyydelld han onnistuu joka heitolla? Milla todenndkoisyydelld hdan epdonnistuu kerran?
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Milla todennadkaoisyydelld han epdaonnistuu kaksi kertaa? Milla todennadkdisyydelld han epdaonnistuu ainakin
kerran? (v: 26,2%, 39,3% 24,6%, 73,8%)

YO-tehtavia:
$2010/8: Verkkopankkiin kirjaudutaan niin, ettad ensin annetaan kuuden numeron pituinen
kayttajatunnus ja neljan numeron pituinen salasana, minka jalkeen annetaan vield neljan numeron
pituinen kertakayttotunnus. Jokaisella pankin asiakkaalla on eri kdyttdjatunnus, mutta usealla asiakkaalla
voi olla sama salasana ja kertakayttétunnus.
a) Jos verkkopankilla on 600 000 asiakasta, niin mika on todennakdisyys sille, etta yhdella arvauksella
|6ytaa jonkun asiakkaan kayttajatunnuksen?
b) Mika on todennakdisyys sille, ettd yhdella yrityksella padsee kirjautumaan verkkopankkiin?

K2010/8: Tiedonsiirtojarjestelmassa havaittiin yksittaisen bitin saapuvan virheellisend vastaanottajalle
todennakaoisyydella 0,00015. Yksittaisten bittien siirtojen oletetaan olevan toisistaan riippumattomia.

a) Milla todennakdoisyydella vastaanottajalle saapuvassa 16 bitin jonossa on ainakin yksi virheellinen bitti?
b) Jos lahetetdan 32 kappaletta 16 bitin jonoja, niin milla todennakaoisyydelld vastaanottajalle saapuu
ainakin yksi virheellinen jono?

$2008/11: Puutarhuri istuttaa siemenia, joiden itdvyys on 60%.

a) Mika on todenndkdisyys, etta kolmesta istutetusta siemenesta mikaan ei ida? Mika on todennakoisyys,
ettd ainakin yksi siemen itaa?

b) Siemenia istutetaan viiteen ruukkuun kuhunkin kolme. Mika on todennakdisyys, etta jokaisessa ruukussa
ainakin yksi siemen itaa?

K2008/8: Kulhossa on viisi punaista ja kymmenen musta palloa. Kulhosta poimitaan umpiméahkaan viisi
palloa palauttamatta yhtakaan. Mika on todennakdisyys, etta ainakin yksi poimituista palloista on
punainen? Milla todennakdisyydella kaikki viisi ovat samanvarisia?

K2006/9: Noppaa heitetdan 5 kertaa. Milla todennikoisyydella tuloksena on a) tdsmalleen kaksi kuutosta,
b) vahintdan kaksi kuutosta?

K2004/6: a) Kahta virheetontd noppaa heitetddn kerran. Mika on todennakdisyys, ettd pistesumma on
suurempi kuin kahdeksan? b) Kahta virheetdnta noppaa heitetdadn kahdesti. Mikd on todennakoisyys, etta
kummallakin kerralla pistesumma on suurempi kuin kahdeksan?

$2001/9: Tietokonepelissd heitetdan virheellistd noppaa, jossa nopan silmalukujen todennakdisyydet ovat
suoraan verrannollisia silmalukuihin. Mitka ovat eri silmalukujen todennakoisyydet? Mika on
todennakaoisyys saada kahdella heitolla kaksi kuutosta?
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11.LUKUJONOT
On olemassa monia mahdollisia sdantoja lukujonojen muodostamiseen. Mielenkiintoisimpia ovat
aritmeettiset lukujonot ja geometriset lukujonot, joihin liittyy sadannénmukaisuutta.
Aritmeettisessa lukujonossa perakkaisten jasenten erotus (differenssi, d) on koko ajan sama. Toisin sanoen
koko ajan lisatdaan sama luku (tdma voi joskus nayttaa vahentamiselta, kun lisdtaan negatiivinen luku).
Differenssi on aina sama, kun vdahennetaan lukujonon jasenesta edellinen jasen.
Geometrisessa lukujonossa perakkaisten jasenten suhde (suhdeluku, g) on aina sama. Toisin sanoen koko
ajan kerrotaan samalla luvulla (tdma voi joskus ndyttaa jakamiselta, kun kerroin on murtoluku). Suhdeluku
on aina sama, kun jaetaan lukujonon jasen edellisella jasenella.

@m Esimerkki: Onko lukujono aritmeettinen tai geometrinen? a) 12, 10, 8, ... b) g,g,%,
' o
— a) Jono on aritmeettinen, koska 10-12=8-10=-2 =d.
b) Jono on geometrinen, koska 2221121 q
3'3 63 2

/ Harjoitus 1: Onko jono aritmeettinen, geometrinen vai joku muu? Maarita d tai g, jos mahdollista.
a)7,9,11,.. b)16,32,64,.. c)2,-2,2,-2,.. d)50, 41%, 34%, .. e)17,4,-9, ..

f)2,8,18,32,.. g)60,30,20,15,.. h)324,972,2916, .. i)1§,2,2§,3§,...
3

(via)d=2 b)g=2 ¢)Jg=-1 d)q=§ e)d=-13 f)jokumuu g)jokumuu h)g=3 i)d=§

11.1. Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen
Aritmeettisen lukujonon yleinen jasen (an) muodostetaan kaavalla an = a1+ (n—1) - d, missa a; on
lukujonon ensimmainen jasen, n on jasenen jarjestysnumero ja d on differenssi eli erotus perakkaisten
jasenten valilla.

@m Esimerkki: Muodosta lukujonon yleinen jasen, kun jono alkaa 2, 5, 8...
= Differenssion5—-2=8—-5 =3 =d ja jonon ensimmainen jdsen on 2.
Sijoitetaan kaavaan. a, =2 + (n—1) - 3, josta saadaan sulkeet avaamalla yleinen jasen a, = 3n — 1.
/ Harjoitus 2: Maarita yleinen jasen harjoituksen 1 jonoille a), e) ja i).

(via)an=2n+5,e)an=30-13n,i) an= §n+§)

@m Esimerkki: Yleista jasenta voi kayttaa, kun pitda selvittda jonon jonkin jdsenen suuruus tai

= jarjestysnumero jonossa. Lukujonon yleinen jasen on an = 3n — 1. a) Laske lukujonon 36. jasen. b)

Monesko lukujonon jasen on suurempi kuin 3007

a) Kun halutaan laskea lukujonon 36. jasen, sijoitetaan jarjestysnumero n:n paikalle. aze =3 - 36 — 1 = 107.

b) Nyt jasen pitaisi olla suurempi kuin 300 eli a, > 300. Sijoitetaan an:n paikalle yleisen jasenen lauseke niin
saadaan 3n —1 > 300. Epdyhtalon ratkaisulla saadaan n > 100,3... eli 101. jasen on ensimmainen jonon

jasen, joka on suurempi kuin 300. Ratkaisun voi viela tarkastaa sijoittamalla.

Harjoitus 3: Erdan aritmeettisen lukujonon yleinen jasen on an = 9n + 2. Laske yleisen jasenen avulla
jonon kolme ensimmaista jasenta. Mika on jonon differenssi? (v: 11, 20, 29, d =9)

Harjoitus 4: Lukujono alkaa 27, 21, 15... Monesko jonon jasen on -1417? (v: a9 = -141)

Harjoitus 5: Erdassa kokeessa lampotila on alussa 22 °C ja laskee sitten 4,2 °C minuutissa. Muodosta sopiva
lukujono ja ratkaise, kuinka monta minuuttia kuluu, etta lampétila alittaa -40°C. (v: 16 minuuttia)
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11.2. Aritmeettisen lukujonon summa
Aritmeettisen lukujonon summa on helppo laskea. Jonon jokainen jasen on keskimaarin yhta suuri kuin
keskimmainen, joten kaikkien jasenten summa on keskimmainen arvo kerrottuna jasenten maaralla.

. . . aita . . . . cer o
Aritmeettisen jonon summa (S,) on S, = n% missd n on viimeisen yhteenlaskettavan jarjestysnumero

ja an siis viimeinen yhteenlaskettava.

Harjoitus 6: Lukujono alkaa 2, 4, 6, ... ja sen 50. jasen on 100. Laske 50. jasenen summa. (v: 2550)
Harjoitus 7: Lukujono alkaa 126, 118, 110, ... Laske jonon 35 ensimmadisen jasenen summa. (v: —350)
Harjoitus 8: Auditoriossa on 20 penkkirivia. Ensimmaisella rivilla on 12 penkkia ja seuraavalla aina 2
enemman. Laske penkkien maara auditoriossa. (v: 620 penkkia)

11.3. Geometrisen lukujonon yleinen jasen
Geometrisen lukujonon yleinen jasen muodostetaan kaavalla a,, = a; * ¢"~1, miss3 a; on lukujonon
ensimmainen jasen, n on jasenen jarjestysnumero ja g on perdkkaisten jasenten suhde eli suhdeluku.

Harjoitus 9: Muodosta lukujonon yleinen jasen ja laske kymmenes jasen, kun lukujono alkaa
a) 7, 14, 28, 56, ... b) 360, 300, 250, 208%,

_ 5\"* 1 9765625 . .
(via)a, =7-2"1, a10=3584,b)a, =360 - (g) ' T399¢g /i noin 69,8)

Harjoitus 10: Erddssa lukujonossa aio = 78732 ja a11 = 236196. Mika on jonon g? Entd a1? (v: 3 ja 4)

Harjoitus 11: Eras lukujono alkaa 12, 18, 27... Monesko lukujonon jasen on 1224,4340827?
(logaritmitehtava) (v: 14.)

11.4. Geometrisen lukujonon summa

ai(1-q™)

Geometrisen lukujonon summan (S») laskemiseen on kaava §,, = , Missa @z on jonon ensimmainen

jasen, n on viimeisen yhteenlaskettavan jarjestysnumero ja g on jonon suhdeluku.
o] Harjoitus 12: Lukujono alkaa 8 ;9,6 ; 11,52... Mikad on 26 ensimmaisen jasenen summa? (v: n. 4500)

Harjoitus 13: Geometrisen lukujonon ensimmainen jasen on Sja suhdeluku 7. Monenko jasenen

summa on suurempi kuin 1 000 0007 (ratkaisu vaatii logaritmin kdyttda) (v: 9 jasenen summa)

Harjoitus 14: Tilille talletetaan joka vuosi 50 euroa. Rahat kasvavat tililla korkoa 5% vuodessa. Rahat
nostetaan 10 vuoden kuluttua ensimmaisesta talletuksesta (siis vuoden kuluttua viimeisesta talletuksesta)
Kuinka paljon rahaa voidaan nostaa tililta? (v: 660,34 €)

YO-tehtavia
$16/8: Kun kumipallo putoaa korkeudesta h, se ponnahtaa ylospain korkeuteen 0,8 - h saakka. Pallo
pudotetaan yhden metrin korkeudesta. Mika on pallon kulkema matka, kun se kymmenennen
kerran osuu lattiaan?

K14/8: Pyramidihuijari avaa pankkitilin ja siirtdd ensimmaisessa vaiheessa tilille 100 €. Taman jalkeen héan
houkuttelee mukaan kolme sijoittajaa, joista jokainen siirtda toisessa vaiheessa huijarin tilille 100 €.
Kolmannessa vaiheessa kukin naista kolmesta houkuttelee edelleen mukaan kolme uutta sijoittajaa, joista
jokainen siirtda 100 € huijarin tilille. Huijaus jatkuu saman kaavan mukaisesti. Kuinka monen vaiheen
jalkeen tililla oleva summa ylittad Suomen valtion vuoden 2013 talousarvion, joka on 54,1 miljardia euroa?

K13/11: Lukujonossa (an) onai=2jaa; = = Maarita jonon sadan ensimmaisen termin summa, kun jono

on a) aritmeettinen b) geometrinen. Anna tdman kohdan vastaus miljoonan tarkkuudella.
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$11/13: Laske lukujen 1 000 ja 2 000 valissa olevien 13:lla jaollisten lukujen summa.

K09/13: Aritmeettisen jonon ensimmadinen termi on 1, viimeinen termi on 61, ja jonon termien summa on
961. Mika on jonon toinen termi?

S08/10: Lukujonon ensimmainen termi on 2, ja jonon kukin seuraava termi on aina 5 % suurempi kuin
edellinen termi. Muodosta jonon n:nnen termin lauseke. Tutki tdman avulla, kuinka moni jonon termi on
pienempi kuin 1000 miljoonaa. Laske ndiden termien summa kolmen numeron tarkkuudella.

K06/11: Aritmeettisen jonon ensimmainen termi on %, toinen on 7 ja viimeinen 117. Laske jonon summa.

. . 1 .1 ,1 . . .
S04/6: Muodosta geometrisen jonon > 15, 45, ... N:n ensimmaisen termin summa. Ratkaise

summalauseketta kdyttaen, msita n:n arvosta alkaen summa ylittaa miljoonan.

S03/7: Geometrisen jonon suhdeluku on 4 ja kymmenen ensimmadisen termin summa 3844775. M&arita
jonon ensimmainen termi. Mika on jonon kymmenes termi?
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12.HARJOITUSKOE
12.1. MAB9 Ensimmainen osa
Ratkaise ilman laskinta. Voit kayttaa taulukkokirjaa. Vastaa kaikkiin tehtaviin. Kirjoita tdman osion
vastaukset talle paperille. Voit tarvittaessa jatkaa erilliselle konseptille.

S11/1

x2-2x+1

arvo, kun x = 3.

a) Laske lausekkeen

b) Ratkaise yhtalo =1
x 2

c) Ratkaise yhtalo x2 —3(x + 3) =3x — 18.
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S09/1

1-5x _ 3+4x

a) Ratkaise yhtalo =

b) Sievenna lauseke (5 + x?) — (4x? + x) ja laske sen arvo, kun x = -2.

c) Ratkaise yht3ld 4x*>—8x+3 =0.

S12/4
Tarkastellaan paraabelia y = x2 — 12x + 35.

a) Missa pisteissa paraabeli leikkaa x-akselin?

b) Maarita paraabelin huipun koordinaatit.
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12.2. MAB9S Toinen osa
Tehtdvissa saa kayttaa laskinta ja taulukkokirjaa. Valitse kolme tehtavaa. Kirjoita taman osion vastaukset
eri konseptille kuin muiden osioiden.

K10/10

Suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 2 ja 3. Kolmio py6rahtaa tayden kierroksen lyhyemman
kateettinsa ympari, jolloin syntyy avaruuskappale. Piirrd kappaleen kuva ja laske sen tilavuus.

K09/6

Kuparipallon ymparysmitta on 64,2 cm ja massa 37,9 kg. Tutki, onko pallon sisalla tyhjaa tilaa. Kuparin
tiheys on 8,96 g/cm3.

K12/5
Tarkastellaan funktiota f(x) = (x + 3)(x? — 4).

a) Laske funktion f{x) nollakohdat.
b) Maarita derivaatta f(x).
c) Laske derivaatan nollakohdat.

s10/6

Pisteitda A = (1, 4) ja B = (7, 1) katsotaan origosta. Kuinka suuressa kulmassa jana AB talléin nakyy, ts. mika
on janan paatepisteisiin suuntautuvien tahtaysviivojen valinen kulma? Anna vastaus yhden asteen
tarkkuudella.
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12.3. MABS9 Kolmas osa
Tehtdvissa saa kayttda laskinta. Valitse kolme tehtavaa. Kirjoita taman osion vastaukset eri konseptille kuin
muiden osioiden.

S10/8

Verkkopankkiin kirjaudutaan niin, etta ensin annetaan kuuden numeron pituinen kayttajatunnus ja neljan
numeron pituinen salasana, minka jalkeen annetaan vield neljan numeron pituinen kertakayttétunnus.
Jokaisella pankin asiakkaalla on eri kdyttdjatunnus, mutta usealla asiakkaalla voi olla sama salasana ja
kertakdyttotunnus.

a) Jos verkkopankilla on 600 000 asiakasta, niin mika on todennakdisyys sille, ettd yhdella arvauksella
loytda jonkun asiakkaan kayttajatunnuksen?
b) Mika on todennakaoisyys sille, ettd yhdella yritykselld pdaasee kirjautumaan verkkopankkiin?

S13/10

Maalampopumppuja myyvan yrityksen liikevaihto kymmenkertaistui kahdessakymmenessa vuodessa.
Kuinka monta prosenttia liikevaihto kasvoi vuodessa, kun vuotuinen kasvuprosentti pysyi koko ajan
samana? Anna vastaus prosentin kymmenesosan tarkkuudella.

K09/13

Aritmeettisen jonon ensimmainen termi on 1, viimeinen termi on 61 ja jonon termien summa on 961. Mika
on jonon toinen termi?

s14/14

Kristian aikoo vaihtaa autoa ja hakee pankilta 8000 euron lainaa. Pankki tarjoaa hanelle tasaeralainaa, joka
maksetaan takaisin kahdessa vuodessa. Lainan vuotuinen korko on 6,6 % koko takaisinmaksukauden ajan.
Muita kuluja ei oteta huomioon.

a) Maarita lainan kuukausittaisen tasaeran suuruus.
b) Kuinka paljon lainaa on jaljella silloin, kun puolet takaisinmaksunajasta on kulunut?
¢) Kuinka paljon korkoa Kristian maksaa yhteensa koko kahden vuoden laina-aikana?
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