L uokittelu

Luokitellun aineiston frekvenssijakauma

Usein muuttuja saa eri arvoja niin paljon, ettei niiden kaikkien

Kesto
luetteleminen frekvenssitaulukossa ole havainnollista eikd edes jarkevia. (min)
Télloin on jarkevaa luokitella aineisto eli ryhmitelld se sopivalla tavalla 1-15

16-30

elokuvien kestot minuuteissa ovat: 3145
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Luokittelu tiivistdd tilaston, mutta samalla tieto yksittdisistd havainnoista menetetdin.
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Luokittelu

Arvosana f

>—6 6 Arvosanaluokan 7 — 8

7.8 19 e alarajaon?7
* ylaraja on 8.

9-10 7

Arvosanaluokan 7 — 8 luokkavalin pituus on
8 — 7 =1 (arvosanaa).

Luokka ilmoitetaan luokkavilina eli ilmoitetaan luokan alaraja ja ylaraja.

Luokat valitaan tasavalisiksi eli yhta pitkiksi, ellei ole erityista syytd valita toisin.

Luokan leveys eli luokkavilin pituus saadaan laskemalla luokan ylirajan ja alarajan erotus.



Luokittelun jalkeen yksittdisia havaintoja vastaavat luokkien luokkakeskukset.

alaraja + ylaraja

Luokkakeskus on luokan ala- ja ylirajan keskiarvo. luokkakeskus = 5
Arvosana f
5-6 6
. 7+8 15 _ _
7-8 19 Esimerkiksi arvosanaluokan 7-8 luokkakeskus on = 5 =7,5.
9-10 7
Luokkakeskus on 7,5.
Alarajaon 7. Ylaraja on 8.
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Luokkavalin pituus on 1.



Peltopyy on suomalaisista pesimalinnuista ahkerin munija. Yhdessd
pesdssd voi olla jopa yli 20 munaa. Biologi tutki erdilla alueella pesivien
peltopyiden pesissd olevia munamairid. Tulokset olivat seuraavat:

@ 5 12 16 19 23 16 17 11 20 16
LATAA

23 14 18 19 14 17 15 18 13 17
16 10 21 16 13 12 18 8 17 14

a) Miki oli pienin ja mikd suurin munamaira

Lo L Munia f
taman alueen peltopyypesissa?
b) Taulukkoon on valittu tasavilinen luokittelu. >-9
Laske luokkavilin pituus. 10-14
¢) Taydenna trekvenssitaulukko laskemalla, kuinka 1510
monta pesdd kuuluu munamairédltian mihinkin
luokkaan. 20-24

d) Missa luokassa on eniten havaintoja? Laske
taman luokan luokkakeskus.



Ratkaisu
Tarkastellaan aineistoa taulukkolaskentaohjelmassa.
a) Lajitellaan aineisto nousevaan jirjestykseen. Lajittelun jalkeen

niahdaan, etta pienin arvo on 5 ja suurin arvo on 23. Pesissd oli siis
5-23 munaa.

b) Luokkavilin pituus saadaan laskemalla luokan P ,
yla- ja alarajan erotus. Luokkavilin pituus on

Luokittelu on tasavilinen eli > 2
jokaisen luokan leveys on sama. 9 —5=4 (munaa), 10-14 9
Erekvenssien laskeminen —— ¢) Lasketaan kuhunkin luokkaan kuuluvien havain- 15-19 15
voidaan tehds esimerkiksi tojen lukumaari. Kootaan tieto taulukkoon. 20-24 4
luokkien yldrajojen ja ohjelman
Taajuus-funktion avulla. d) Eniten havaintoja eli 15 havaintoa on luokassa 15-19.

Luolkkakeskus saadaan laskemalla luokan ala- ja ylidrajan keskiarvo.

154+19 3
luoklkakeskus = == 17

+

I3

Luokkakeskus on 17 (munaa).

Vastaus

a) pienin 5, suurin 23 Tee te htavat 4- 1
b) 4 (munaa) .

d) 15-19, luokkakeskus 17 (munaa) ja 4.2



Jatkuvan muuttujan tilasto

Jatkuva muuttuja voi periaatteessa saada mita tahansa

arvoja tietyltd valilta.

Jatkuvia tilastollisia muuttujia kisitelldan yleensé luokiteltuina.

Elokuvan kesto on jatkuva muuttuja. Suomen
vuoden 2020 katsotuimmat 40 elokuvaa on
oheisessa taulukossa luokiteltu keston mukaan
kuuteen tasaviliseen luokkaan.

Diskreetti muuttuja

saa vain tiettyja arvoja.
Kaikki mahdolliset arvot
voidaan luetella.

Elokuvan f
kesto (min)

60-74 2
75-89 8
90-104 15
105-119 5
120-134 7
135-149 3




Elokuvan kesto mitataan minuutin tarkkuudella.

Myés luokkarajat on taulukossa pyoristetty minuutin tarkkuuteen.

Jos elokuvan kesto on 89,5 minuuttia, se pyOristyy arvoon 90 min ja

kuuluu luokkaan 90-104 (min). Todellinen ylaraja on
104,4999... = 104,5.

Téamin luokan todellinen alaraja on 89,5 min  Todellisia luokkarajoja
kaytetaan mm. graafisissa
esityksissa ja kun
lasketaan tunnuslukuja.

ja todellinen ylaraja 104,5 min. :

Todellinen alaraja on 89,5 min. Todellinen ylaraja on 104,5 min.

| -

890 104{105  elokuvan
. kesto (min)

Luokkavalin pituus on 104,5- 89,5 =15 (min).

Elokuvan f
kesto (min)

60-74 2
75-89 8
90-104 15
105-119 5
120-134 7
135-149 3




Jatkuvan muuttujan luokiteltua frekvenssijakaumaa kuvataan usein histogrammilla.

Elokuvan f f
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14
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Elokuvan kesto (min)

Histogrammissa pylvait piirretdin yhteen.



Taulukossa on esitetty EU-jdsenvaltioiden pinta-alat (/1000 kim*) vuonna
2021. Lihde: EU

G 42 31 111 506 70 302 84 132 88
LATAA 9 65 65 2,6 03 92 313 633 238
439 357 49 20 338 43 79 9

Y
s
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a) Luokittele aineisto tasavalisiin luokkiin niin, ettd ensimmainen luokka
on 0-149 (1000 km?).

b) Havainnollista luokiteltua jakaumaa histogrammilla.

¢) Havainnollista luokiteltua jakaumaa ympyrikaaviolla.

d) Kuvaile EU-jdsenmaiden pinta-alojen jakaumaa sanallisesti.

Ratkaisu

a) Aloitetaan selvittimalld aineiston pienin ja suurin arvo. Lajitellaan
aineisto nousevaan jdrjestykseen. Pienin arvo on 0,3 ja suurin 633.



Pinta-ala voi saada periaatteessa
mita tahansa arvoja tietylta
valilta eli kyseessa on jatkuva
muuttuja. Jatkuvan muuttujan
luokittelussa luokkavalin pituus
saadaan laskemalla perdkkaisten
luokkien alarajojen erotus.

Frekvenssien laskeminen
voidaan tehdd esimerkiksi
luokkien ylarajojen ja ohjelman
Taajuus-funktion avulla.

—

—>

Ratkaisu

a) Aloitetaan selvittimalld aineiston pienin ja suurin arvo. Lajitellaan
aineisto nousevaan jirjestykseen. Pienin arvo on 0,3 ja suurin 633.
Aineistossa on tieto yhteensd 27 maan pinta-alasta.

Pienin arvo kuuluu ensimmiiseen luokkaan 0-149, jonka yliraja on
149. Luokkarajat on annettu kokonaislukuina. Seuraavan luokan ala-
raja on 150. Luokkavilin pituus on alarajojen erotus eli 150 — 0 = 150.

Seuraavan luokan ala- ja yldraja saadaan lisdimailli edellisen luokan
ala- ja yldrajaan lnokkavilin pituus eli luku 150.

Luokan alaraja Luokan ylaraja

0 149

150 | 149+ 150=299

150+ 150=300 | 299+ 150=449

300+150=450 | 449+ 150=599

450+ 150=600 | 599+ 150=749

Suurin arvo 633 kuuluu viimeiseen luokkaan 600-749.
Midgritetddn luokkien frekvenssit ohjelmistolla.

Pinta-ala f Pinta-ala f
(/1000 km?) (/1000 km?)

0-149 0-149 19
150-299 | 150-299 1
300-449 —— 300-449 5
450-599 frekvenssit. 450-599 1
600-749 600-749 1



b) Piirretddn histogrammi ohjelmistolla.

f EU-jasenmaiden pinta-alat
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c) Piirretddn ympyrikaavio ohjelmistolla.

EU-jdsenmaiden pinta-alat (/1000 km?)

190 4 o4
0-149
19 %
M 150-299
ﬁ 300-449
450-599
70 %

&00-749

Tee tehtavat
4.3ja 4.4

d) Pinta-alaltaan pienin EU-jisenmaa on kooltaan 300 km? ja suurin
633000 km?. Ylivoimainen enemmistd (19 kpl eli 70 %) maista on
pinta-alaltaan verraten pienii eli alle 150000 km?. Pinta-alaltaan
keskikokoisia maita on muutama (5 kappaletta) ja pinta-alaltaan
suuria valtioita vield vihemmin.



\ Laskentataulukossa on tiedot Yhdysvaltojen presidenttien virkaanastumis-
LaTaA ) 1asta.

a)
b)

c)

d)

Mikad on presidenttien virkaanastumisidn vaihteluvali?

Luokittele idt tasavilisiin luokkiin niin, ettd alimman luokan alaraja
on aineiston pienin arvo ja luokkavélin pituus on 8 vuotta.

Barak Obama oli virkaan astuessaan 47-vuotias. Kuinka monta
presidenttid kuuluu Obaman kanssa samaan ikdluokkaan b-kohdan
luokittelussa?

Yhdysvaltojen nykyinen presidentti, Joe Biden, oli virkaan astuessaan
78-vuotias. Kuinka monta prosenttia presidenteistd kuuluu Bidenin
kanssa samaan ikdluokkaan b-kohdan luokittelussa? Ilmoita vastaus
0,1 prosentin tarkkuudella.



Aineiston suurin arvo 78 kuuluu
viimeiseen luokkaan 74-81.

Havaintojen kokonaismaara
on frekvenssien summa.

—>

a) Lajitellaan aineisto taulukkolaskentaohjelmassa nousevaan jirjestyk-

seen. Lajittelun jilkeen nihdiin, ettd pienin arvo on 42 ja suurin 78.

Presidenttien virkaanastumisiin vaihteluvili on siis 42-78 (vuotta).

b) Iki on jatkuva muuttuja, joten luokkavilin pituus on perikkaisten

luokkien alarajojen erotus. Ensimmaisen luokan alaraja on 42

(vuotta). Luokkavilin pituus on 8, joten seuraavan luokan alaraja

on 42 + 8 = 50. Samoin saadaan muiden luokkien alarajat. Lopuksi

paitellddn ylarajat.

Ika (vuotta)

42-49

50-57

58-65
66-73

—

Madritetddn
frekvenssit.

74-81

Ikd (vuotta) f
42-49 9
50-57 24
58-65 9
HH6-73 3
74-81 1

¢) Obaman iki, 47 vuotta, on vililli 42-49. Frekvenssitaulukosta

nihdiin, ettd timén luokan frekvenssi on 9, joten tihin ikiluokkaan

kuuluu Obama mulkaan lukien 9 presidenttii.

d) Bidenin iki, 78 vuotta, kuuluu viimeiseen luokkaan 74-81. Tamin

luokan frekvenssi on 1 eli Biden on ainoa presidentti tissi ikiluo-

kassa. Suhteellinen frekvenssi saadaan laskemalla trekvenssin prosent-

tiosuus kaikista havainnoista. Lasketaan havaintojen kokonaismaara.
9+24+9+3+1=46

Lasketaan ikiluokan 74-81 suhteellinen frekvenssi.

1

— =0,0217...
46

Vastaus

a) 42-78 vuotta

= 2,2 %

c¢) Obama mukaan lukien 9 presidenttii

Tee tehtavat 4.5,
4.7 ja 4.9

d) 2.2%



Tilastollisia tunnuslukuja

Moodi ja mediaani

Moodi on yleisin muuttujan arvo ja mediaani on

suuruusjirjestyksessd olevan aineiston keskimmadinen arvo.

Muuttuja f f % sf %
X
1 18 36 36
2 5 10 46
3 12 24 70
4 15 30 100

Muuttujan arvolla T on
« suurin frekvenssi (18)

« suurin suhteellinen
frekvenssi (36 %).

Mo=1

Muuttujan arvo 3 on se,
johon mennessa kertyma
(70 %) on ensimmaisen
kerran yli 50 % havainnoista.

Md=3



Luokitellun aineiston moodi ja mediaani ilmoitetaan usein moodiluokkana ja mediaaniluokkana.

Tyomatkan f f % sf % Luokka-
pituus (km) keskus (km)
15,0-15,5 1 5 5 15,25
15,6-16,1 8 40 45 15,85
16,2-16,7 4 20 65 16,45
16,8-17,3 7 35 100 17,05
Tyomatkan pituuden

« moodiluokka on 15,6-16,1 (km) ja moodi Mo = 15,85 (km)

« mediaaniluokka on 16,2-16,7 (km) ja mediaani Md = 16,45 (km).




Jos tilastoaineisto on pieni, moodi ja mediaani voidaan méarittdd ilman frekvenssijakaumaa,
yksittdisten havaintoarvojen avulla.

Moodi middritetddn etsiméllda muuttujan arvoista se, jota on eniten.

3,11, 3,10,11, 8,11, 8, 2 Mo=11

Mediaanin méérittimistd varten aineisto asetetaan suuruusjirjestykseen.

Tdlloin mediaani on se muuttujan arvo, joka on aineistossa keskimmaisena.

2}3}3;8;8; ].[], ].].,.].]_, ]_]_ Md:ﬁ

Jos keskimmiaisid arvoja on kaksi, mediaani on nédiden keskiarvo.

o+ 7

2,3,5,7,8,8 Md .

6



Opiskelijat tekivat pienissd ryhmissi tilastollisia tutkimuksia.
Yksi tutkimuksen kohde oli ryhmén jasenten serkkujen lukumaara.
Ohessa on lueteltu kahden ryhmén tulokset.

Ryhmi A Ryhma B
2,2,3,1,3,0,3 0,4,2,2,6,4,1,5
Mairitd serkkujen lukumaéarin

a) moodi b) mediaani.

Ratkaisu

a) Moodi on se muuttujan arvo, jota on eniten.

Ryhmai A Ryhmai B
| Moy =3 Mog =2 ja Mog =4
2,231,303 0,4226,4,1,5



b) Mediaani on suuruusjirjestykseen laitetun aineiston keskimmadinen arvo.

Ryhma A 0,1,2,2,3,3,3

Serkkujen lukumaéairdn mediaani ryhmaéssd A on Md, = 2.

R}'hmﬁ B U: 1: 2: 2: 4:- 4: 5} 6
2+4

Serkkujen lukuméirin mediaani ryhmaéssd B on Mdg = 3.



Yksi eniten kaytetyista tunnusluvuista on keskiarvo x.

Keskiarvo

Kun puhutaan keskiarvosta,
tarkoitetaan yleensa
aritmeettista keskiarvoa.

Keskiarvo kuvaa keskiméirdistd muuttujan arvoa.

Se lasketaan jakamalla muuttujan arvojen summa arvojen lukumaéirilla.

6,7,8,909

Muuttuja x f
1 18
2 5
3 12

6+7+8+9+9

7,8
5

X =

2x:13-1+5-2+12-3:64

n=18+5+12=35

2% _181+452+12:3 64
no 35 35

X =



Matematiikan ryhmassd tutkittiin ryhmin

opiskelijoiden matematiikan arvosanoja.

a) Millan matematiikan opinnoista saamat
arvosanat ovat 8, 7, 8, 9, 8, 7. Laske Millan
arvosanojen keskiarvo yhden desimaalin

tarkkuudella.

Ratkaisu

a) Keskiarvo lasketaan jakamalla muuttujan arvojen summa arvojen lukumaéaralla.

8+7+8+9+8+7 47

x —
— 2 — X = —7.833.. =7.8
K=" 6 6

Millan matematiikan arvosanojen keskiarvo on 7,8.



b) Rinnakkaisryhméan opiskelijoiden saamat Arvosana | Frekvenssi
arvosanat on esitetty oheisessa taulukossa. Xi fy
Laske arvosanojen keskiarvo yhden desimaa- 10 8
lin tarkkuudella.

9 23

Ratkaisu 8 34
b) Frekvenssijakaumassa on yhteensid muuttujan arvoja 7 39
8+23+34+39+25+19+2 =150 b 25

5 19

Lasketaan keskiarvo frekvenssijakauman avulla. 4 5

Zf-x ~ 810+239+348+397+256+195+2-4 1085
X = =

= = 7,233...
n 150 150

X =
=~ 7,2

Rinnakkaisryhmédn matematiikan arvosanojen keskiarvo on 7,2.



c) Pérjasiko Milla keskimédrin paremmin vain
huonommin matematiikan opinnoissaan kuin
rinnakkaisryhman opiskelijat? Perustele.

Ratkaisu
¢) Millan matematiikan arvosanojen keskiarvo on 7,8.

Rinnakkaisryhmédn matematiikan arvosanojen keskiarvo on 7,2.

Millan arvosanojen keskiarvo on 7,8 > 7,2, joten Milla périjasi
matematiikan opinnoissaan keskimiarin paremmin kuin rinnakkais-
ryhmin opiskelijat.

Tee tehtavat 5.1,
5.2ja 5.5



Al Esimerkki3

Lukiolaisilta tiedusteltiin, kuinka pitké jono-

tusaika koulun ruokalassa oli erddna péivina

lounasaikaan. Tulokset on esitetty taulukossa.

a) Laske jonotusajan keskiarvo.

b) Maiiritd jonotusajan moodi ja mediaani.

Anna vastaukset yhden desimaalin tarkkuudella.

Ratkaisu

Jonotusaika f
(min)
0-2 67
3-5 52
6-8 24
9-11 18

a) Keskiarvon laskemiseksi tarvitaan luokkien luokkakeskukset.

Lasketaan luokkakeskukset.

todellinen alaraja + todellinen ylaraja

luokkakeskus = 5
h 4
Odotusaika (min) Luokkakeskus x (min) f
0-2 0+25 125 67
2
3-5 25135 _ 40 52
2
6-8 7,0 24
0-11 10 18




Lasketaan keskiarvo luokkakeskusten ja frekvenssien avulla.

D
™
5

v

67-1,25+52-4,0+24-7,0+18-10,0 ¢ Laske ensin osoittajassa

67 +52+24+18 ja nimittajassa olevat

639,75 laskutoimitukset.

= = 3,973... = 4,0 (min)
161

X =

x|
I

>

Moodiluokka on se luokka,

jonka frekvenssi on suurin = b) Suurin trekvenssi on luokalla 0-2 (min), joten tima on moodiluokka.

Moodi on timin luokan luoklkakeskus eli Mo = 1,25 = 1,3 (min).

Mediaaniluokka on se -5 Miiritetdin mediaaniluokka.
luokka, jossa keskimmainen

. o « Aineistossa on muuttujan arvoja yhteensi
muuttujan arvo sijaitsee.

67 + 52+ 24+ 18 =161 kpl.

» Keskimmiinen arvo on suuruusjirjestyksen 81. arvo
(161 =280+ 1+ 80).

o Kahdessa ensimmiisessi luokassa on yhteensé
67 + 52 =119 arvoa.

Suuruusjirjestyksessi 81. arvo sijaitsee siis luokassa 3-5 (min), joten

Luokitellussa aineistossa havaintoja tami on mediaaniluokka. Mediaani on timéin luokan luokkakeskus.
vastaavat luokkakeskukset.
1251,25..125 4 4..4..4 77.. Md = 4,0 (min)

67 ha\}raintoa Te e te htéVét

67 +52 =119 havaintoa Vastaus 5 3 ja 5 7
a) 4,0 min b) Mo = 1,3 min ja Md = 4,0 min




Urheiluseurojen vilisessa makihyppykilpailussa annettiin pisteita seka
hypyn pituudesta ettd tyylista. Tyylipisteitd antoivat viisi tuomaria astei-
kolla 0-10 pisteen tarkkuudella, ja pisteista laskettiin keskiarvo yhden
desimaalin tarkkuudella. Juho ja Aapo osallistuivat kilpailuun. He saivat
molemmat kolmelta ensimmaiseltd tuomarilta tyylipisteet 6, 6 ja 8.

a) Neljas tuomari antoi Aapolle vain 4 pistettd, mutta Aapon tyyli-
pisteiden keskiarvo oli kuitenkin 6,4. Kuinka monta tyylipistetta
viides tuomari antoi?

b) Kaksi viimeistd tuomaria antoivat Juholle tismalleen samat tyyli-
pisteet. Juhon tyylipisteiden keskiarvo oli talléin 6,8. Mitka olivat
kahden viimeisen tuomarin antamat tyylipisteet?

Ratkaisu

a) Merkitidn viidennen tuomarin antamaa pistemééraa kirjaimella x.
Tuomarien antama yhteispistemaari on

6+6+8+4+x=24+nx

Muodostetaan keskiarvon avulla yhtilé ja ratkaistaan x.

24+ x Kerro yhtalén molemmat puolet
=064 -5 e
5 nimittdjassa olevalla luvulla 5.
24 +x =32
x=32-24
x=28

Viides tuomari antoi Aapolle 8 pistetta.



b) Merkitiain kahden viimeisen tuomarin antamaa pistemaaréa kirjai-

mella x. Tuomarien antama yhteispistemaara on
6+6+8+x+x=20+2ux

Muodostetaan keskiarvon avulla yhtilo ja ratkaistaan x.

20+2x
— =6,8 |5 4 Kerro ensin nimittaja pois.
20+ 2x =34
2x =34-20
2x =14 |: 2
x=7

Neljas ja viides tuomari antoivat kumpikin 7 pistetta.

Tee tehtavat

Vastaus )
5.10ja 5.13

a) 8 pistetta b) 7 pistetta
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