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Koe koostuu 13 tehtavasta, joista vastataan kymmeneen. Tehtavat on jaettu kolmeen osaan. A-osassa on nelja

kaikille pakollista tehtavaa. A-osan tehtavassa 4 voi valita vastaako joko tehtavaan 4.1 tai 4.2, mutta molempiin ei voi
vastata. B1-osassa on viisi tehtdvaa, joista vastataan kolmeen. B2-osassa on nelja tehtavaa, joista vastataan kolmeen.

Kaikki tehtavat arvostellaan pistein 0-12, joten kokeen maksimipistemaara on 120.

A-osassa saat kayttaa koejarjestelmdssa olevaa taulukkokirjaa ja perusohjelmia. A-osa palautetaan tehtavan 4 jalkeen

olevalla painikkeella. Taman jalkeen A-osan vastauksia ei voi enda muokata. A-osan palauttamisen jalkeen kaikki
koejarjestelman ohjelmat ovat kaytettavissasi. Voit vastata B-osien tehtdviin myés ennen A-osan palauttamista.

Useimmissa tehtavissa kaikkien osatehtavien vastaukset kirjoitetaan samaan vastauskenttaan. Jaottele vastauksesi
osatehtavien mukaisesti. Halutessasi voit tuottaa vastausten tueksi piirroksia, kaavioita tai taulukoita ja liittaa niista

kuvakaappauksen mihin tahansa tekstivastaukseen.

Al jata mitdan merkintdja sellaisen tehtdvan vastaukselle varattuun tilaan, jota et halua jittaa arvosteltavaksi

Sisallys

Osa 1: A-Osa
Vastaa neljaan tehtavaan.

1. Perusasioita

2. Monivalintatehtava

3. Suora ja aritmeettinen lukujono
4

Noppa tai laatikko Aineisto
Osa 2: B1-o0sa
Vastaa kolmeen tehtavaan.

Laakelasku

Porssisahkda ja verotusta Aineisto

5

6

7. Pyramidi
8. Tuulivoimalat Suomessa Aineisto
9

Laulujoutsen (Cygnus cygnus)

Osa 3: B2-osa
Vastaa kolmeen tehtavaan.

10. Asuntolaina
11. Derivaatta
12. IImakeha

13. Leija Aineisto

Koe yhteensa

Osa 1: A-Osa
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@ Vastaa neljaan tehtavaan.

Vastaa 4 tehtavaan.

1. Perusasioita 12p.

Laske tai ratkaise valivaiheet esittden. Pelkka vastaus antaa vain 1 p. / kohta.

1.1 Lausekkeen arvo 3 p.

Laske
7—5-(—3)
11

7+15 22
11 11

Vastauksen pituus: 0 merkkia.

1.2 Funktion arvo 3 p.

Olkoon f (z) = z? + 3z. Laske f (5)

f(5)=524+3.5=25+15=40

Vastauksen pituus: 0 merkkia.

1.3 Ensimmaisen asteen yhtald 3 p.

Ratkaise yhtalo
200 +2=4x+10

20 —4x =10—2
16z = 8

8

8 1
T=16 2

Vastauksen pituus: 0 merkkia.

1.4 Toisen asteen yhtald 3 p.

Ratkaise yhtalo
22 —2x—15=0
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1.4 Kysymys

Ratkaisukaava: -b+ Vb —4ac

X =
2a

Kaytetddn toisen asteen yhtilon ratkaisukaavaa. Nyt:

a=1
b=-2
c=—15
eli
2 = fZLLJ(?ﬁ 4-1-4 mi_z+uﬁIﬁﬁ;ziﬂﬁ_zi8_li4
2.1 2 2 2
eli
r=1—4=-3
tai

r=1+4=5

Vastauksen pituus: 0 merkkia.

2. Monivalintatehtava 12p.

Valitse oikea vaihtoehto. Vastauksia ei tarvitse perustella. Oikea vastaus 2 p., vaara vastaus 0 p., ei vastausta 0 p.

2.1 Yhtalon 22 (z + 3) = 0 ratkaisu on
2p.
O x=3
O x=0
@ x=0 ja x=-3
O x=-3

2.2Suoray =95 — % leikkaa y-akselin pisteessa
2p.
O (0;0.5)
O (2,0
@ (0,5
O (0,2)

2.3 Suorakulmaisen kolmion pinta-ala on 20m?. Kateettien pituudet voivat olla 2 p.
O1M0mja2m
O 4mija5m
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@ 8mja5m

O12mja8m

2.4 Rekursiivisen lukujonon

ai =4
Qn = %an_l +1

3.jasen ag on
2p.

O

vl W o o

O 0 @

2.5 Geometrisen jonon viides jasen on 112 ja kuuden jasen on -224. Jonon yleinen jasen a,, on
2p.

O -2n

@ 7.(—2)"*
e (_2)—7n
O (=2)"

2.6 Salmiakin kilohinta nousee 8% ja samalla sita ruvetaan myymaan massaltaan 12% suuremmassa pussissa. Salmiakki
pussin hinta 2 p.

O laskee 4%
O laskee 21%
@® nousee 21%

O nousee 4%

3. Suora ja aritmeettinen lukujono 12 p.

3.1 Suoran yhtalé 6 p.

Suora [ kulkee pisteiden A = (2, — 3) ja B = (4,1)kautta. Muodosta suoran I kulmakerroin ja yhtalo.

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13 4/28



8.2.2024 12.59 MAB_PRELI_MFKA_K2023

Kulmakerroin

Ay Ya =¥
k=tana = = —
X X2 = X

Kulmakerroin kahden pisteen kautta kulkevasta suorasta: Olkoot A = (i, 1) = (2, —3)

B = (3, yi} = {4* 1)
Sijoitetaan kavaan:

1—(—3)
1-E9) _4_,

k= =
4—2 2

pisteen (xg, yn) kautta kulkeva suora y — yy = k(x — xp)

Pisteen kautta kulkevan suoran yhtals. Nyt
k=2

Valitaan kaytettdvaksi pisteeksi piste B
{4. 1) = (IIJ-. yu‘J

Sijoitetaan kaavaan:

y—1=2(—4) | +1
y=2r—8+1
y=2xr—7

Vastauksen pituus: 0 merkkia.

3.2 Aritmeettinen lukujono 6 p.

Aritmeettisen lukujonon kaksi ensimmaista jasenta ovat
a1 = 10ja ag = 18. Laske lukujonon 500. jasen ja 500 ensimmaisen jasenen summa.

Aritmeettinen

jono a, a+d, ap +2d, ...

yleinen termi  a, = a; +(n—1)d

M
a, +a,
summa Sp= 2 a =nh——

=1 o

d on kahden perakkaisen termin erotus eli
d=ays—a; =18—10=8
sijoitetaan kaavaan
asoo = 10+ (500 — 1) - 8 = 4002

Summa saadaan summan kaavalla:
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10 + 4002
Sso0 = 500 - % — 1003000

Vastauksen pituus: 80 merkkia.

4. Noppa tai laatikko 12 p.

Vastaa joko tehtavaan 4.1 tai 4.2

Tehtava 4.1

Tavallista arpakuutiota heitetaan kaksi kertaa.

a) Milla todennakdisyydella silmalukujen summa on suurempi kuin viisi? (3 p.)
b) Milla todennakdisyydella silmalukujen tulo on kolmella jaollinen? (3 p.)

¢) Milla todennakdisyydella saadaan ainakin kerran vahintaan 4? (3 p.)
d) Milla todennakoisyydella 1. heitolla saadaan vahintaan 3 ja toisella enintaan 4? (3 p.)

TAI
Tehtava 4.2

Nelion muotoisen pahvin nurkista leikataan pois samankokoiset nelidt ja pahvi taitellaan kannettomaksi suorakulmaisen
sarmion muotoiseksi laatikoksi. Alkuperdisen pahvinelién sivun pituus on 6 dm.

a) Olkoon poisleikattavan nelion sivun pituus x dm. Osoita, etta laatikon tilavuus on

f(z) = 42® — 2422 + 362. (5 p.)

b) Mista tiedetdédn, ettda 0 < & < 3? (4 p.)

¢) Milla z:n arvolla saavutetaan suurin laatikon tilavuus ja palkonko tama suurin tilavuus on? (3 p.)

Aineisto

4.A funktion f kuvaaja
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4.1.

a)Kun heitetdan kahta noppaa niin tulosdannélla mahdollisia tuloksia on

6-6=236

Suotuisat alkeistapaukset:

Jos eka on 1 niin toka on 5,6 eli 2 suotuisaa alkeistapausta

Jos eka on 2 niin toka on 4,5,6 eli 3 suotuisaa alkeistapausta

Jos eka on 3 niin toka on 3,4,5,6 eli 4 suotuisaa alkeistapausta
Jos eka on 4 niin toka on 2,3,4,5,6 eli 5 suotuisaa alkeistapausta
Jos eka on 5 niin toka on 1,2,3,4,5,6 eli 6 suotuisaa alkeistapausta
Jos eka on 6 niin toka on 1,2,3,4,5,6 eli 6 suotuisaa alkeistapausta

Yhteensa
24+3+4+5+6+6=26
26 13
P li 5) = — = —
(summa yli 5) 36— 13

b) Tulo on kolmella jaollinen jos tulontekijdissa(eli kun luku hajotetaan mahdollisimman pienien kokonaislukujen
kertolaskuksi) on kerroin 3. (esm 6 =3-2 )

Noppien silmalukujen tulo voi sisaltaa vain lukuja 1,2,3,4,5,6 eli jos ainakin toinen nopista on 3 tai 6 niin tulo on
jaollinen luvulla 3.

Suotuisat alkeistapaukset:

Jos eka on 1 niin toka on 3,6 eli 2 suotuisaa alkeistapausta

Jos eka on 2 niin toka on 3,6 eli 2 suotuisaa alkeistapausta

Jos eka on 3 niin toka on 1,2,3,4,5,6 eli 6 suotuisaa alkeistapausta

Jos eka on 4 niin toka on 3,6 eli 2 suotuisaa alkeistapausta

Jos eka on 5 niin toka on 3,6 eli 2 suotuisaa alkeistapausta

Jos eka on 6 niin toka on 1,2,3,4,5,6 eli 6 suotuisaa alkeistapausta

Yhteensa:

24+2+64+24+2+6=20

N 20 5
P (" tulo on jaollinen kolmella ") = — = —
36 9
¢) Ainakin kerran vahintaan 4:
1. Jos eka heitto on 4,5 tai 6 niin toka voi olla mika vain eli todennakéisyys on

3 6 18 1
6 6 36 2
2. Tasta puuttuu tapaukset joissa eka heitto on 1,2 tai 3. Jos nain on niin tokan heiton pitaa olla 4,5 tai 6 eli
N . 3 9 1
todennakdisyys tilleon — .- = — = —
6 36 4
Nama 1. ja 2. ovat vaihtoehtoisia tapahtumia eli niitten todenndkoéisyydet summataan:
W 1 1 3
P (" ainakin toinen heitoista vahintaan 4) = ) + 1-1
d) Ekalla vahintaan 3 eli 3,4,5,6
Tokalla enintdan 4 eli 1,2,3,4.
Eli
il , s 4 4 16 4
P (" ekalla vahintdan 3 ja tokalla enintaan 4) = 6 6-36-09
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4.2

a) Laatikko on sdrmid eli sen tilavuus:

Lierio

V=Ah

Nyt laatikon pohjan pinta-ala

(6 — 2z
ja korkeus:
ii=x

Ei Viz)=A-h=(6—2z)" 2= (6"+(22)"—2-6-2¢) -z = 36z + 42" — 242’ = 4z® — 24a® + 362

b)Laatikon pois leikattavan nelién sivun pituuden pitd3 olla epinegatiivinen. Jas x=<0 niin poisleikattava laatikko olisi sivun pituudelta negatiivinen. Jos

#=3 niin 6dm sivuisesta laatikosta leikattaisiinyli 2.3 =6 pituinen patka jolloin jaljelle jadvan laatikon sivun pituus "olisi* negatiivinen.
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c)Derivoidaan tilavuuden funktio:

V'iz) = 122" — 482 + 36

127 — 48z + 36 =10

—b+ b = da

MAB_PRELI_MFKA_K2023

Suljetulla valilla, ddriarval WBytyvat vilin pdatepisteista tai derivaatan nollakohdista. Lasketaan derivaatan nollakohdal.

Eli suwrin tilavuus saadaan kun x=1

Ratkaisukaava:
NylL:

a=12

h= —4#8

r= 3

(—48) £ 1/ (—48)° 8 4 24 :

v — o =21
r=241=3

x=2-1=1

Suurimman tilavuuden voi katsoa myds aineistossa annetusta funktion kuvaajasta:
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4.A funktion f kuvaaja

16

T(X

MAB_PRELI_MFKA_K2023

Vastauksen pituus: 1419 merkkia.

Voit kayda tarkastelemassa A-osan vastauksiasi nyt.
Palautettuasi A-osan et voi enda muokata A-osan vastauksia.

Siirry tarkastelemaan vastauksiasi

Tarkastelun jalkeen voit palata kokeeseen jatkamaan tehtaviin vastaam

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13
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Saat estetyt laskinohjelmat kaytto0si palautettuasi A-osan.

Palauta A-osa

Osa 2: B1-o0sa

© Vastaa kolmeen tehtavaan.

Vastaa kolmeen tehtavaan.

5. Laakelasku 12p.

Funktio

f(x)=500-0,5%

ilmaisee asetyylisalisyylihapon maaran milligrammoina elimistéssa, kun ladketabletin ottamisesta on kulunut x tuntia.
a) Kuinka paljon ladketta on elimistéssa 6 tunnin kuluttua ladkkeen ottamisesta? (2 p.)

b) Kuinka paljon ladketabletissa on asetyylisalisyylihappoa? (2 p.)

) Kuinka pitkan ajan kuluttua ladkkeen ottamisesta asetyylisalisyylihappoa oli jaljella elimistéssa 300 milligrammaa? Anna
vastaus minuutin tarkkuudella. (2 p.)

d) Mika on laakkeen puoliintumisaika eli missa ajassa asetyylisalisyylihapon maara puoliintuu? (3 p.)

e) Ibuprofeenin puoliintumisaika on 2 tuntia. Tabletissa on 400 milligrammaa ibuprofeenia. Maarita funktio, joka ilmaisee
ibuprofeenin maaran milligrammoina elimistdssa, kun ladketabletin ottamisesa on kulunut z tuntia. (3 p.)
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a) Sijoiteaan x=G

i
500 - 0.55 = 125
b) Sijoitetaan x=0 niin saadaan ajanhetkelld 0 laakkeen maara.
i
500 - 0.5 = 500
) Muodostetaan yhtald:

[ lx) =300

I
]

BO0 - 0.5 = 300

Ratkaistaan laskimella:

11 = RatkaiseNumeeriSEEti{EDﬂ-0.53 !
= {x 2.21} =

eli x=2,21 tuntia. Muunnetaan minuuteiksi
221 .60 = 132G

eli noin 132 minuuttia.

¥
1 =

| -

a-0.5 a |ra

S 1
058 = =

2

ratkaistaan laskimella.
) u 1
I4 = Ratkaise| 0.5% = 5

— {x =3}

Eli puoliintumisaika on 3 tuntia.

e) Alkumisdrd on 400. Puoliintumisaika 2 tuntia. Jos x on kuluneet tunnit I35kkeen otosta niin:

gl(x) = 400 0,5%

koska jos nyt sijoitetaan x=0 niin saadaan 400 ja jos sijoitetaan x=2 niin saadaan 200.

Vastauksen pituus: 0 merkkia.

6. Porssisahkoéa ja verotusta 12 p.

6.1 8p.

Pdrssisahkdsopimuksen energiahinta tunneittain maaraytyy NordPool sahképdérssin Suomen hinta-alueen
Spothinnan eli tuntihinnan perusteella. Tahan Spot-hintaan lisataan ensin valityspalkkio 0,3 c/kWh ja sitten
arvonlisavero 24 %, jolloin saadaan tunnin kokonaishinta. Asiakkaan energiamaksu muodostuu siten, etta kunkin
tunnin aikana kaytetty energiamaara kerrotaan kyseisen tunnin kokonaishinnalla.

Oheisessa liitetiedostossa on taulukoituna kotitalouden yhden vuorokauden (5.11.2021) sahkdnkulutus ja Spot-hinta
tunneittain. Laske kotitalouden kyseisen vuorokauden energiamaksu.

Aineisto
6.1.A Kulutus
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Lasketaan taulukkolaskennan puolella.
Sarakkeessa C on laskettu oikea hinta. Eli lisdtaan spot tuntihintaan valityspalkkio (0,3 snt) ja sitten kerrotaan alv kertoimella 1,24.
soluwn C2 siis((b2+0,3)*1,24)
Sarakkeessa D on laskettu tunnin sahkon hinta eli kulutettu energia kertaa energian hinta.
Soluun D2 siis (a2*c2)
Kulutus (kWh) |Spot tuntihinta (snt/k\Wh)
0,88 2,75 3,782 3,32816
1.47 2.43 3,3852)  4.976244
2,35 2,78 3,1002 7,51812
1,06 2,24 3,1496 3,338576
0,57 2,97 32,1868 1816476
0,63 2.3 3,224 2,03112
0,65 2,75 3,782 2.4583
0.6 9,51 12,1644 7,29864
0,49 12 84 16,2936 7,983864
0,85 31,12 38,9608  33,11668
0,73 12 88 16,3432 11,930536
0,81 12.47 158348 12826188
0,95 11,96 15,2024 14,44228
1.44 11,28 143502  20,677248
2,26 10,98 13,0872 31611072
0,83 10,71 13,6524 11,331492
1,02 11,03 14,0492  14,330184
0,95 11,32 14,4088 13,68836
0,91 11,68 14,8552  13,518232
0,88 11,41 145204 12777952
0,76 5,99 T, 7996 5,927696
1,96 2,97 32,1868  6,246128
0,91 2,08 29512 2,685592
1,03 1,93 27652  2.848156
248 707296
2487073
Summa eli paivan sahkdlasku on siis noin 248,7 snt eli 2,49 euroa.

Vastauksen pituus: 0 merkkia.

6.2 4p.

Hallitus on paattanyt laskea sahkdn energiamaksun arvonlisaveron maaraaikaisesti 24 prosentista 10 prosenttiin.
Kuinka monta prosenttia kuluttajan energialaskun suuruus pienenee?

Lasku aluksi: 1,24 a
Lasku lopuksi: 1,1a
1.1a

— = (,887... = 88.7%
]...2-'1{! Naled) = Lo P VL

Jalkimmainen on :

ELi kuluttajan lasku pienenee noin 100%-88,7%=11,3%

Vastauksen pituus: 0 merkkia.

7. Pyramidi 12p.

Tassa tehtdvassa vastaukset voi antaa joko tarkkoina arvoina tai likiarvoina kahden desimaalin tarkkuudella. Tehtavan voi
ratkaista joko laskemalla tai geometriaohjelmistolla piirtamalla ja mittaamalla.

Suoran pyramidin korkeus on 4 ja nelionmuotoisen pohjan lavistajan pituus 5.

a) Mika on pyramidin sivusarman ja pohjan lavistajan valinen kulma? (3 p.)

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13
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b) Mika on pyramidin pohjanelién sivun pituus? (3 p.)

¢) Mika on pyramidin tilavuus? (3 p.)

d) Mika on pyramidin sivutahkon pinta-ala? (3 p.)

a) Olkoon pohjan nurkan piste A, pohjan keskipiste B ja huippupiste C. Nyt ABC on suorakulmainen kolmio, jossa:
BC=4 ja AB=2,5(puolet lavistajasta). BC on kulman A vastainen kateetti ja AB viereinen kateetti. Kdytetaan siis
tangenttia

tan(a) = —

4
2,5

4 o
o= arctan(ﬁ) = 57,99

b) Ratkaistaan pohjanelidn sivun pituus x Pyhtagoraan lauseella (lavistaja jakaa pohjan kahteen suorakulmaiseen
kolmioon):

z? + 2% = 5°

laskimella
I1 = RatkaiseNumeerisesti{xE— % = 52j
_{x = —3.5355,x = 3.5355)

eli sivun pituus x=3,54

1
c) Pyramidi on kartio eli sen tilavuus: VV = = . A.h missa Aon pohjan pinta-ala ja h korkeus.

Nyt:
h=4
A =3,5355...2

1
V= 3 -3,5355...2 - 4 = 16,666... ~ 16,67

d) Sivutahkon pinta-alaan tarvitaan sivutahkon korkeus. Korkeus saadaan pythagoraan lauseella (pyramidin huippu C,
pohjan keskipiste B ja pohjan sivun keskipiste D muodostavat suorakulmaisen kolmion jossa sivutahkon korkeus on

hypotenuusa)
3,5355...\ 2
o (2 o
2
laskimella

3.5355)2 )
_ = ¥

|2 = RatkaiseNumeerisesti| 4% + ( 5

_{x = —4.3732,x = 4.3732}

Eli korkeus on 5,3385 jolloin sivutahkon (mika on kolmio) pinta-ala on:

% -3,5355... - 4,3732... = 7,73... = 7,73  Alla mallikuva

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13 14/28
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Vastauksen pituus: 705 merkkia.

8. Tuulivoimalat Suomessa 12 p.

Oheisessa taulukossa on vuosina 1991 - 2022 Suomessa valmistuneet tuulipuistot ja -voimalat.
Lahde: Suomen tuulivoimayhdistys ry, https://tuulivoimayhdistys.fi/kategoria/tilastot-2

a) Laadi pistekaavio, josta ilmenee vuodesta 2001 alkaen vuosittain valmistuneiden voimaloiden lukumaaran kehitys. Kuinka
monta voimalaa vuosittain valmistui keskimaarin ja kuinka suuri oli keskihajonta. (6p.)

b) Luokittele vuodesta 2001 vuoteen 2022 valmistuneiden tuulipuistojen tehot kuuteen eri tasavaliseen luokkaan ja muodosta
luokitellun aineiston frekvenssitaulukko seka pistekaavio. (6p.)

Aineisto
8.A Tuulivoimalat Suomessa (xIsx)

8.B Tuulivoimalat Suomessa (ods)

a) Tiedostossa B sarakkeessa on tuulivoimalan nimi. I-sarakkeessa on valmistusvuosi. Halutaan mallintaa
valmistettujen lukumaaraa per vuosi eli poimitaan aineistosta kaikki tuulivoimalat jotka valmistettiin vuosina 2001-
2022. Jarjestetaan valmistusvuosisarake aluksi nousevaan jarjestykseen. Maalataan kaikki alkaen 2001 vuodesta ja
kopioidaan omalle sarakkeelle. kirjoitetaan myos yhdelle sarakkeelle "luokat" eli eri vuosiluvut 2001-2022. Maaritetaan
"taajuus" funktiolla kunkin vuosiluvun lukumaara (ndin saadaan joka vuonna valmistuneiden lukumaara.) Taajuus
komennon "tiedot" on kaikkien maalattujen tuulivoimaloiden valmistusvuodet ja "luokat" on vuosiluvut 2001-2022
mitka listattiin erikseen.

Nain saadaan valmistusmaarat minakin vuotta sarakkeella W kuvassa.:

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13 15/28
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Siirretaan vuosiluvut ja taajuudet geogebraan. Maalataan ja valitaan "kahden muuttujan regressionanalyysi". Saadaan
suoraan pistekaavio ja summamerkkia klikkaamalla saadaan keskiarvo x=63,18 ja keskihajonta: Sy=100,477

I

. 123 -

Pistekaavio o= B8 xsy
Y:B1B22

500

450

°

400

350

300

250

200

°
150 A4
°
°
100
° °
50 ° °
°
oo °
o X 0% o °
-50

2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020 2022 2024

X A1A22

b) Tuulipuistot ovat tiedostossa omalla vélilehdella (alhaalla vasemmalla: tuulipuistot).Aloitetaan poimimalla joka
vuodesta ennen vuotta 2022 tuulipuistojen tehot omalle sarakkeelle. Kdytetdan nousevaa lajittelua. Pienin teho on
0,075MW ja suurin teho on 156,8MW. Valitaan luokkavaliksi 30MW. Poimitaan geogebraan kaikkien luokkien
frekvenssit kun ensimmainen luokka on 0-30. (Todelliset luokkarajat eli 30,5 kuuluu seuraavaan luokkaan.) Pisteet sai
myds jos sisallytti 2022 vuoden arvot.
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Vastauksen pituus: 1312 merkkia.

9. Laulujoutsen (Cygnus cygnus) 12 p.

Suomessa oli 1930-luvulla enaa 20 pesivaa laulujoutsenparia niiden metsastyksen ja pesanrydstojen takia. Rauhoituksen
ansiosta kanta elpyi nopeasti ja 1970-luvulla oli jo 200 pesivaa paria. Valistuksen ja luonnonsuojelun ansiosta kanta kasvoi ja
oli 2000-luvulla jo 4500 paria ja edelleen 2010-luvulla jo 11000 pesivaa paria.

a) Kuinka monta prosenttia laulujoutsenten lukumaara on kasvanut keskimaarin vuodessa, jos kasvuprosentti on koko ajan
pysynyt samana kullakin aikavalilla I) 1930 - 1980, II) 1980 - 2010 ja edelleen III) 2010 - 2020. (6 p.)

b) Vanhin Suomessa rengastettu laulujoutsen on ollut 16 vuotta 8 kuukautta ja 12 paivaa vanha. Euroopan vanhin oli 26
vuotta 6 kuukautta vanha Tanskassa rengastettu joutsen. Kuinka moninkertainen Tanskassa rengastetun joutsenen ika oli
verrattuna Suomessa rengastettuun ? (4 p.)

¢) Laulujoutsen munii maassa olevaan pesaan 4-7 kermanvalkeaa munaa. Silti naet joutsenperheessa vain kaksi poikasta ja
emot. Milld todennakdisyydella 5 kuoriutuneesta poikasesta selviytyy vain 2, jos poikasen selviytymistodennakoisyys on 35%.

2p.)

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13 17/28
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a) 1)1930 luvulla 40 joutsenta.
1980 luvun alussa 400 joutsenta.

JOka vuosi joutsenten maard muuttuu x kertaiseksi. Muodostetaan yhtala:

40 - 2™ = 400 ||: 40

™ =10 {;.-‘
r = V10 = 1,047...

Eli joutsenten madara kasvaa vuosittain noin 4,7%

I} 1980 luvulla joutsenia 400
2010 luvun alussa 9000 joutsenta

Sama kaava muoto:

400 - 2™ = 9000
Laskimella
r=1,109...
eli kasvuprosentti vuosittain on noin 10,9%
1) sama juttu
9000 - 2™ = 22000
laskimella:
r = 1,093...

eli kasvuprosentti on noin 9,3%

b) Muunnetaan molemmat iat paiviksi. (vuodessa 365 ja kuukaudessa 30)
Suomi:

16 - 365+ 8 - 30 + 12 = 6092
Tanska: 26 -365 4+ 6 -30 = 9670

9670
6092

Eli Tanskan joutsenen ika on = 1,5783... &~ 1,6 Kkertainen Suomen joutseneen verrattuna.

o P(" joutsen selviytyy ") = 0,35

P(" Joutsen kuolee ") =1—0,35 = 0,65
Jokainen joutsenen syntyma on satunnaistapahtuma tassa tehtavassa. Nyt kysytaan
P (" kaksi selviytyy ja 3 kuolee ") = 0,35 - 0,35 - 0,65 - 0,65 - 0,65 = 0,0336...

Eri vaihtoehtoisia tapahtumia on kaikki sellaiset joissa 2 selvityy. Luetellaan ne. Kaytetaan Joutsenista nimia 1,2,3,4,5
syntymisjarjestyksen mukaan. S=selviytyy K=Kuolee

Jos 1 selviytyy niin 2,3,4 tai 5 selviytyy

1S 2S 3K 4K 5K

1S 2K 3S 4K 5K

1S 2K 3K 4S 5K

1S 2K 3K 4K 5S

Jos 2 selviytyy niin 3,4 tai 5 selviytyy (1 ja 2 S kuuluu ekaan joukkoon)

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13 18/28
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1K 2S 3S 4K 5K
1K 2S5 3K 4S 5K
1K 2S 3K 4K 5S
Jos 3 selviytyy niin 4 tai 5 selviytyy (1 ja 2S seka 1 ja 3S kuuluvat ekaan kahteen jo)
1K 2K 3S 4S 5K
1K 2K 3K 4K 5S

Jos 4 Selviytyy niin 5 selviytyy (muut yhdistelmat 4S kanssa lueteltu jo)
1K 2K 3K 4S 5S

Eli eri tapoja 2 selviytya on

44+34+24+1=10
Jokainen 5 joutsenen syntyma on perkkaisia tapahtumia joissa P (" kaksi selviytyy ja 3 kuolee ")
eli kysytty todennékaisyys:

10 - P (" kaksi selviytyy ja 3 kuolee ") = 10 - 0,0336... ~ 33,6%

Vastauksen pituus: 786 merkkia.

Osa 3: B2-0sa

@ Vastaa kolmeen tehtavaan.

10. Asuntolaina 12p.

Vilhelmiina ja Lauri ottivat 150 000 euron asuntolainan 18.11.2021. Laina-aika on 25 vuotta ja lainaa lyhennetaan tasaerin
kuukausittain. Lainan vuosikorko on muuttuva viitekorko Euribor 12 kk + kiintea asiakaskohtainen marginaali 0,984 %. Lainan
viitekoron arvo tarkistetaan kerran vuodessa, jolloin vuosikorko muuttuu ja maksuera voi nousta tai laskea tai laina-aika voi
pidentya tai lyhentya. Lainan vuosikorko muuttuu ensimmaisen kerran 18.11.2022. Paivamaaralla 18.11 2021 Euribor 12 kk oli
-0,488 % ja 18.11. 2022 2,837 %. Asuntolainan viitekorko on aina vahintaan 0, vaikka Euribor olisi negatiivinen.

a) Kuinka suuri takaisinmaksuera oli ensimmaisen 12 kk aikana? (4 p.)
b) Kuinka paljon lainaa oli jaljelld 12 kuukauden kuluttua juuri lyhennyksen jalkeen? (2 p.)

) 18.11.2022 lasketaan uusi takaisinmaksuera perustuen jaljella olevaan lainapaaomaan ja uuteen vuosikorkoon. Mikali
lainaaika pidetaan ennallaan, kuinka suuri takaisinmaksuera on 18.11.2022 alkaen? (3 p.)

d) Mikali takaisinmaksuera pidetdan ennallaan 18.11.2022, kuinka pitka on jaljella oleva laina-aika vuosina? (3 p.)
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Annuiteetti- eli tasaeralaina

A= K{q"

, jossa
1 —g¢"

A = annuiteetti eli tasaeri
K = lainapddoma
p

100
p = korkoprosentti korkokaudelta

g = korkotekija =1 +

# = korkokausien lukumairi

a) Kyseessa on tasaeralaina eli kdytetaan MAOL kaavaa. Lainan maksuera ensimmaisen 12 kuukauden aikana
noudattaa kaavaa koko takaisimaksu kaudelta (kun korkoa paivitetaan niin tasaeraa paivitetaan).
Nyt laina-aika on 25 vuotta ja korkokausi on 1kk eli eria on yhteensa:

n =25-12 =300
Lainattu summa eli lainan padoma alussa on

K = 150000

Korko vahintaan 0 vaikka Euribor negatiivinen. Korkokausi on kuukaudelta ja 0,984% on vuodelta eli korkotekija. :

0,984
g=1+ @ = 1,00082
Nyt tasaera:
A = 150000 - 1,000823% . 1—-1,00082 564,22...

1 — 1,000823%

Takaisinmaksuera: 564 euroa 22 snt

150000*1,00082300%((1-1,00082)/(1-1,00082300))

= 564,22290233619147583707

1
Vi = Kg* — A

b) Vi = jiljelld oleva lainamdira k:nnen lyhennyksen jilkeen.
Jaljella oleva era k lyhennyksen jalkeen kaava MAOL:sta
1—1,00082"2

=1 -1 212 _ 564.22....
Via = 150000 - 1,0008 564, ( T 1.00082

) = 144681,381...

eli noin 144681 euroa ja 38snt. (pienet valipyodristykset sentin tarkkuuteen eivat vahentaneet pisteita)

150000%1,00082"12-564,22290233619147583707*((1-1,0008212)/(1-1,00082))

= 144681,38079868991261605048

c) Sama lasku kuin a) kohdassa mutta paivitetdan korko, maksuerien maara ja lainapadaoma:

K = Vip = 144681,38

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13 20/28
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n =300 — 12 = 288

2,837+0,984
g=1+ 11‘); = 1,0031841666666666666...
1—1,00318
A = 144681,38 - 1,003182%%8 . = 768,178...

1—1,00318%8

Takaisinmakusera on: 768 euroa ja 18snt

d)Jos maksuera pysyy a) kohdan suuruisena niin maksueria tarvitaan kattamaan lainan paaoma ja lainan korot.
Kaytetaan a) kohdan kaavaa ja sijoitetaan A=564,22 kun maksuerien maara on tuntematon eli x.

1—1,00318
564,22 = 144681,38 - 1,00318° - ( ’ )

1—1,00318*

ratkaistaan geogebralla:

I3 = RatkaiseNumeerisesti (564.22 = 144681.38 - 1.00318" -

1-1.00318
1 - 1.00318"

_{x = 532.2197}

Eli maksueria tarvitaan 533 kpl eli maksuaikaa 533 kk eli 44v ja 5kk

Vastauksen pituus: 909 merkkia.

11. Derivaatta 12p.

Tutkitaan funktiota f (z) = (z — 3)*

11.1 Derivaatta graafisesti 4 p.

Maarita funktion f kuvaajan avulla f” (5) ja funktion f () derivaatan nollakohta.

Derivoidaan funktio geogebralla ja maaritetaan graafisesti:

O 1) = -3 A ¢ g
® f(x) = Derivaatta(F(x)) H .
= 2x=6
T
A = Piste(xAkseli) H
= (50 ® 6
o © Normaali(A, xAkseli) : .

B = Leikkauspiste(f, g. 1)
= (5.4)
D = Leikkauspiste(f’, xAkseli)

= (3.0

-2

Nyt kuvassa pisteen B y-koordinaatti derivaattafunktion arvo kohdassa 5 ja se on f'(5)=

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13
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Piste D on taas x-akselin ja derivaattafunktion leikkauspisteessa eli nollakohta on x=3

Vastauksen pituus: 207 merkkia.

11.2 Korjaa vaara derivointi 6 p.

Laura ja Lassi derivoivat funktion f (x) seuraavasti:
Laura sievensi ensin ja derivoi sitten
D(x—3)°=D(2>—-9) =2z

Lassi taas pyoritteli padssaan vastauksen suoraan
D(z—3)°=2z—6

Toisen heista vastaus on vaarin. Kumman? Perustele. Korjaa vaara vastaus esittaen kaikki valivaiheet.

Laura on vaarassa koska sievennys on tehty vaarin.

(z—3)2=(z—3)(x—3)=2?—3z—3¢x+3-3=a>—62+9

D(z*—63+9)=D(z*)+D(—6z)+ D(9) =2z —6

Vastauksen pituus: 43 merkkia.

11.3 Derivaatta laskemalla 2 p.

Mé&arita laskemalla derivaatan lauseketta kayttaen f” (5) ja funktion f (z) derivaatan nollakohta.

F(5)=2-5—6=4

/' (®)=0

20 —6=0
2r = 6
r=3

Vastauksen pituus: 0 merkkia.

12. Ilmakeha 12p.

Kayta apunasi taulukkokirjaa.
a) Maarita Maan ilmakehan massa, kun jokaista maanpinnan neliésenttimetria kohden on noin 1,01 kg ilmaa. (4 p.)

b) Piirra ilmakehan lampétilan muutoskayra korkeuden x (0 km < x < 50 km) funktiona. Sovita taulukkokirjan aineistoon
3.asteen polynomifunktio. Arvioi tdman funktion perusteella ilmakehan lampdtila 6,0 km korkeudessa. (4 p.)

¢) Piirra ilmakehan ilmanpaineen muutoskayra korkeuden x (0 km < x <50 km) funktiona sovittamalla taulukkokirjan
aineistoon eksponenttifunktio ja maarita sen kantaluku a . Mita a kdytanndssa tassa tapauksessa tarkoittaa? (4 p.)

a) Jos oletetaan, etta ilmakehan massa on 1,01kg jokaista neliésenttimetria kohti niin koko ilmakehan massasta
saadaan arvio kun lasketaan koko maan pinta-ala. Maapallo voidaan nyt olettaa palloksi. Maapallon sade saadaan
maolista r=6371km.

Pallon pinta-ala:

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13 22/28
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108 cm?

— ‘ TAHTITIEDE

A=4rr? =4.7-(6371km)? = 510064771,90...km? = 510064771,90... - 10°ecm? = 5,10064771

Ilmakehan massa siis: (yksikkdmuunnoksessa pinta-alaa ja cm on 5 hyppya km alapuolella eli kerrotaan 10/2 jokaista

1,01k
5,10064771 - 108em? - 22 — 5 15201... - 10'%kg ~ 5,2 - 10'3kg

cm?

© HAKUTULOKSET

¥ MATEMATIIKKA (21)

Normaalijakauma

MNormaalijakauman
kertymafunktio

MNormaalijakauman tiheysfunktio
NAYTA LOPUT TULOKSET 0

v FYSIIKKA (9)

Maa

Sahkoteknisia piirrosmerkkeja
Veden ominaisuuksia

NAYTA LOPUT TULOKSET o

¥ KEMIA (9)

MNormaalipotentiaaleja

Osa metallien jannitesarjaa

Linlrmicimictnlais

merenpinnasta.

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13

Maa BS

ekvaattoriside
pienin etdisyys Auringosta

suurin etiisyys Auringosta

6378,137 km
147,09 - 10° m

152,10 - 10° m

keskietiisyys Auringosta 149, 60 - 10° m
ikd 4,5-107a
kehiénopeus piivintasaajalla =~ 465,1 m/s
keskinopeus radalla 29,78 km/s
keskimdirdinen side 6371 km
keskitiheys 5514 kg/m’
litistyneisyys 1/298,257

massa 5.9723 . 10 kg
napaside 6 356,752 km

normaaliputoamiskiihtvvvvs

9 R0A 65 mis?

b) Haetaan MAOL:ista ilmakehan tiedot. Loydetaan taulukko missa kerrotaan lampétila ja sita vastaava korkeus
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.E ‘ -a' ‘ ilmakeha Q‘ E

MEKANIIKKA JA TERMODYNAMIIKKA

© HAKUTULOKSET llmakehan ominaisuuksia

v FYSIIKKA (2)

Korkeus Lampoétila llmanpaine Tihe}"?
llmakehdn ominaisuuksia I km °C mbar kg;’m'i
Muuntokertoimia merenpinta (0) 15 1013 1,22

W
KEMIA (1) 1 8,5 899 1,11

llmakehan koostumus

2 2,0 795 1,01
3 —4,5 701 0,91
4 11 616 0,82
5 ~20 540 0,73
10 50 260 0,41
15 —60 120 0,19
20 —60 55 8.8-107
30 50 11 1.8-107°
40 -20 2,8 3.9.10°
50 0 0,79 1.0- 107

Otetaan taulukkoohjelmaan yl6s arvot alkaen korkeudesta 0 ja paattyen korkeuteen 50. Tehdaan kahden muuttujan
regressioanalyysi ja valitaan listalta 3. asteen polynomi tehtavanannon mukaisesti sovitettavaksi kayraksi. Sijoitetaan
malliin x=6 ja saadaan

T (z) = —0,0029z3 + 0,3287x% — 9,433z + 18,4388

T (6) = —26,9632

eli 6km korkeudessa lampétila on noin -27 celsiusastetta.

https://oma.abitti.fi/school/preview/8dd5f79f-b389-4960-9750-9913a85f9d53#question-nr-13
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i Q =
A B ® D E F G H 1 pistekaavio (92| 1232|xsy

1 Korkeus (km) Lampatila (C) @ viB2813 x| =
2 0 15 8
3 1 85
4 2 2 7 N
5 3 45
6 4 -1 5
7 5 20 10
8 10 50 5
9 15 60 J
10 20 60 4
11 30 50
12 40 20 3 -1
13 50 0
14 2 -20
15
16 B
17 -30
18
19 I o T
20 B
21
22 =50 L]

-2
23
24 50 °

-3
25
26
27 -4 ~T70.

-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
28
T - X A2:A13
30
31 -
32 y = —0.0029 x* + 0.3287 x* — 9.433 x + 18.4388
33 Ei Polynomi v 3 v
34 Q Tarkka arvo: x= 6 y= 269632
35 -8
a

c) Korvataan taulukossa lampétilan arvot ilmanpaineen arvoilla (MAOL viereinen sarake) geogebrataulukkoon,
tehdaan kahden muuttujan regressioanalyysi ja sovitetaan kasvu-malli (kasvu tarkoittaa eksponentiaalista kasvua,
eksponenttimalli antaa neperinluku kantalukuisen kasvumallin) tehtavanannon mukaisesti. Nyt funktio on:

p (z) = 1,065,2267 - 0,8634°

Kantaluku a on siis 0,8634 ja se tarkoittaa, etta aina kun x eli korkeus kasvaa yhdella niin ilmanpaine muuttuu 0,8634
kertaiseksi eli paine pienenee noin 14% kun korkeus kasvaa 1 km.

Q Tarkka arvo. x = y=

= e s Y:B2B13
1 899
2 795 7
3 701
4 616 5 1000
5 540
10 260 5
15 120
) 20 55 4 &0
1 30 1
2 40 28 3
3 50 0.79 500
4 2
5
3 1
7 400
3
) o
)
| -1 200
)
-2
3
' . 0
.
3
7 -4
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55
3
§ 5 X A2AT13
)
1 -6
) y = 1065.2267 - 0.8634°
3 7 Kasvu
'
5

Vastauksen pituus: 1164 merkkia.

13. Leija 12p.

Ohessa on deltoidi eli leija. Leijan kehikon tukiosat AC ja BD ovat kohtisuorassa toisiaan vasten. Lisaksi tdman
sateenkaarileijan kulmat A ja C ovat suoria kulmia.

a) Maarita leijan piiri senttimetrien tarkkuudella, jos leijassa olevan pienemman kolmion kateetit ovat 15 cm ja 25cm (3 p.)

b) Maarita leijan pinta-ala kolmella merkitsevalla numerolla. IImoita tulos neliddesimetreina. (3 p.)
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¢) Piirra sateenkaarileijan mallikuvan mukainen sateenkaarileija piirto-ohjelmalla vareja kayttaen. Merkitse karkipisteet A, B, C

ja D ja niiden koordinaatit nakyviin. Oleta, etta leijan karjesta C=(25,0) Iahtevat janat jakavat vastaiset sivut keskenaan
yhtapitkiin osiin. (3 p.)

d) Maarita c-kohdan varitettyjen osien pinta-alat nelidsenttimetrin tarkkuudella. Voit selvittda pinta-alat mittaamalla. (3 p.)

Aineisto

13.A Sateenkaarileija

a) Tukikehikot jakavat leijan 4 kolmioon. Vierekkaiset kolmiot ovat identtisid. Olkoon piste O kehikon tukiosien AC ja
BD leikkauspisteessa. Nyt kolmio BOC on suorakulmainen kolmio ja sen kateetit ovat 15 ja 25 (koska se on pienempi
kolmioista aineiston kuvassa) Sen hypotenuusan pituus on Pythagoraan lauseella:

152 + 252 = 2
11 = Ratkais«al‘*«lumn&:e*rises,ti{153—|—252 P

_{x = —29.15,x = 29.15} B

laskimella:
eli sen pituus on noin 29,15.

Olkoot CD=x ja DO=y. Nyt kolmiot BDC ja DOC ovat yhdenmuotoiset (molemmissa suora kulma ja kulma C).
Muodostetaan yhtalopari naista kahdesta kolmiosta kayttamalld molempiin Pythagoraan lausetta.

{:ﬁ +29,15% = (y + 15)?
252 + y? = z?

ratkaistaan geogebralla (eli kirjoitetaan aluksi molemmat yhtal6t syottokenttaan ja maaritetaan leikkauspisteet. Tama
toimii vain jos muuttujat ovat x ja y)

O eql: x* + 29.15%2 = (y + 15)? :

O eq2: 257 + yI =2

L L

L L

Leikkauspiste(eql, eq2)

O

= E = (-48.58, 41.66)

@) F = (48.58, 41.66)

L L

Piste E hylataan.
T = 48,58

y = 41,66

Leija piiri on sen ymparysmitta:
2-c+2.-2=2-29,154+ 248,58 = 155,46

Leijan piiri on noin 155cm

b) Leija koostuu 4 kolmiosta:
BOC, COD, AOD ja AOB.

Kolmiot AOB ja BOC ovat identtisia. Kolmiot AOD ja COD ovat identtisia.
Kolmion AOB pinta-ala:

%-25-15=187,5
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Kolmion COD pinta-ala: % -25-y= % -25-41,66 = 520,75

Eli leijan pinta-ala:
2-187,542-520,75 = 1416,5

Tama on yksikk6a neliésenttimetri eli muunnetaan neliédesimetreiksi:

1416.5

1416,5 cm? = 102’ dm? = 14,165dm? ~ 14,2dm?
0
) —40 =30

30 4

B = Piste(yAkseli)

(0, 15) ®

A = Piste(xAkseli)

= {—25, ﬂ:l- @

C = Piste(xAkseli)

= {25, D::I @

A Osa 2: Vastaa kolmeen tehtavaan.
Osa 3: Vastaa kolmeen tehtavaan.
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@ D =(0.-4167)

LL 2

Vihjeet piirtamiseen:
Sivujen AB ja AD jakaminen yhtapitkiin osiin onnistuu keskipiste-komennolla
Varitetyt alueet monikulmio komennolla kun keskipisteet on maaritetty ja monikulmion asetuksista voi valita varin.

d) Pinta-alat saadaan suoraan ohjelmistosta.

kl = Monikulmio(G, C, B)

LR

O

= 187.5

LR

k2 = Monikulmio(G, C, A)

O

= 187.5

k3 = Monikulmio(l, C, A)

= 260.42

L L

k4 = Monikulmio(H.,C, 1)

= 260.42

k5 = Monikulmio(J, C, H)

= 260.42

k6 = Monikulmio(D, C, J)

O

= 260.42

Vastauksen pituus: 1127 merkkia.

Kokeen tehtdvat loppuvat tdhdn.

Siirry tarkastelemaan vastauksiasi

Tarkastelun jalkeen voit viela palata muokkaamaan vastauksia, tai paattaa kokeen.
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