3 Jatkuva
todennakoisyysjakauma

3.1 Jatkuvan jakauman kuvaaminen

139.

a) Korkeintaan kaksi vuotta kestaneet komponentit kuuluvat kahteen
alimpaan luokkaan.

38% +22% =60%

Korkeintaan kaksi vuotta kestdneitd komponentteja oli 60 %.

b) Yli viisi vuotta kestdneet komponentit kuuluvat kolmeen ylimpaan
luokkaan.

3%+5%+1%=9%

Yli viisi vuotta kestdneita komponentteja oli 9 %.

c) Yli kaksi vuotta mutta korkeintaan viisi vuotta kestdneita
komponentteja oli

18% +6% + 7% = 31 %.



140.

Todenndkoisyys vastaa tiheysfunktion kuvaajan alle jadvaa pinta-alaa.

a)P(X <2)=0,6321=0,63

b) Tiheysfunktion kuvaajan ja x-akselin valiin jadavan alueen
kokonaispinta-ala on 1 = 100 %.

P(X>5)=1-09179 = 0,0821 = 0,08

c) Tiheysfunktion valilla [2, 5] rajaaman alueen pinta-ala on

P(2<X<5)=09179-0,6321 = 0,2858 = 0,29.



141.

Hyva muistaa:

Tiheysfunktion kuvaajan ja x-akselin valiin jadava kokonaispinta-ala on

1 (eli 100 %).

a) Tapahtuman X < 5 todenndkoisyys
saadaan laskemalla kohdan x =5
vasemmalle puolelle rajautuvan kolmion
pinta-ala.

4-0,2

P(X <5)=—"—=04

b) Tapahtuman X > 3 todennakoisyys
saadaan laskemalla kohdan x = 3 oikealle
puolelle rajautuvan alueen pinta-ala.
Tama saadaan vahentamalla
kokonaispinta-alasta vasemmalle
rajautuvan kolmion pinta-ala.

2:-01

P(X>3)=1—T=0,9

X

R

ioos| - B=1=4

6 7 8 9§ 10 m

foe| IR



c) Tapahtuman 4 < X < 8 todenndkoisyys
saadaan laskemalla valilla [4, 8]
rajautuvan alueen pinta-ala. Tama
saadaan esimerkiksi vihentamalla

7&15 B R TN A ::r cfemeqemeefemeepesegemanq-

kokonaispinta-alasta kohdan x = 4 Ms '3 )
vasemmalle puolelle ja kohdan x = 8 e
oikealle puolelle rajautuvien kolmioiden @ | i4=1=3. [ [ | [11-8=3 |
pinta-alat.
3-015 3-01

P4<X<8)=1- > T = 0,625
d) Janan pinta-ala on nolla, joten e
tapahtuman X = 5 todenndkoéisyyson | | = = @ /| ® N
nolla. EM BER AN AN

Pa=5)= NERZRAL IR

P . Lo
ol 1 2 3 4 5 & 1 8 9 10 M

Huomaa: Satunnaismuuttujan arvot sijoittuvat todenndkoéisimmin
vdleille, joilla todenndkoisyys on tihein. Lahelld arvoa x = 5 olevat
muuttujan arvot ovat todennakoisimpid, koska tiheysfunktion farvo
on suurimmillaan (kuvaaja on korkeimmillaan). Yksittdisen arvon
todenndkdoisyys on kuitenkin nolla.



142.

a) Tiheysfunktion farvo on positiivinen valilla [0, 7].
Satunnaismuuttujan X mahdolliset arvot ovat siis valilla0 < X < 7.

b) Tapahtuman X < 1

todenndkdoisyys saadaan
laskemalla suorakulmaisen

kolmion pinta-ala.

1-0,2

P(X<1)=—;

=01

c) Tapahtuman 1<X<4
todenndkoisyys saadaan
laskemalla valilla [1, 4]
rajautuvan suorakulmion

pinta-ala.

PA<X<4)=((4-1)-

kanta=3

Yy
B e ——— T e S
0.1
02
X
] 1 2 3 4 5 6 7
y 3
AT Y'Y S — rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
R Y . S '— rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr
0,2 '
4-1=3 3
! X,
0 1 2 4 5 8 7
0,2=0,6



d) Tapahtuman X > 4
todenndkoisyys saadaan
laskemalla suorakulmaisen
kolmion pinta-ala. Kolmion kanta
on 7 - 4 = 3 ja korkeus on 0,2.

3:-02

P(X > 4) =—

0,3.

02

01

0,2




143.

a) Jakauma on symmetrinen y -akselin suhteen, joten kokonaispinta-
alasta puolet on kohdan x = 0 oikealla puolella.

Siis P(X = 0) = 0,50.

b) Arvot x = -1 ja x = 1 ovat yhta kaukana jakauman symmetria-
akselista, joten kuvaan siniselld merkityt pinta-alat ovat yhta suuret.
SiisP(X<-1)=0,16 =P(X = 1).

Kysytty todenndkoisyys on
P(X<1)=1-0,16 = 0,84.



c) Mediaani on se muuttujan arvo x, jota pienempia on puolet (50 %) ja
jota suurempia on puolet (50 %) arvoista. Mediaanin sijaitsee siis
jakauman puolivilissa kohdassa, jossa molemmille puolille jaa puolet
kokonaistodennakoisyydesta (0,50 ja 0,50).

Symmetrian vuoksi jakauman mediaani on Md = 0.

Symmetrisissa jakaumissa odotusarvo on yhta suuri kuin mediaani,
joten odotusarvo on u = 0.



144.

Funktion f(x) = 0,5 — 0,125x lauseke kannattaa tallentaa laskimen
muistiin.

a) Piirretaan funktion f(x) = 0,5 — 0,125x kuvaaja.

\y
-----0.5"

AAAAA 0.4-
---03
—--02-

---04-

Muuttuja x ilmaisee karhun etdisyytta tiesta, joten x = 0 (km).



Tiheysfunktiolla fon ominaisuudet:

1) Funktion farvo on positiivinen tai nolla,
f(x)=0 v

0,5 —0,125x > 0 )

x < 4 (km)

2) Funktion fkuvaajan ja x-akselin valiin
jaavan alueen pinta-ala on 1.
4-05 1
=

Muuttujan x arvot ovat siis valilla 0 < x < 4 (km).



b) Kysytty todenndkdisyys vastaa kuvaa varitetyn puolisuunnikkaan
pinta-alaa.

Lasketaan tiheysfunktion farvo kohdassa x =2.
Laskimella: f(2) = 0,25.

Puolisuunnikkaan pinta-ala kaavan avulla:

0,5+ 0,25
P(X<2)=—"".2=0,75.

T :

Todennikoéisyys saadaan myds
komplementtisdannolla:

20,25
PX<2)=1-

=1-0,25=0,75.




c) Kysytty todennakoisyys vastaa kuvaa varitetyn kolmion pinta-alaa.
Kolmion korkeus on tiheysfunktion farvo kohdassa x =3.

Laskimella: f(3) = 0,125.

Todenndkoisyydeksi saadaan:




145.
a) Symmetrian perusteella

)

0
P(6<X<8)= = 0,25.

b) Symmetrian perusteella
P(A4<X<6)=P(10<X<12)=0,16.
Siis

P(4<X<10)=0,16+ 0,50 = 0,66.

c) Puolet pinta-alasta (eli todenndkoisyydestd) on odotusarvoa y = 8
suurempia. Toisaalta,

P(8<X<12)=0,25+0,16 = 0,41.
Siis

P(X >12) = 0,50 — 0,41 = 0,09.



146.
a) Symmetrian perusteella

)

P(100 < X < 115) =

= 0,36.

b) Komplementtisddnnon mukaan "hdntiin” jaa yhteensa pinta-ala.

1-072 =0,28.
028 ——
072 \XA
95 105

Symmetrian perusteella puolet tasta pinta-alasta on
"oikeanpuoleisessa” hdnnassa. Siis,

0,28
P(X > 105) = T = 0,14



c) Tapahtuman X > 90 madrittamiseksi tassa kappaleessa esitetyilla
menetelmilla tulisi tuntea vastatapahtuman X < 90 todennakdéisyys tai
odotusarvon suhteen symmetrisen tapahtuman X < 100 (tai X > 100)
todennakaisyys.

Annetuilla tiedoilla ei siis voida paitella todennakoisyytta P(X = 90).

Lisdtieto: Kappaleessa 3.2 opimme menetelmig, joilla timakin
todenndkoisyys on mahdollista ratkaista annetuilla tiedoilla.



147.
Mallikuva:

7 8 10 1213

Arvot X =12 jaX=8seka X=13ja X =7 ovat yhta kaukana
odotusarvosta. Symmetrian perusteella valilla [12, 13] on yhta suuri
pinta-ala kuin valilla [7, 8].

Symmetrian perusteella valilla 8 < X < 10 on pinta-ala

)

P(B8<X<10) = >

= 0,21.

Odotusarvon u = 10 vasemmalla puolella on pinta-ala 0,50. Siis valilla
7 <X < 8 on pinta-ala

P(7<X<8)=050-0,21-0,20 =0,09.

Kysytyksi todenndkoisyydeksi saadaan
P(12<X<13)=P(7<X<8)=0,09.



148.

Normaalijakaumakuvaajat voidaan piirtaa esimerkiksi
matematiikkaohjelmiston todennakoisyys-sovelluksella. Sovellukseen
syotetddn jakauman odotusarvo u = 5 ja keskihajonta o = 2.

a) Valitaan sovelluksessa asetus
"vasemmanpuoleinen” ja syotetdan yldraja 5.
Puolet (50 %) muuttujan arvoista on
odotusarvoa pienempid, joten

P(X <5) =0,50.

b) Valitaan sovelluksessa asetus
"vasemmanpuoleinen” ja syotetdan yldraja
7.

7

Lasketaan yhden keskihajonnan verran odotusarvosta poikkeavat
arvot:

e u-o0=5-2=3(vasemmalla)
e u+o0=5+2=7 (oikealla)

Prosenttisddnnon mukaan 68 % muuttujan X arvoista on valilla [3, 7].
=34 % on

68 %

Symmetrian perusteella puolet ndista arvoista, eli

odotusarvon oikealla puolella, eli valilla [5, 7].

Kysytty todenndkoisyys on
P(X <7)=0,50+ 0,34 = 0,84.




c) Valitaan sovelluksessa asetus "vali” ja syotetddn alaraja 1 ja ylaraja
5.

Lasketaan kahden keskihajonnan verran odotusarvosta poikkeavat
arvot:

e u-20=5-2-2=1(vasemmalla)
o u+20=5+2-2=9 (oikealla)

Prosenttisddannon mukaan 95 % muuttujan X arvoista on valilla [1, 9].
=47,5% on

95 %

Symmetrian perusteella puolet naista arvoista, eli

odotusarvon vasemmalla puolella, eli valilla [1, 5].

Kysytty todenndkoisyys on
P(1<X<5)=0475~= 0,48.

d) Valilla [5, 7] on 34 % arvoista.
Vililla [5,9] on 47,5 % arvoista, joten
kysytty todennadkdisyys on

P(7<X<9) =0475—-0,34

=0,135~= 0,14



149.

Satunnaismuuttuja X = "hajuvesipullossa olevan hajuveden maara
(ml)” noudattaa normaalijakaumaa.

Odotusarvo on p = 50 (ml) ja keskihajonta o = 4 (ml).

a) Lasketaan tapahtuman X = 46 todennakoisyys.

Normaalijakaumakuvaajat voidaan
piirtaa esimerkiksi
matematiikkaohjelmiston
todenndkoisyys-sovelluksella.
Sovellukseen syotetdaan u = 50 ja o = 4.
Valitaan asetus "oikeanpuoleinen” ja
syOtetdan alaraja 46.

46

Lasketaan yhden keskihajonnan verran odotusarvosta poikkeavat
arvot.

o u-0=50-4=46 (vasemmalla)
e u+0=50+4=54 (oikealla)

Prosenttisadnn6én mukaan 68 % muuttujan X arvoista on valilla
[46, 54]. Symmetrian perusteella puolet naista arvoista, eli

8% = 34 9% on odotusarvon vasemmalla puolella, eli valilla [46, 50].

Kun lisdksi huomioidaan, ettd puolet
arvoista on odotusarvoa suurempia,
kysytyksi todenndkoisyydeksi saadaan

P(X = 46) =0,34+ 0,50 = 0,84.




b) Lasketaan tapahtuman X < 58 todennakéisyys.

Lasketaan kahden keskihajonnan verran odotusarvosta poikkeavat
arvot.

e u-20=50-2-4=42 (vasemmalla)
e u+20=50+2-4=58 (oikealla)

Prosenttisddnnoén mukaan 95 % muuttujan X arvoista on valilla

[42, 58]. Symmetrian perusteella puolet naista arvoista, eli

95 % .
= 47,5% on odotusarvon oikealla

puolella, eli valilla [50, 58].

Kun lisdksi huomioidaan, ettd puolet arvoista
on odotusarvoa pienempid, kysytyksi 42
todenndkoisyydeksi saadaan

P(X <58) =0,50+0,475 = 0,975 = 0,98.

c) Muuttujan arvoista 47,5 % on vililla [42, 50] ja 34 % on valilla
[50, 54].

P(42 <X <54)=0,475+0,34 =0,815 = 0,82



150.

Satunnaismuuttuja X ="raskausajan kesto (vrk)” noudattaa
normaalijakaumaa.

Odotusarvo on u = 268 (vrk) ja keskihajonta o = 16 (vrk).

a) Prosenttisadannon mukaan 95 % satunnaismuuttujan arvoista on
korkeintaan kahden keskihajonnan paasta odotusarvosta.

o u-20=268-2-16=236 (vrk)
e u+20=268+2-16=300 (vrk)
Kestoltaan keskimmainen 95 % raskauksista on valilla 236 - 300

paivaa.

b) Symmetrian perusteella arvoa 236 pienempia arvoja on 57% = 2,5%.

236 268 300

Lyhin 2,5 % raskauksista on kestoltaan alle 236 paivaa.

c) Pituudeltaan yli 300 paivaa kestavia raskauksia on noin 2,5 %.



151.

a) Prosenttisddannén mukaan korkeintaan yhden hajonnan paassa
odotusarvosta, eli valilld -1 < X < 1 on 68 % arvoista. Siis

P(-1<X<1)=0,68=68%.

68 %
2

b) Symmetrian perusteella vililla [-1, 0] on

= 34 % muuttujan

arvoista.

Toisaalta, prosenttisidann6n mukaan
korkeintaan kahden hajonnan paassa
odotusarvosta, eli valilla -2 <X < 2 on
95 % arvoista. Symmetrian perusteella

vililla [0, 2] on 22 = 47,5 %

muuttujan arvoista.

SiisP(-1<X<2)=0,34+0,475= 0,812 = 82 %.

c) Valilla [0, 2] on 47,5 % muuttujan
arvoista ja valilla [0, 1] on 34 %
arvoista.
Siis
P(1<X<2)=0475-0,34
= 0,135 = 14 %.




d) Arvoista 95 % on valilla [-2, 2].

Symmetrian perusteella arvoa -2
pienempid arvoja on

57%=2,5%z3%.




152.

Satunnaismuuttuja X = "puuterirasian paino (g)” noudattaa
normaalijakaumaa.

u=13jaoc=2

Lasketaan yhden ja kahden keskihajonnan paassa odotusarvosta
olevat arvot.

e u-20=13-2-2=9
e u-0=13-2=11

e u+0=13+2=15

o u+20=13+2-2=17

Mallikuva:

aino (g)'

9 11 13 15 17

Normaalijakauman ominaisuuksien perusteella voidaan esimerkiksi
sanoa, etta

e suurimmalla osalla puuterirasioista paino on lahella arvoa 13 g
e puolet rasioista painaa alle 13 gja puoletyli13 g

e noin 68 % rasioista painaa1l1g-15¢g

e noin 95 %, eli lahes kaikki rasiat, painavat9 g- 17 g.



153.

a) Ohjelmiston avulla arvoksi a saadaan a = -0,67. Siis Q1= -0,67.

a~ —0,67

b) Ohjelmiston avulla arvoksi a saadaan a = 0,67. Siis Q3= 0,67.

c) Muuttujan arvoista keskimmainen 50 % on kvartiilivalilla eli valilla
-0,67 - 0,67.

=1 0 1 2
Q1= —0,67 Q. ~ 0,67



154.

Pinta-alojen eli todennidkoéisyyksin tarkat arvot saadaan esimerkiksi

matematiikkaohjelmiston todennadkdisyys-sovelluksella valitsemalla
asetuksista vaihtoehto "vali” ja syottamalla muuttujan arvojen ala- ja
ylaraja.

a) P(-1 <X < 1) = 0,6826...

Siis, muuttujan arvoista noin 68,3 % on korkeintaan yhden hajonnan
padssa odotusarvosta.

b) P(—2 < X < 2) = 0,9544...

-2 -1 0 1 2

Siis, muuttujan arvoista noin 95,4 % on korkeintaan kahden hajonnan
padssa odotusarvosta.



c) P(=3 < X < 3) = 0,99730...

Siis muuttujan arvoista noin 99,7 % on korkeintaan kolmen hajonnan
padssa odotusarvosta. Siis, lahes kaikki arvot ovat korkeintaan kolmen
hajonnan paassa odotusarvosta.




155.

a) Tiheysfunktion kuvaajalta todennakoéisyyden arvo lasketaan pinta-
alana.

Kolmion pinta-ala on

0,6-0,6
=0,18.

P(X > 0,4) =



b) Kertymafunktion kuvaajalta voidaan arvioida

kertymatodennakoisyys eli tiettyyn arvon saakka kertynyt

todennakdisyys.

Kertymatodennakoisyys on

P(X <0,4) ~ 0,82.

Komplementtisddnnén mukaan

~1-082=0,18.

P(X > 0,4)



156.

A: Tiheysfunktio f on vakiofunktio (sen arvo ei muutu, vaan on koko
ajan sama). Pinta-ala eli todenndkoisyys kertyy tasaisesti, joten
kertymafunktio on lineaarinen funktio.

Lisdksi x-akselilta huomataan, ettd muuttujan X suurin arvo on X = 3,
joten kertymafunktio F on saavuttanut maksimiarvonsa 1 kohdassa
x=3.

Kertymafunktio on siis kuvassa II.

B: Tiheysfunktio fon lineaarinen funktio. Pinta-ala eli todennédkdisyys
kertyy kiihtyvaan tahtiin, eli kertymafunktion kuvaaja jyrkkenee
muuttujan arvon suuretessa.

Lisaksi x-akselilta huomataan, ettd muuttujan X suurin arvo on X = 4,
joten kertymafunktio F on saavuttanut maksimiarvonsa 1 kohdassa
x=4.

Kertymafunktio on siis kuvassa III.

C: Normaalijakauman kertymafunktio on kuvassa I.



157.
a) Luetaan kertymafunktion arvo taulukosta.

P(X < 16) = F(16) = 0,6038

b) Kysytty todenndkodisyys saadaan komplementtisdannolla.

P(X>12)=1-F(12) =1 - 0,2149 = 0,7851

c) Kahden rajan valiin jadva todennakdisyys saadaan
kertymatodennakoisyyksien erotuksena.

P(14 < X < 18) = F(18) — F(14) = 0,7851 — 0,3962 = 0,3889

d) Jakauman odotusarvo on 15, eli kertymatodennakoisyys kohtaan
a=15o0n0,50.

P(X < 15) = F(15) = 0,50

Kahden rajan valiin jadva todennakoisyys saadaan kertymien
erotuksena.

P(14 < X <15) = F(15) — F(14) = 0,50 — 0,3962 = 0,1038



158.
a) Madritetdan tapahtuman X < 500 todennakoisyys.
Luetaan kertymafunktion arvo taulukosta.

P(X <500) = F(500) =0,3694 =~ 37 %

Kahvipaketeista noin 37 % on painoltaan alle 500 g.

b) Maaritetaan tapahtuman X = 510 todennékdoisyys, joka saadaan
komplementtisaannolla.

P(X >510) =1—-F(510) =1—-0,6306 = 0,3694 = 37 %

Kahvipaketeista noin 37 % on painoltaan vahintddn 510 g.

c) Maaritetaan tapahtuman 490 < X < 520 todennakaisyys, joka
saadaan kertymatodennakoéisyyksien erotuksena.

P(490 < X < 520) = F(520) — F(490)
=0,8413 - 0,1586
= 0,6827 = 68 %

Kahvipaketeista noin 68 % on painoltaan valilla 490 g - 520 g.



159.

a) Kahden rajan valiin jadva todenndkoisyys saadaan kertymien
erotuksena.

P(80 < X <100) = F(100) — F(80)

Jakauman odotusarvo on 100, eli kertymatodennakoisyys kohtaan
a =100 on 0,50.

P(80 < X < 100) = F(100) — F(80)
= 0,50 — 0,0912
= 0,4088 ~ 0,41

b) Arvot 120 ja 80 ovat yhtd kaukana jakauman odotusarvosta 100,
mutta vastakkaisilla puolilla (erotus on 20).

Kertymitodennikdisyys luetaan
taulukosta: P(X = 80) = 0,0912

\

80 100 120

Symmetrian perusteella

P(X >120) = P(X <80) =0,0912 = 0,09.



c) Arvot 110 ja 90 ovat yhta kaukana jakauman odotusarvosta 100,
mutta vastakkaisilla puolilla (erotus on 10).

90 100 110

Symmetrian perusteella

P(X >110) = P(X £90) = 0,2525.

Kysytty todenndkoisyys saadaan komplementtisaannolla.

P(X £110) =1-0,2525 = 0,7475 = 0,75

o,

100 110



d) Arvon 115 kertymatodennakoisyys nahdaan taulukosta.
P(X < 115) = 0,8413.
Tall6in komplementtisidannén mukaan

P(X > 115) =1 —0,8413 = 0,1587.

Rajana olevat arvot 85 ja 115 ovat yhta kaukana jakauman
odotusarvosta 100, mutta vastakkaisilla puolilla (erotus on 15).
Symmetrian perusteella

P(X < 85) = 0,1587.

8 100 115

Kysytty todenndkoisyys on
P(85 <X <115)=0,8413 - 0,1587 = 0,6826 ~ 0,68.



160.

a) Lasketaan tapahtuman X < 10 todennakéisyys.
Kertymatodennakoisyyden arvo luetaan kertymafunktion kuvaajalta.

P(X < 10) = F(10) ~ 0,50

b) Lasketaan tapahtuman X > 12 todennakéisyys.

Kertymatodennakodisyyden arvo luetaan kertymafunktion kuvaajalta.
P(X < 12)=F(12) = 0,79

Tapahtuman X > 12 todennakéisyys saadaan komplementtisaannolla.

P(X> 12) ~1-0,79 = 0,21

c) Lasketaan tapahtuman 8 < X < 12 todennakaéisyys.
Kertymatodennakoisyyden arvot luetaan kertymafunktion kuvaajalta.
P(X<8)~021 ja PX < 12)=0,79

Tapahtuman 8 < X < 12 todenndkdoisyys saadaan
kertymatodennakoisyyksien erotuksena.

P(8<X < 12)=0,79-0,21 =0,58

d) Jatkuvalle satunnaismuuttujalle yksittdisen arvon todennakoéisyys
on nolla.

P(X =10)=0



e) Kertymafunktion kuvaajalta voidaan arvioida odotusajan mediaani.

0.9
0.8

0.7]

:l U =05

0.4

0.3

0.2

0.1

Md = 10 (min).

Normaalijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan mediaani ja
odotusarvo ovat yhta suuret. Siis ¢ = 10 (min).

Pizzaa joutuu odottamaan keskimaarin 10 min.



161.
X = "junamatkan kesto (h)”

X noudattaa normaalijakaumaa.

a) Lasketaan tapahtuman X < 2,5 todenndkdisyys.
Kertymatodennakoisyyden arvo luetaan kertymafunktion kuvaajalta.

P(X < 2,5) = F(2,5) ~ 0,11

b) Lasketaan tapahtuman 3 < X < 4 todennakoisyys.
Kertymatodennakoisyyden arvot luetaan kertymafunktion kuvaajalta.

P(X<3)~034 ja P(X < 4)~0,89

Tapahtuman 3 < X < 4 todenndkoéisyys saadaan
kertymatodennakoisyyksien erotuksena.

P3<X< 4)=F(4) —F(3) ~ 0,89 — 0,34 = 0,55



c) Kertymafunktion kuvaajalta voidaan arvioida matka-ajan mediaani
kertymatodennakoisyyttd 0,50 vastaavan muuttujan arvon x kohdalta.

Md = 3,25 (h).

Normaalijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan mediaani ja
odotusarvo ovat yhta suuret. Siis u = 3,25 (h).

Junamatka kestaa siis keskimdarin noin 3,25 tuntia eli 3 tuntia ja 15
minuuttia.

d) Kertymatodennidkoisyyden arvo saavuttaa maksimiarvonsa 1
muuttujan arvon x = 5 (h) kohdalla.

P(X<5) ~1

Siis tapahtuma "junamatka kestaa korkeintaan 5 tuntia” on varma
tapaus.

Junamatka kestda korkeintaan 5 tuntia.



162.

Tallennetaan kertymafunktion F(t) = 1 — 27t/1236% [auseke
laskinohjelmiston muistiin.

X ="atomin hajoamiseen kuluva aika (h)”

a) Kertymdtodenndkoisyyden arvo saadaan kertymafunktion arvona.
Lasketaan funktion arvot laskimen avulla.

Laskin.

P(X < 12) = F(12) = 0,4896 ... ~ 0,49
P(X < 24) = F(24) = 0,7395 ... ~ 0,74

b) Atomi hajoaa ensimmaisen vuorokauden jalkimmaisella puoliskolla,

kun 12 < X < 24.

Laskin.

P(12 < X < 24) = F(24) — F(12) = 0,2498 ... ~ 0,25

c) Lasketaan todenndkdisyys, ettd atomi on hajoamatta ensimmaisen
vuorokauden lopussa, eli X > 24.

Laskin.

P(X >24)=1—F(24) = 0,2604 ... ~ 26 %

Kun atomeja on suuri maara, todenndkoisyys ilmaisee myos niiden
atomien prosenttiosuuden, jotka ovat hajoamatta ensimmaisen
vuorokauden lopussa. Naitd atomeja on siis 26 %.



163.
a) 111

b) IV

c)l

d) Merkinta P(a < X < b) tarkoittaa kohtien x =a ja x = b valiin
jadvan alueen pinta-alaa. Merkintd 1 — P(a < X < b) tarkoittaa timan
alueen komplementtia eli kohdan x = a vasemmalle ja kohdan x = b
oikealle puolelle jaavien alueiden pinta-alojen summaa.

II



164.

Odotusarvo 5 on jakauman keskikohdan eli huipun kohdalla.

a) Odotusarvoa suurempia arvoja on 50 %.
P(X =5) =050

Merkinta vastaa kuvaa IV.

b) Arvot 4 ja 6 ovat tasan yhden keskihajonnan (o = 1) padssa
odotusarvosta 5. Prosenttisddnnén mukaan ndiden arvojen valiin jaa
68 % kaikista arvoista, eli pinta-ala 0,68.

P(4<X<6)=0,68

Merkinta vastaa kuvaa II1.

c) Symmetrian perusteella vélille 5 < X < 6 jaa puolet b-kohdan pinta-
alasta.

P(5<X<6)=%=0,34

Merkinta vastaa kuvaa II.

d) Symmetrian perusteella vilille 4 < X < 5 jaa puolet b-kohdan pinta-
alasta. Puolet (50 %) muuttujan arvoista on odotusarvoa 5 pienempia.

0,68

P(X <4)=050- - = 0,50-0,34=0,16

Merkinta vastaa kuvaa I.



165.

a) Puolet muuttujan arvoista on odotusarvoa 10 pienempia ja puolet
tata suurempia. Muuttujan X mediaani on siis Md = 10.

b) P(X < 10) = 0,50

c) Arvo 7 on yhden keskihajonnan (o = 3) padssa odotusarvosta 10
vasemmalla.

Prosenttisidnnon mukaan muuttujan arvoista 68 % on korkeintaan
yhden keskihajonnan paassa odotusarvosta eli valilla 7-13.

68 %
2°=34%on

Symmetrian perusteella ndista arvoista puolet, eli

odotusarvoa pienempia.

34 %

Siis:
P(7<X<10)=0,34

Todennadkoisyys ilmaisee myds pinta-alan, eli kysytty pinta-ala on
0,34.



d) Valilla [10, 13] on 34 % muuttujan arvoista.

34%

10 13
Puolet muuttujan arvoista on odotusarvoa suurempia, joten
P(X >213)=0,50-0,34=0,16 = 16 %.

Muuttujan arvoista 16 % on vahintdan 13.

e) Jatkuvalle satunnaismuuttujalle yksittdisen arvon todennakoéisyys
on nolla.

P(X=14)=0



166.

X ="alykkyystestissa saatu pistemaara”

a) Lasketaan tapahtuman X < 100 todenndkdéisyys. Puolet
satunnaismuuttujan arvoista on odotusarvoa 100 pienempig, joten

P(X < 100) = 0,50 = 50 %.

Arvo 115 on yhden keskihajonnan (o = 15) padassa odotusarvosta 100.
Prosenttisidnnon mukaan

P(X > 115) = 0,50 — 0,34 = 0,16 = 16 %.

34 %

100 115

b) Prosenttisdidnnén mukaan 95 % muuttujan arvoista on korkeintaan
kahden keskihajonnan paassa odotusarvosta.

e u-20=100-2-15=70
e u+20=100+2-15=130

Keskimmainen 95 % testiin osallistuneista (kun osallistujia on suuri
madrad) saa testistd 70-130 pistetta.



c) Arvojen 70-130 valiin jaa 95 % arvoista, joten symmetrian

: : 5 %
perusteella arvoa 130 suurempia arvoja on 70 =2,5%.

Siis menestynein 2,5 % osallistujista saa vahintdan 130 pistetta.




167.
a) Odotusarvon vasemmalle puolelle jaa pinta-ala 0,50.

P(-12<X<0)=050-0,12=10,38

b) Todenndkoisyys voidaan padtella useita eri reittejd, esimerkiksi:
a-kohdan mukaan vilille [-1,2 ; 0] jadva pinta-ala on 0,38.
Symmetrian perusteella valille [0; 1,2] jaa pinta-ala 0,38, joten

P(0<X<2)=0,38+0,09 =0,47.

c) Arvon -1,2 vasemmalle puolelle jaa pinta-ala 0,12. Symmetrian
perusteella arvon 1,2 oikealle puolelle jaa sama pinta-ala, 0,12, joten

P(X>2)=0,12-0,09 = 0,03.



168.

Satunnaismuuttuja X = "yliaika (min)”.

Q) P(X<2)=F(2)=0,2

b) Tapahtuman "tunti menee yliajalle korkeintaan 6 min” eliX < 6
todenndkoisyys luetaan kertymafunktion kuvaajalta. Kysytty
todenndkoisyys saadaan komplementtisadnnolla.

PX=>26)=1-F(6)=1-06=0,4

c) Yksittdisen arvon todenndkoisyys on nolla, joten P(X = 5) = 0.



169.

Funktion f(x) = 2,667 — 3,556x,0 < x < 0,75, lauseke kannattaa
tallentaa laskimen muistiin.

a) Piirretaan funktion f(x) = 2,667 — 3,556x,0 < x < 0,75 kuvaaja.

Tiheysfunktion kuvaaja leikkaa y-akselin kohdassa f(0) = 2,667.

Lasketaan tiheysfunktion arvot.

X f(x)
0.1 2.3114
0.25 1.778
0.5 0.889 Kysyttyja todennakéisyyksia vastaavat

alueet ovat puolisuunnikkaita, joiden

0.75 0 a+b

pinta-ala lasketaan kaavalla 4 = - h.



Lasketaan todenndkoisyydet pinta-alatulkinnan avulla.

2,667 + 2,3114
P(X<0,1)= > -0,1
= 0,24892 =~ 0,249
2,667 + 1,778
P(X <0,25) = : - 0,25
= 0,5556... = 0,556
0 0::1 0.?2 0.:3 04 0.:,5 0,16 07 0.:3
2,667 + 0,889
P(X <0,5) = > -0,5
= 0,889.
2,667 +0
= 1,000.. = 1.
Huomaa: Arvo x = 0,75 on muuttujan suurin

arvo, joten kertymatodennakoisyys kohtaan x =
0,75 on 1.




b) P(0,25 <X <0,75) =1—-0,5556... = 0,444 ... = 0,44



3.2 Normaalijakauma

170.

a) Jakauman sijainti eli huippukohta pysyy vaaka-akselilla ennallaan.
Kun keskihajontaa pienennetdan, kuvaajan korkeus kasvaa eli huippu
nousee ja jakauma kapenee.

Yy
pienempi keskihajonta:

e huippu on korkeammalla
e jakauma on kapeampi

b) Kuvaajan korkeus ja leveys pysyvat ennallaan. Kun jakauman
odotusarvoa suurennetaan, kuvaaja siirtyy vaaka-akselilla oikealle.

y
suurempi odotusarvo:

l e huippu on enemman oikealla




171.

Normaalijakauman N(10, 4) odotusarvo on u = 10, joten kuvaajan
huippu on kohdassa x = 10. Jakauman N(10, 4) tiheysfunktio on f.

Normaalijakaumissa N(20, 4) ja N(20, 2) odotusarvo on u = 20, joten
kuvaajien huiput ovat kohdassa x = 20.

Jakauman N(20,4) hajonta on ¢ = 4 on suurempi kuin jakauman
N(20, 2) hajonta o = 2 (4 > 2), joten jakauman N(20, 4) kuvaaja on
kapeampi ja korkeampi kuin jakauman N(20, 2) kuvaaja.

Jakauman N(20, 4) tiheysfunktio on h.
Jakauman N(20, 2) tiheysfunktio on g.



172.
a) Verrataan lamppumerkkien kestoidn keskihajontoja.

e N(2100, 150): Lamppumerkin A lamppujen kestoidn
keskihajonta on ¢ = 150 (h).

e N(1800, 70): Lamppumerkin B lamppujen kestoidn
keskihajonta on o = 70 (h).

Lamppumerkin B lamppujen kestoidn keskihajonta on pienempi, eli
lamppumerkin B lamput ovat tasalaatuisempia. Kannattaa siis valita
merkin B lamppuja.

b) Verrataan lamppumerkkien kestoidn odotusarvoja.

e N(2100, 150): Lamppumerkin A lampun kestoidan odotusarvo
onu=2100 (h).

e N(1800,70): Lamppumerkin B lampun kestoidn odotusarvo on
u=1800 (h).

Lamppumerkin A lampun kestoidn odotusarvo on suurempi.
Kannattaa siis valita merkin A lamppu.






N(0,1)

Odotusarvo maaraa kuvaajan sijainnin vaakasuunnassa:

e isompi odotusarvo - kuvaaja enemman oikealla

Keskihajonta maaraa huipun korkeuden ja kuvaajan leveyden:
e isompi keskihajonta - matalampi kuvaaja

e isompi keskihajonta - levedmpi kuvaaja



174.

Normitetaan muuttujan arvot.

a) Arvon 54 normitettu arvo on

54—yu 54-50 4

o 2 2

Arvo 54 on kaksi keskihajontaa odotusarvoa suurempi, eli arvo
poikkeaa kaksi keskihajontaa odotusarvosta (oikealle: 2).

b) Arvon 44 normitettu arvo on

44—y 44-50 -6 ]
o 2 2 =

Arvo 44 on kolme keskihajontaa odotusarvoa pienempi, eli arvo
poikkeaa kolme keskihajontaa odotusarvosta (vasemmalle: -3).



175.

Odotusarvo on p = 120 ja keskihajonta o = 15.

a) Lasketaan 1,96 keskihajontaa odotusarvoa suurempi arvo.

u+ 1960 =120+1,96-15 = 1494

b) Lasketaan 2,58 keskihajontaa odotusarvoa pienempi arvo.

u— 2,580 =120 —-2,58-15 =813

c) Arvo voi poiketa odotusarvosta vasemmalle tai oikealle.
Lasketaan 3,29 keskihajontaa odotusarvoa pienempi arvo

u—3,290 =120-3,29-15 = 70,65

Lasketaan 3,29 keskihajontaa odotusarvoa suurempi arvo

u+ 3,290 =120+ 3,29 - 15 = 169,35

Siis 3,29 keskihajontaa odotusarvosta poikkeavat arvot ovat 70,65 ja
169,35.



176.

Odotusarvo on p = 120 ja keskihajonta o = 15.

a) Arvon 93 normitettu arvo on

93—p  93-120 —27

o 15 15 —18.
Arvon 156 normitettu arvo on
156 —u 156—-120 36
= = 2,4

o 15 _E:

b) Merkitaan kysyttya arvoa kirjaimella x. Normitettu arvo on 0,8 eli

x—no_08
15

Yhtalon ratkaisuksi saadaan x = 132.

c) Lasketaan tasan kaksi keskihajontaa odotusarvosta poikkeavat
arvot.

e u—20=120-2-15=90 (vasemmalle)
e u+20=120+2-15 = 150 (oikealle)

Yli kaksi keskihajontaa odotusarvosta poikkeavat arvot ovat siis x < 90
jax>150.



d) Arvon 93 normitettu arvo laskettiin a-kohdassa. Normitettu arvo on
-1,8 eli arvo on 1,8 keskihajontaa odotusarvoa pienempi.

Tapa 1: Lasketaan arvo, joka jakaumassa N(18, 2) on 1,8
keskihajontaa odotusarvoa pienempi.

p—180=18-18-2 = 14,4.

Tapa 2: Ratkaistaan arvo normitetun arvon avulla. Merkitaan kysyttya
arvoa kirjaimella x. Normitettu arvo on -1,8 eli

x—18

— =

-1,8.

Yhtilon ratkaisuksi saadaan x = 14,4.



177.

a) Odotusarvo on u = 16 ja keskihajonta o = 4.
16—-p 16—-16 0

- =0.
o 4 4
b) Odotusarvo on u = 18 ja keskihajonta o = 4.
16—-p 16—-18 -2 0.
o 4 4 77
c) Odotusarvo on u = 4 ja keskihajonta o = 12.
16-p 16—-4 12 "

o 12 12

Normitettu arvo ilmaisee, kuinka monen keskihajonnan paassa arvo
on jakauman odotusarvosta. Se ilmaisee siis, kuinka paljon arvo
poikkeaa odotusarvosta, kun yksikkona kdytetdaan keskihajontaa.

Normitettu arvo siis ilmaisee, kuinka poikkeava (poikkeavan pieni tai
poikkeavan suuri) havainto on siind perusjoukossa, jota
normaalijakaumamalli havainnollistaa.



178.

Normitetaan tyttojen pistemaarat.

6. luokan kokeessa pistemdaaran keskiarvo on u = 24,3 ja keskihajonta
o = 5,2. Pihlan pistemdaran 32 normitettu arvo on
32—p 32-243 77

=—=1480..= 148.
o 5,2 5,2 480 A8

9. luokan kokeessa pistemaaran keskiarvo on u = 42,6 ja keskihajonta
o = 6,8. Pinjan pistemdaran 53 normitettu arvo on

53—u  53-426 104

= =g = 1,529 ... ~ 1,53.

Verrataan normitettuja arvoja: Pinjan arvo on suurempi (1,53 > 1,48),
joten Pinja parjasi kokeessa suhteellisesti paremmin.



179.

Matematiikan kokeessa pistemaaran keskiarvo on u = 33 ja
keskihajonta 0 = 5,3.

Normitetaan Oivan saama pistemaara 48.
48—pu 48-33 15
o 53 53

= 2,830 ...

Englannin kokeessa pistemaaran keskiarvo on u = 113 ja keskihajonta
o=17.9.

Merkitddn Oivan englannin kokeessa saamaa pistemaaraa kirjaimella
x. Pistemadran normitettu arvo on
x—u x—113
o 79

Oiva parjasi englannin kokeessa vahintdaan yhta hyvin, jos normitettu
arvo on vahintaan yhta suuri kuin matematiikan kokeen pistemaaran
normitettu arvo. Muodostetaan epdyhtalo ja ratkaistaan x.
x—113
7,9
Ratkaisuksi saadaan x > 135,358...

= 2,830 ...

Ehdosta seuraa, ettd Oivan olisi pitdnyt saada englanninkokeesta
vahintdan 136 pistetta.

Huomaa: Pistemaara on pyoristettava ylospain, jotta ehto
x =135,358... toteutuu.



180.

Satunnaismuuttuja X = "keksipaketin massa (g)”

X~ N(204,6).

u=204jaoc=6

Maadritetadn kysytyt todennakoisyydet sopivan ohjelmiston avulla.
a) P(X<200)=0,252...2 0,25

b) P(X = 210) = 0,158...~ 0,16

¢) P(200 < X < 210) = 0,588... ~ 0,59



181.
X~ N(8,3)
u=8jao=3.

Maaritetddn kysytyt todenndkodisyydet sopivan ohjelmiston avulla.

a) P(X<7) = 0,3694... ~ 0,369.

b) Lasketaan todennidkoisyys tapahtumalle X > 10.
P(X>10)=0,2524...~ 0,252 = 25,2 %.

Muuttujan arvoista 25,2 % on yli 10.

¢) P(4<X<9)=0,5393...~ 0,539.



182.

Satunnaismuuttuja X = "pullossa olevan hajuveden maara (ml)”.
X~N(52;1,25)

u=52(ml)jao=1,25 (ml).

Maadritetadn kysytyt todennakoisyydet sopivan ohjelmiston avulla.

a) P(X < 50) = 0,0547... ~ 0,055.

b) P(X > 55) = 0,00819... ~ 0,0082.

c) P(48 <X<54)=0,944...~ 0,94.

Huomaa: Yksittdisen arvon todenndkoisyys on nolla, joten esimerkiksi
c-kohdan todennakéisyys on yhta suuri kuin

P(48 < X<54)=0,944...~ 0,94.

Siis yhtasuuruudet voivat olla epayhtal6ssa mukana.



183.
Normitettu normaalijakauma N(0, 1).

u=0jao=1.

a) Varitettya aluetta vastaavat arvot Z < 1,26.
Pinta-ala ilmaisee todennakdisyyden P(Z < 1,26).
P(Z<1,26) =0,8961...~ 0,896.

Pinta-ala ilmaisee todenndkoéisyyden, ettd normitetun muuttujan Z
arvo on korkeintaan 1,26. Siis, pinta-ala ilmaisee todennakdoisyyden,
ettd normaalijakaumaa noudattavan muuttujan X normitettu arvo on
korkeintaan 1,26.

b) Véritettya aluetta vastaavat arvot Z = -0,65.
Pinta-ala ilmaisee todennadkdéisyyden P(Z = -0,65)

P(Z=2-0,65)=0,7421...~ 0,742.

Pinta-ala ilmaisee todenndkoéisyyden, ettd normitetun muuttujan Z
arvo on vahintdan -0,65. Siis, pinta-ala ilmaisee todennakoisyyden,
ettd normaalijakaumaa noudattavan muuttujan X normitettu arvo on
vahintaan -0,65.



c) Varitettya aluetta vastaavat arvot -1,37 < Z< 0,52.
Pinta-ala ilmaisee todenndkdisyyden P(-1,37 < Z< 0,52).
P(-1,37<7Z<0,52)=0,6131...20,613.

Pinta-ala ilmaisee todenndkoisyyden, ettd normitetun muuttujan Z
arvo on valilla -1,37-0,52. Siis, pinta-ala ilmaisee todenndkoisyyden,
ettd normaalijakaumaa noudattavan muuttujan X normitettu arvo on
valilla -1,37-0,52.



184.
X~ N(10,4)
u=10jaoc=4

Ratkaistaan raja a sopivan ohjelmiston avulla.

a) Tapahtuman X < a todennakoisyys on 67 % = 0,67.

P(X<a)=067 <«

a=11,75...x12.

Laskinohjelmiston kédnteiseen
normaalijakaumatoimintoon sy6tetidn
pinta-ala 0,67 sekd u = 10 ja ¢ = 4.

b) Arvoista 8 % on suurempia kuin g, joten korkeitaan a:n suuruisia
arvoja on 100 % - 8 % = 92 %. Kertymatodennakoisyys on siis

P(X<a)=092 <«

a=1562..x16

Laskinohjelmiston kédnteiseen
normaalijakaumatoimintoon syStetddn
pinta-ala 0,92 sekd u = 10 ja 0 = 4.

c) Maaritetdaan kertymatodennakoisyys ylarajalle a.

Symmetrian perusteella vililla [10, a] on

90 % .
— = = 45 % arvoista.

Odotusarvoa 10 pienempia arvoja on 50 %, joten

P(X<a)=0,50 + 0,45

P(X<a)=095. <+« —

a=16,57...x17.

Laskinohjelmiston kidnteiseen
normaalijakaumatoimintoon sy6tetddn
pinta-ala 0,95 seki u = 10 ja 0 = 4.




185.
X~ N(7;0,5)

u=7jaoc=05

a) Ratkaistaan raja a sopivan ohjelmiston avulla.

P(X<a)=040 <

a=6,87..=6,9.

Laskinohjelmiston kiddnteiseen
normaalijakaumatoimintoon syétetdin
pinta-ala 0,4 sekd u = 7 ja 0 = 0,5.

b) Paatellaan kertymatodennakoisyys.

P(X<a)=1-0,07

P(X<a)=093

Laskinohjelmiston kidnteiseen
normaalijakaumatoimintoon sy6tetidn
pinta-ala 0,93 sekd u = 7 ja 0 = 0,5.

a=773..x7,7



186.

Satunnaismuuttuja X = "ihmisen dlykkyysosamaara”.
X ~N(100,15)
u=100jaoc=15

Merkitdadn kysytyn valin ylarajaa kirjaimella a.

50 %

a

100

50 %
2

= 25 9% vaestosta.

Symmetrian perusteella valilla [100, a] on

Viaestdstd puolet on dlykkyysosamaaraltdan odotusarvon alapuolella.

100 a

Kertymatodennakoisyys on

P(X<a)=0,50 + 0,25 — .
Laskinohjelmiston kidnteiseen

P(X<a)=0,75 <«———— normaalijakaumatoimintoon syStetiin
pinta-ala 0,75 sekd u = 100 ja o = 15.

a=110,117...~ 110,11



Vilin yldrajaa on 110,1 - 100 = 10,11 yksikk6a odotusarvoa suurempi.
Vilin alaraja on vastaavasti 10,11 yksikkod odotusarvoa pienempi.

Alaraja on 100 - 10,11 = 89,89.

Vaestosta tismalleen puolet kuuluu dlykkyysosamaaraltaan valille
[89,89; 110,11].

Tarkistus: P(89,89 <X<110,11) = 0,4996... % 50,0 %



187.
Normitettu normaalijakauma Z ~ N(0,1).

u=0jao=1.

a) Varitettya aluetta vastaavat muuttujan arvot Z < a.

Pinta-ala ilmaisee todennakoisyyden P(Z < a).

Laskinohjelmiston kidnteiseen
P(Z <a) =0,94 <+— normaalijakaumatoimintoon syGtetdin
pinta-ala 0,94 sekiu = 0ja o= 1.

a =1,5547 ... = 1,555

Luku a ilmaisee normitetun muuttujan Z arvon, jota pienempia arvoja
on 94 %. Siis, luku a ilmaisee normaalijakaumaa noudattavan
muuttujan X sitd arvoa vastaavan normitetun arvon, jota pienempia
arvoja on 94 %.

b) Varitettya aluetta vastaavat muuttujan arvot Z = a.
Pinta-ala ilmaisee todennakoisyyden P(Z = a).

P(Z =z a)=0,27

P(Z<a)=1-027

Laskinohjelmiston kéddnteiseen
P(Z <a)=0,73 <«—— normaalijakaumatoimintoon syStetiin
pinta-ala 0,73 seki u = 0ja o= 1.

a=06128... = 0,613

Luku a ilmaisee normitetun muuttujan Z arvon, jota suurempia arvoja
on 27 %. Siis, luku a ilmaisee normaalijakaumaa noudattavan
muuttujan X sitd arvoa vastaavan normitetun arvon, jota suurempia
arvoja on 27 %.



c) Varitettya aluetta vastaavat muuttujan arvot —a < Z < a.

Pinta-ala ilmaisee todennakoéisyyden P(—a < Z < a).

Paatelladn kertymatodenndkoisyys yldrajalle a. Symmetrian

perusteella vililla [0, a] on pinta-ala eli todenndkoisyys O’ZE = 0,43.

Odotusarvon 0 vasemmalla puolella on todenndkdéisyys 0,5.

P(Z<a) =05+ 0,43

Laskinohjelmiston kddnteiseen
P(Z < Cl) = 0,93 <“— normaalijakaumatoimintoon syStetdin

a=14757 .. = 1,476

pinta-ala 0,93 sekiu =0jao=1.

Luku a ilmaisee odotusarvon 0 suhteen symmetrisen valin, jolla on

86 % normitetun muuttujan Z arvoista. Siis, luku a ilmaisee
normaalijakaumaa noudattavan muuttujan X jakaumasta sellaisen
odotusarvon suhteen symmetrisen valin yldrajan, jossa valilla on 86 %
muuttujan arvoista.



188.

Satunnaismuuttuja X = "television kestoika (vuosina)”.
X~N(4,6;1,2)

u=46jao=1,2.

a) Jakauman odotusarvo u = 4,6 on myos jakauman mediaani: se
ilmaisee kestoikad, jonka puolet televisioista alittaa ja puolet ylittaa.

Siis, puolet televisioista kestda korjauksitta korkeintaan 4,6 vuotta ja
puolet vahintdan tdiman ajan.

Odotusarvolla on my6s seuraava tulkinta: jos tutkittaisiin suuri maara
televisioita, niiden kestoidn keskiarvo olisi likimain 4,6 vuotta.

b) Lasketaan tapahtuman X = 5 (vuotta) todenndkéisyys.

P(X>5)=0,369..~37% Laskinohjelmiston normaalijakauma-
<— toimintoon syOtetddn alaraja 5, yldraja
osekip=4,6jac =12

c) Televisioista 3 % joudutaan korjaamaan takuuaikana eli
tapahtuman X < a todennakoisyys on 0,03.

Laskinohjelmiston kiinteiseen

47 .. . . . eeee
normaalijakaumatoimintoon syGtetddn

P(X <a)=0,03 . . .
pinta-ala 0,03 sekd u = 4,6 ja o = 1,2.

a = 2,343 = 2,3 (vuotta)



189.

Satunnaismuuttuja X = "kilpailussa saatu pistemaara”.
X ~N(u, o)

u=630jaoc=134.

a) Lasketaan tapahtuman X = 50 todennakéisyys.

P(X >50)=0,834..~83%

b) Merkitdan loppukilpailuun paasevien pistemadraa kirjaimella a.
Osallistujista 10 % paasee loppukilpailuun eli P(X = a) = 0,10.

63 a

Kertymatodennakéisyys on

P(X<a)=1-0,10

Laskinohjelmiston kiddnteiseen
P(X<a)=0,90 <«——— normaalijakaumatoimintoon syétetiin
pinta-ala 0,9 sekd u = 63 ja 0 = 13,4.

a=380,172..= 80

Loppukilpailuun paisevien pisteraja on 80 pistetta.



Huomautus: Ratkaisussa pistemaara pyoristettiin normaalien
pyoristyssaantdjen mukaan alaspain. Todennakoisyys, etta
satunnainen kilpailija saa vahintaan 80 pistettd on

P(X=80) =0,10228...~ 10,2 %

eli normaalijakaumamallin mukaan hivenen yli 10 % kilpailijoista
hyvaksytdan loppukilpailuun, kun rajana on 80 pistetta.



190.

Satunnaismuuttuja X = "marsun pituus (cm)”.
X~N(22,4)

u=22jao=4.

a) Lasketaan tapahtuman 19 < X < 24 todenndkdisyys.

P(19 < X < 24) = 0,464 ... ~ 46 %

Marsuista 46 % on pituudeltaan valillda 19 cm - 24 cm.

b) Merkitddn valin ylarajaa kirjaimella a (cm).

50 % .
® = 25 9% arvoista.

Symmetrian perusteella valilla [22, a] on



Keskipituutta 22 (cm) pienempia arvoja on 50 %, joten
kertymatodennakoisyys on

P(X<a)=0,50 + 0,25

Laskinohjelmiston kéddnteiseen
P(X<a)=0,75. <—— normaalijakaumatoimintoon syétetidn

inta-ala 0,75 scki u = 22 ja 0 = 4.
(1:24,692:25 (Cm) pinta-ala U,75 seka u jao

Vilin yldraja on 25 - 22 = 3 (cm) keskiarvoa suurempi.
Vilin alaraja on vastaavasti 3 (cm) keskiarvoa pienempi.

22-3=19 (cm)

Kysytty véli on [19 cm, 25 cm].

c) Merkitaan kirjaimella a sita pituutta, jota lyhyempia on 99 %
marsuista.

supermarsut

P(X < a) = 0,99 Lo

a=31,30..~ 31 (cm)

a

Supermarsut ovat pituudeltaan yli 31 cm.



191.
Satunnaismuuttuja X = "kultakolikon halkaisija (mm)”.
X ~N(u,0)

w=njao=0,2n.

Satunnaisesti valitun kultakolikon halkaisija on korkeintaan 76 %
keskiarvosta n silloin, kun halkaisija on korkeintaan 0,76n.

Lasketaan todennakdisyys tapahtumalle X < 0,76n.

Koska jakauman odotusarvo ja keskihajonta eivat ole reaalilukuja,
siirrytdan normitettuun jakaumaan.

Normitetaan ylaraja 0,76n. Normitettu arvo on

7= O,76n—u_0,76n—n_
B o B 0,2n B

-1,2.

Todenndkoisyydeksi saadaan
P(X <0,76n) = P(Z < -1,2)
= 0,1150...
~ 12 %.



192.

Satunnaismuuttuja X = "hattivatin korkeus (cm)”.
X ~N(u,0)

u=hjao=0,6h.

Lasketaan, milld todenndkoéisyydella satunnaisesti valittu hattivatti on
korkeudeltaan vahintdan 2h eli lasketaan todennakoisyys
tapahtumalle X > 2h.

Koska jakauman odotusarvo ja keskihajonta eivat ole reaalilukuja,
siirrytaan normitettuun jakaumaan.

Normitetaan yldaraja 2h. Normitettu arvo on
_2h—p 2h—h
o 06h

Z

Todennadkoisyydeksi saadaan

P(X >2h)=P(Z>=1,666..) <«— Laskinohjelmiston
normaalijakaumatoimintoon

= 0,0477 ...

syOtetdidn alaraja 1,60.. ., yliraja

~ 4,8 %. ©u=0jao=1

Hattivateista 4,8 % on korkeudeltaan vahintain 2h.



193.

Lasketaan arvoa 62 mm vastaavat normitetut arvot.

Iris Setosa: Kun u = 50,0 ja ¢ = 3,5 niin normitettu arvo on
62—u_62—50,0_ 12
6 35 35

= 3,428 ...

Iris Versicolor: Kun p = 59,4 ja 0 = 5,2 niin normitettu arvo on

62—y _62-592 28 _ .
s 52 52 U7

Iris Virginica: Kun p = 65,9 ja 0 = 6,4 niin normitettu arvo on
62—u 62-659 -39
o 64 64

= —0,609 ...

Normitettu arvo ilmaisee, kuinka poikkeava arvo 62 mm on kussakin
jakaumassa. Pienin poikkeama keskiarvosta on keskimmaisessa
tilanteessa.

Kurjenmiekka, jonka verholehden pituus on 62 mm, kuuluu
todennakdisimmin lajiin Iris Virginica.



194.

Satunnaismuuttuja X = "testitulos alykkyystestissa”.
X~ N(100,24)

u =100 ja o = 24.

a) Pistemdaran 85 normitettu arvo on

85—u 85—100 —15

Lo = = —0,625.
85 24 24 0,625
Pistemdaran 130 normitettu arvo on
130—u 130-100 30
Z130 = = = — = 1,25

o 24 24

b) Lasketaan todennikoisyys tapahtumalle X < 85.

Todenndkoéisyys voidaan laskea
my0s normitetun arvon avulla.

P(X < 85) = 0,265 ... ~ 27 %
P(Z < —0,625) =0,265...~ 27 %

Lasketaan todenndkoisyys tapahtumalle X > 130.
P(X >130)=0,105.. = 11 %



c) Merkitaan kirjaimella a sellaista pistemaaraa jolla P(X = a) = 0,05.

parhaat
5%

0,95

100 a

Kertymatodennakoisyys on talloin
P(X<a)=1-0,05
P(X <a) =095
a=139,47 ..

Alykkiin 5 % testiin osallistuneista saa siis vahintian 140 pistetta.

Huomaa, ettd pistemaara on pyoristettdava ylospain.



d) Merkitaan kysytyn valin ylarajaa kirjaimella a.

75 %
2

Symmetrian perusteella valille [100, a] kuuluu = 37,5% = 0,375.

Odotusarvoa 100 pienempia arvoja on 50 %, joten
kertymatodennakoisyys on

P(X < a) = 0,50 + 0,375
P(X < a) = 0,875
a=127,60..~ 128

Vilin yldraja 128 (pistettd) on 128 - 100 = 28 pistetta odotusarvoa
suurempi.

Vilin alaraja on vastaavasti 28 pistettd odotusarvoa pienempi.

100-28=72

Kysytty vali on 72-128 pistetta.



195.
Satunnaismuuttuja X = "aika, jonka kuivaaja toimii vioittumatta (kk)".
X~N(u, o)

u=152jao=2>5.

a) Takuuaika on yksi vuosi eli 12 kk. Kuivaaja joutuu
takuukorjaukseen, jos se vioittuu vuoden aikana, eli jos X < 12.

P(X <12)=0,100.. 10 %

Kuivaajista 10 % joutuu takuukorjaukseen.

b) Lasketaan tapahtuman X > 18 todenndkdisyys.
P(X >18)=10,1313..= 13 %

Kuivaajista 13 % toimii vioittumatta yli 18 kuukautta.



196.

Satunnaismuuttuja X = "kiihdytysaika nopeuteen 100 km/h
(sekuntia)”.

X~ N(10,5; 2,8).
u=105jaoc=28

a) P(X<4)=0,0101..~1%
P(X=12)=0,296...~ 30 %

b) Merkitaan kysyttya aikaa kirjaimella a (sekuntia).

Autoista 85 % kiihtyy nopeuteen 100 km/h ajassa a. Siis, tapahtuman
X < a todenndkdisyys on 0,85.

P(X <a) =085
a=13,402 ..~ 13 (s)



197.

Satunnaismuuttuja X = "ajoneuvon nopeus (km/h)”".
X~N(76,6)

u=76jaoc=6.

Lasketaan todennakdisyys tapahtumalle 80 < X < 95.
P(80 < X <95) =0,2517..~ 252 %

Siis 25,2 % autoilijoista voisi saada rikesakon.



198.

Satunnaismuuttuja X = "hedelmékarpasen elinika (vrk)”.
X ~N(u,0)

uw=203jac=9,3.

a) Lasketaan todennakoisyys tapahtumalle X < 7.

P(X <7)=0,0763..=0,076.

b) Lasketaan todennakoisyys tapahtumalle X > 30.
P(X >30)=0,148..=148.. %.

Kéarpasista 14,8... % eli yli kuukauden. Naita karpasia oli

0,148 ...-1203 646 = 178 707,34 ... = 180 000 (kappaletta).

c) Merkitaan kysyttya aikaa kirjaimella a (vrk). Tapahtuman X < a
todenndkdoisyys on 0,95.

Laskinohjelmiston kidnteiseen
P(X <a) =095 <+——— normaalijakaumatoimintoon syGtetdin
pinta-ala 0,95 sekd u = 20,3 ja ¢ = 9,3.

a=355..= 36

Karpasista 95 % oli kuollut 36 vuorokauden kuluttua.



199.
Normitetaan opiskelijoiden pistemaarat.
Lukiossa A pistemaarien keskiarvo on u = 72 ja keskihajonta 0 = 9,2.

Alinan pistemdaran 82 normitettu arvo on
82—u 82-72 10
o 92 92

= 1,086... = 1,09.

Lukiossa B pistemdarien keskiarvo on p = 72 ja keskihajonta o = 6,8.
Bertan pistemadran 80 normitettu arvo on

80—u 80-72 8

o 68 68

=1176.. = 1,18.

Verrataan normitettuja arvoja: Bertan arvo on suurempi (1,18 > 1,09),
joten Bertta parjasi kokeessa suhteellisesti paremmin kuin Alina.

Satunnaismuuttujan X = "pistemaara lukiossa B”.
Y~N(72;6,8)
u=72jac=6,8

Lasketaan tapahtuman 72 < X < 80 todennakaéisyys.
P(72 <X <80)=0,380..~38%

Keskiarvoa paremmin mutta Berttaa huonommin menestyi 38 %
lukion B opiskelijoista.



Satunnaismuuttujan Y = "pistemaara lukiossa A”.
Y~N(72;9,2)
u=72jaoc=9,2

Lasketaan tapahtuman Y > 82 todennakoisyys.

P(Y >82)=0,138.. 14 %

Alinaa paremmin menestyi 14 % lukion A opiskelijoista.



3.3 Normaalijakaumasovelluksia

200.

a) Satunnaismuuttuja X = “30-vuotiaan suomalaismiehen pituus (cm)”.
X~N(u, o)

u=180,0jac=5,8

Lasketaan tapahtuman X > 200 (cm) todennakdisyys.

Laskinohjelmiston
P(X > 200) = 0,0002821... ~ 0,028 % normaalijakaumatoimintoon

syOtetddn: alaraja 200, yldraja oo,
u=180jao=58.

Siis, normaalijakaumamallin mukaan, 30-vuotiaista miehista 0,028 %
on pituudeltaan vahintdan kaksi metria.

b) Suomalaisia 30-vuotiaita miehia on aarellinen (rajallinen) maara.
Frekvenssijakaumassa on siis darellinen maara havaintoja.

» normaalijakaumamallissa on daretdn maara havaintoja

Suomalaisten 30-vuotiaiden miesten pituuksilla on jokin positiivinen
alaraja. Pisin suomalainen mies on Sami Eerola, jonka pituus on
218 cm.



Tapahtumat X < 0 (cm) ja X > 218 (cm) ovat siis mahdottomia, silla
suomalaisten 30-vuotiaiden miesten minimipituus on jokin
positiivinen luku, ja pituus on korkeintaan 218 cm.

» normaalijakaumamallissa kaikki reaalilukuarvot ovat
mahdollisia

Normaalijakaumamalli on "ideaalimalli”, joka ei huomioi kdytdnnossa
esiintyvia epasaannollisyyksia eikad poikkeavia havaintoja.



201.

Satunnaismuuttuja X = "ylioppilaskokeen pistemaara”.
X~ N(u, o)

u=2736jac=12,23

a) Merkitddn laudatur-arvosanan pisterajaa kirjaimella a. Laudaturin
saa korkeintaan 5 % kokelaista, joten tapahtuman X = a
todenndkdoisyys on korkeintaan 0,05.

laudaturit
<5%

27,36 a

Kokelaista vahintadn 95 % saa laudaturin pisterajaa pienemman
pistemaaran.

Tapahtuman X < a todennakdisyys on siis oltava vahintaan 0,95.

P(X<a)=0,95 Laskinohjelmiston kidnteiseen
“—— | normaalijakaumatoimintoon syétetiin
a=47,4765... pinta-ala 0,95 seki u = 27,36 ja 0 = 12,23.

Kun pisteraja on a =47,4765... (> 47), laudatureja on
normaalijakaumamallin mukaan (tasan) 5 %. Pisterajan a kasvaessa
laudaturien maara pienenee. Pisteraja on siis pyoristettava ylospain.

Alin pistemaarg, jolla saa laudaturin on 48 pistetta.



b) Suoritus on hyvaksytty, jos pistemadra X on vahintdan 12.
Lasketaan todenndkdisyys tapahtumalle X > 12.

P(X>12) = 0,8954...~ 89,5 %

c) Ylioppilaskokeen pistemaara on valilla 0-60. Siis, negatiiviset arvot
sekd pistemaadraa 60 suuremmat arvot ovat mahdottomia.

» normaalijakaumamallissa kaikki reaalilukuarvot ovat
mahdollisia

Ylioppilaskokeen pistemaara on diskreetti muuttuja, silld kokeessa on
mahdollisuus saada vain kokonaislukupistemaaria.

» normaalijakauma kuvaa jatkuvaa jakaumaa



202.

Satunnaismuuttuja X = "television kestoikd ennen ensimmaista
korjausta (vuosina)”.

X~ N(u, o)
u=46jac=1,2

a) Tapahtuman "ainakin yksi kolmesta” vastatapahtuma on "ei yhtdaan
kolmesta” eli kaikki kolme televisiota toimivat alle viisi vuotta.

Lasketaan todennakdisyys, etta yksi televisio toimii alle viisi vuotta.

P(X < 5) = 0,6305 ...

Kertolaskusaannon mukaan kolme televisiota toimivat alle viisi vuotta
todennakoisyydella

P (3 toimii alle viisi vuotta) = (0,6305 ...)3 = 0,2507 ...

Vastatapahtuman todenndkoéisyys on

P (ainakin yKksi toimii viisi vuotta) = 1 — 0,2507 ... = 0,7492 ... = 0,75.



b) Televisio joudutaan huoltamaan viiden vuoden aikana, kun X < 5.

P(X <5) =0,6305...

Todenndkoisyys ilmaisee myos viiden vuoden aikana huoltoa vaativien
televisioiden prosenttiosuuden.

0,6305 ...- 350 = 220,695 ... = 220 (televisiota).

Huomaa, ettd vastaus pyydettiin kahden merkitsevan numeron
tarkkuudella.

c) Merkitaan takuuaikaa kirjaimella a (vuotta). Televisio joudutaan
huoltamaan takuuaikana, jos X < a. Taman tapahtuman
todenndkoisyys saa olla enintddn 1,6 % = 0,016.

P(X <a)=0,016
a=2,026... = 2,0 (vuotta)



203.

Satunnaismuuttuja X = "kirjekuoren paino (g)”.
X~N(u, o)

u=195jao=0,05

a) Lasketaan tapahtuman X > 2 todennakoéisyys.

Laskinohjelmiston
P(X>2)=0,1586...x0,16 <— normaalijakaumatoimintoon
syOtetddn: alaraja 2, yliraja
sekd u = 1,95 ja ¢ = 0,05.

b) Tapahtuman "ainakin yksi 150:std” vastatapahtuma on "ei yhtaan
150:std” eli kaikki 150 kirjekuorta painavat korkeintaan 2 g.

P(X <2)=0,8413..

Kertolaskusdannon mukaan 150 kirjekuorta painavat jokainen
korkeintaan 2 g todennékdisyydella

P(150 korkeintaan 2 g) = (0,8413...)150 = 5,573 ...- 10712

Vastatapahtuman todenndkoéisyys on
P(ainakinyksiyli2g) =1—-5,573...- 1072 =~ 1

Kyseessa on siis (lahes) varma tapaus.

c) Todennakdisyys, etta kirjekuori painaa yli 2 g on P(X > 2) = 0,1586...
0,1586...- 150 = 23,798... ~ 24 (kuorta)



204.

Satunnaismuuttuja X = "lampun kestoika (h)”.
X~ N(u, o)

1 =28000jaoc=2000

a) Yksi lamppu palaa vuodessa 8 - 5 - 52 = 2080 (tuntia).
Kahdessa vuodessa lamppu palaa 2 - 2080 = 4160 (tuntia).

Lamppu kestaa korkeintaan kaksi vuotta, kun X < 4160.

Laskinohjelmiston
P(X < 4160) = 0,0274... < | “ormaaljakaumatoimintoon
syOtetddn: yliraja 4160 sekd

u = 8000 ja o= 2000.

Todennadkoisyys ilmaisee myos korkeintaan kaksi vuotta kestavien
lamppujen prosenttiosuuden.

0,0274 ...- 300 = 8,228 ... 8 (lamppua).



b) Merkitdan vaihtoaikaa kirjaimella a (h). Lamppu sammuu ennen
vaihtoa, kun X < a. Sammuvien lamppujen prosenttiosuus on
100 % -90 % =10 % = 0,10.

Laskinohjelmiston kidnteiseen
P(X < a) = 0,10 normaalijakaumatoimintoon
o ' syOtetddn: pinta-ala 0,10 sekd

a = 5436,986 ... (h) w = 8000 ja o = 2000,

Lamput on siis vaihdettava 5436,986 ... tunnin polttamisen jalkeen.

Lamppuja poltetaan 2080 tuntia vuodessa.

2,613... vuotta
5436,986 ... =2a+
= 2613.. <« _Za 0,613...- 12 kk
2080 =2a+7366... kk
~2a7kk

Vaihtoaika tulee siis olla 2,613 ... vuotta eli noin 2 vuotta ja 7
kuukautta.



205.

Satunnaismuuttuja X = "tulppamerkin A kestavyys (ajokm)”.
X~ N(u, o)

u=45000jao=1600

a) Merkitdan vaihtoaikaa kirjaimella a (ajokm). Tulppa ei kesta
vaihtoon saakka, kun X < a. Taman tapahtuman todennakéisyys on
100 % -99,9 % =0,1 % = 0,001.

Laskinohjelmiston kidnteiseen
P(X <a) =0,001 <—— normaalijakaumatoimintoon
syOtetddn: pinta-ala 0,001 sekd
a=400556.. 1 = 45000 ja o = 1600.

a = 40 000 (ajokm)

Tulppa on siis vaihdettava 40 000 ajokilometrin jalkeen.

b) Lasketaan, milla todennakoisyydella tulppamerkin A tulppa kestaa
vaihtoon.

P(X = 40000) = 0,99911 ... 99,91 %

Merkin A tulppa kestaa siis vaihtoon saakka 99,91 %:n varmuudella.
Satunnaismuuttuja Y = "tulppamerkin B kestavyys (ajokm)”.

Y~N(u, o)

u=50000jao=3000



Lasketaan todenndkoisyys, ettd merkin B tulppa kestaa vaihtoon
saakka.

Laskinohjelmiston normaali-

jakaumatoimintoon syGtetdin:

P(Y =40000) = 0,99957 ... = 99,96 % alaraja 40 000, yliraja o,
w =50 000 ja ¢ = 3000.

Merkin B tulppa kestda vaihtoon saakka varmuudella
99,96 % > 99,91 %. Kannattaa siis valita merkin B tulppa.

c) Todennakdisyys, etta yksi merkin A tulppa kestaa vahintaan 44 000
ajokilometria on

Laskinohjelmiston normaali-
jakaumatoimintoon syGtetdin:
alaraja 44 000, ylaraja o,

1 = 45000 ja ¢ = 1600.

P(X >44000) =0,7340... <

Oletetaan, etta tulpan kestavyys perheen kahdessa autossa on
toisistaan riippumatonta. Talloin kertolaskusddannén mukaan kysytty
todennakoisyys on

P(tulppa kestda molemmissa 44 000 ajokm) = (0,7340 ...)?
= 0,538... = 0,54



206.
Satunnaismuuttuja X = "sokeripussin paino (g)”.

X~ N(y; 8,0

Sokeripusseista 95 % painaa vahintaan 1000 g, joten alle 1000 g
painavia pusseja on
100% -95% =5 % = 0,05.

Siis

Odotusarvo U on tuntematon,

P(X <1000) = 0,05

joten siirrytddn normitettuun
jakaumaan N(O, 1).

Ratkaistaan kertymatodenndkéisyytta 0,05 vastaava normitettu arvo
Z.

. . . Laskinohjelmiston kéinteiseen
Normitetuksi arvoksi saadaan . L
normaalijakaumatoimintoon

Z=-1644.. « syOtetddn: pinta-ala 0,05 sekd

u=0jaoc=1

Arvon 1000 (g) normitettu arvo on siis —1,644 ... Muodostetaan yhtalo
ja ratkaistaan p.

1000 —

T 1644
8

©=1013,158...

u~1014 (g)

Huomaa: Vastaus on pyoristetty ylospdin, jotta tehtdvanannon ehto
toteutuu.



Tarkistus:
Kun u =1013, niin
P(X =1000) =0,947..<95%

eli ehto ei toteudu.

Kun y = 1014, niin
P(X =1000) =0,959..>95%

eli ehto toteutuu.



207.
Satunnaismuuttuja X = "kahvipaketin paino (g)”.

X~ N(u; 10)
Kahvipaketeista enintdan 2,0 % sisaltaa alle 500 g.
Siis

P(X < 500) =0,02.

Ratkaistaan kertymatodenndkoisyytta 0,02 vastaava normitettu arvo
Z.

. . . Laskinohjelmiston kéddnteiseen
Normitetuksi arvoksi saadaan .. .
normaalijakaumatoimintoon

7 =—-2,052.. <« syotetiin: pinta-ala 0,02 seki
u=0jaoc=1.

Arvon 500 (g) normitettu arvo on siis —2,052 ... Muodostetaan yhtalo
ja ratkaistaan p.

500 —u
10
u = 520,537 ...

u~521(g)

= —2,052 ...

Tarkistetaan tehtdvdnannossa esiintynyt ehto:
Kun pu =521, niin
P(X <500) =0,017..<2,0%



208.

X ~N(w; 10)
P(X > 80) > 0,85, joten kertymétodennékoisyydeksi saadaan
1-0,85=0,15
P(X <80) < 0,15 0,85
80 M

Ratkaistaan kertymatodenndkéisyytta 0,15 vastaava normitettu arvo
Z.

. . . Laskinohjelmiston kidnteiseen
Normitetuksi arvoksi saadaan - .
normaalijakaumatoimintoon

Z=-1036.. «— — syOtetddn: pinta-ala 0,15 sekd
u=0jaoc=1.

Kertymatodennikoisyys P(X < 80) saa olla korkeintaan 0,15, joten
arvon 80 normitettu arvo on korkeintaan —1,036 ...

Muodostetaan epdyhtalo ja ratkaistaan p.
80 —u
10
1 <90,364 ...

< -1,036...

Odotusarvolle u saadaan siis ehto u < 91.



209.

Satunnaismuuttuja X = "ohi ajavan auton nopeus (km/h)”.

X~ N(68, 0)

a) Autoilijoista 32 % ajoi nopeudella yli 70 km/h, joten
100 % - 32 % = 68 % ajoi korkeintaan nopeutta 70 km/h. Siis

P(X <70) =0,68

Ratkaistaan kertymatodenndkoisyytta 0,68 vastaava normitettu arvo
Z.

Laskinohjelmiston kiddnteiseen

Normitetuksi arvoksi saadaan normaalijakaumatoimintoon

7 = 04676 ... I syOtetddn: pinta-ala 0,68 sekd
u=0jaoc=1.

Arvon 70 (km/h) normitettu arvo on siis 0,4676 ... Muodostetaan
yhtdlo ja ratkaistaan o.

70 — 68

= 0,4676 ...

o=4,276..
o =~ 4,3 (km/h)

b) Lasketaan tapahtuman X > 72 todennakoisyys kayttamalla a-
kohdassa keskihajonnalle saatua tarkkaa arvoa o = 4,276 ...

P(X >72)=0,1747 ... ~ 17 %

Siis mallin mukaan 17 % autoilijoista ylitti nopeuden 72 km/h.



210.
Satunnaismuuttuja X = "tyohonottohaastattelun pituus (min)”.

X ~N(25, 0)

Tapahtuman X < 30 todennadkoisyys on 95 % = 0,95 eli
P(X £30) =095

Ratkaistaan kertymatodenndkéisyytta 0,95 vastaava normitettu arvo

Z.

Laskinohjelmiston kiddnteiseen
Normitetuksi arvoksi saadaan normaalijakaumatoimintoon
syOtetddn: pinta-ala 0,95 sekd
Z=1644.. «—— ,=0jaoc=1

Arvon 30 (min) normitettu arvo on siis 1,644 ... Muodostetaan yhtalo
ja ratkaistaan o.

30 —-25
o

o =3,039..

= 1,644 ...

o = 3,04 (min)

Tarkistetaan tehtdvdanannossa esiintynyt ehto:
Kun o = 3,04, niin

P(X <£30) =0,945 ... < 95 %.



211.

Satunnaismuuttuja X = "vuorokauden keskilampotila maaliskuussa
(OC)".
X~ N(4, o)

Tapahtuman 2,0 < X < 6,0 todennakdisyys on 90 % = 0,90 eli
P(2<X<6)=090

Ratkaistaan kertymatodennékoisyys ylarajalle 6.

Arvot X = 2 ja X = 6 ovat yhta kaukana jakauman odotusarvosta u = 4.
Symmetrian perusteella kertymatodennakoisyys on
1—-0,90 _ 0,10

—_ = 5
2 B 0,05

P(X <6)=0,054+0,90=0,95
0,90

Ratkaistaan kertymatodenndkoisyytta 0,95 vastaava normitettu arvo
Z.

Laskinohjelmiston kéddnteiseen

Normitetuksi arvoksi saadaan normaalijakaumatoimintoon

7 =1644.. < syOtetddn: pinta-ala 0,95 sekd
u=0jaoc=1.




Arvon 6 (°C) normitettu arvo on siis 1,644 ... Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan o.

— =1,644...
g

o=1215...
o~ 1,2 (°C)



212.

Satunnaismuuttuja X = "konvehtirasian massa (g)".

X~N(u, o) « Seki odotusarvo ettd keskihajonta
ovat tuntemattomia.

Tapahtuman X > 480 todenndkdisyys on 96 % = 0,96 eli
P(X < )=1-0,96 = 0,04.

Tapahtuman X < 500 todennakoisyys on 14,5 % = 0,145 eli
P(X <500) = 0,145.

a) Ratkaistaan kertymatodennakoisyytta 0,04 vastaava normitettu

arvo Zi.

Laskinohjelmiston kéddnteiseen
Normitetuksi arvoksi saadaan normaalijakaumatoimintoon
Z, =—-1,750... syOtetddn: pinta-ala 0,04 sekd
u=0jaoc=1.

Ratkaistaan kertymatodenndkoisyytta 0,145 vastaava normitettu arvo
Z2.

Normitetuksi arvoksi saadaan Laskinohjelmiston kiinteiseen
normaalijakaumatoimintoon
Z; =—1058.. syOtetddn: pinta-ala 0,145 seka

u=0jaoc=1.

Normitettujen arvojen avulla saadaan kaksi yhtdloa eli yhtalopari.

TR 1750
o)

500__“: —-1.058

Laskimella yhtaloparin ratkaisuksi saadaan: 4 = 530,556... 531 (g) ja
o =28,878...2 29 (g).



b) Maaritetdan tapahtuman X > 525 todenndkaéisyys.
P(X > 525) =0,5762 ... = 0,58.



213.

Satunnaismuuttuja X =
"pakkauksen massa (g)".

X ~ N(1,80)

n—100 [ 1t + 100

Pakkauksen massa poikkeaa keskiarvosta yli 100 g, kun
X<u-100tai X>100 + p.

Symmetrian perusteella tapahtuman X < = 100 todennakdisyys on
yhta suuri kuin tapahtuman X > 100 + y todennakaisyys.

Lasketaan tapahtuman X > 100 + u todennakoisyys.
P(X > 100+ pw)

Jakauman odotusarvo u on tuntematon, joten siirrytdan normitettuun
jakaumaan N(0, 1). Arvon 100 + y normitettu arvo on

7 = (100 + ~u) —HU =125 Sievenni laskimella.
80 T

Siis Laskinohjelmiston normaali-

P(X > 100+ u) = P(Z > 1,25) = 0,1056 ... jakaumatoimintoon syGtetdin:

alaraja 1,25, yliraja o sekd

pu=0jaoc=1




Todenndkoisyys, ettd pakkauksen massa poikkeaa yli 100 g
odotusarvosta on

0,1056 ...+ 0,1056..=0,2112 ... = 0,21.

n—100 [ 11+ 100



214.

Satunnaismuuttuja X = "yhden akun tydskentelyaika (h)”.
X~N(8,5;1,7)

a) Satunnaismuuttuja Y = "neljan akun kokonaistydskentelyaika (h)”
Satunnaismuuttujan Y ~ N(u, 0), missa

e odotusarvoonpu=4-8,5=34 (h),
e keskihajontaono=1,7 -4 = 3,4 (h).

b) Nelja akkua riittda 40 tunnin tyéhon, kun Y = 40.
P(Y = 40) =0,0388... = 0,039



c) Merkitaan akkujen lukumaaraa kirjaimella n.

n

Satunnaismuuttuja Y = ”"n akun kokonaistydskentelyaika (h)

Satunnaismuuttujan Y ~ N(u, o), missa

e odotusarvo on u =n- 8,5 = 8,5n (tuntia),
e Kkeskihajonta on o = 1,7 - v/n (tuntia).

Akut riittavat 50 tunnin tyéhon 95 % varmuudella, kun
P(Y > 50) = 0,95. Kertymatodenn&koisyys on talloin

P(Y £50)=1-0,95=0,05.

Ratkaistaan kertymatodenndkoisyytta 0,05 vastaava normitettu arvo

Z.

Normitetuksi arvoksi saadaan

Z=-1,644.. #=0jas=1.

Laskinohjelmiston kidnteiseen
normaalijakaumatoimintoon

< | syOtetdin: pinta-ala 0,05 sekd

Arvon 50 (h) normitettu arvo on siis —1,644 ... Muodostetaan yhtalo ja

ratkaistaan n.

. . 50 - 8;5n
Normitus: =—1,644 ...

50-u —» 1,7Vn
o

n=6,736..

n = 7 (akkua)



215.

Satunnaismuuttuja X = "yhden kananmunan paino (g)”".

X ~ N(60; 8)

a) P(X > 68) =0,1586... ~ 0,16

b) Satunnaismuuttuja Y = ”10 munan pakkauksen paino (g)”
Satunnaismuuttujan Y ~ N(u, o), missa

e odotusarvoon u=10-60=600 (g),
e keskihajonta on o =8 -v10 (g).

c) Pakkaus painaa yli 680 g, kun Y = 680.
P(Y > 680) = 0,0007827 ... = 0,00078

Laskinohjelmiston normaali-
jakaumatoimintoon syGtetdin:
alaraja 680, yldraja oo seki

w=600ja o= 8 10.




216.
Satunnaismuuttuja X = "yhden suklaakeksin paino (g)”.

X~N(7,5; 2,5)

a) Satunnaismuuttuja Y = "9 suklaakeksin paketin paino (g)”
Satunnaismuuttujan Y ~ N(u, 0), jossa

e odotusarvoonu=9-7,5=675(g),
e keskihajontaono=2,5-v9 = 7,5 (g).

Keksipaketti painaa yli 80 g, kun Y > 80.
P(Y >80) =0,04779 .. 48 %

Siis keksipaketeista 4,8 % painaa yli 80 grammaa.

b) Merkitdan keksien lukumaaraa pussissa kirjaimella n.
Satunnaismuuttuja Y = "keksipussin paino (g)".
Satunnaismuuttujan Y ~ N(u, 0), jossa

e odotusarvoonu=n-7,5=7,5n(g),
e Kkeskihajontaono=2,5-vn (g).

Keksipussi painaa 90 % varmuudella ainakin 500 g, kun
P(Y = 500) = 0,90. Kertymatodenndkoisyys on talloin

P(Y <£500) =1-0,90 =0,10.



Ratkaistaan kertymatodennakoisyytta 0,10 vastaava normitettu arvo
Z.

Laskinohjelmiston kidnteiseen

Normitetuksi arvoksi saadaan normaalijakaumatoimintoon
Z=-1281.. syéteté.iéin: Einta—ala 0,10 seka
u=0jaoc=1.

Arvon 500 (g) normitettu arvo on siis —1,281 ... Muodostetaan yhtalo
ja ratkaistaan n.

Normitus: — M =—-1281..
500 — 2,5vVn '
o n =70,247 ...

n = 71 (keksid)

Huomaa: Vastaus on pyoristetty ylospain, jotta tehtdvanannon ehto
toteutuu.

Tarkistus:
Kun keksien lukuméara on n = 70, niin satunnaismuuttujan Y

e odotusarvoonu=70-7,5=>525,
e keskihajontaono=2,5-v70 ja

P(Y >500) =0,884... < 90 %
eli ehto ei toteudu.
Kun keksien lukumaara on n = 71, niin satunnaismuuttujan Y

e odotusarvoonu=71-7,5=532,5,
e keskihajontaono=2,5-v71 ja

P(Y = 500) = 0,938 ... > 90 %

eli ehto toteutuu.



217.
Satunnaismuuttuja X = "mutterin halkaisija (mm)”.
X~N(100,1)

Halkaisijan odotusarvo on g = 100 (mm).

a) Laadunvalvonta poistaa mutterin (eli mutteri hyldtdan), jos X < 99
tai X> 101.

Lasketaan kysytty todenndkoisyys vastatapahtuman, eli tapahtuman
"mutteri hyvaksytaan”, avulla.

Mutteri hyvaksytdan, jos 99 < X< 101.
P(mutteri hyvaksytadan) = P(99 < X < 101) = 0,6826 ...

Komplementtisddnnén mukaan kysytty todennakdéisyys on talléin
P(mutteri hylatdan) = 1 — P(mutteri hyvaksytaan)

=1-0,6826...
=0,3173 ...
~ 0,32

b) Satunnaismuuttuja Y = "hyvaksyttavien mutterien lukumaara 10
mutterin otoksessa”.

Y ~ Bin(n, p)
n =10 ja p = P(mutteri hyvaksytaan) = 0,6826 ...

Vahintadn 5 mutteria hyvaksytaan, kun Y = 5.

P(Y =25) =0,9386..~ 0,94 Laskinohjelmiston binomi-
jakaumatoimintoon syStetdin:
7n=10, p = 0,6826... sekd
alaraja 5 ja yldraja 10.




218.
Satunnaismuuttuja X = "testin pistemaara”.

X~ N(50,12)

N ) Laskinohjelmiston normaali-
a) Hakija padsee jatkoon, kun X = 65. jakaumatoimintoon syStetdin:
P(X = 65) = 0,1056 ... = 0,11 alaraja 65, ylaraja 0 seki
u=50ja0=12.

b) Satunnaismuuttuja Y = "jatkoon paasevien hakijoiden lukumaara 12
hakijan joukossa”.

Y ~ Bin(n, p)
n =12 ja p = P(hakija paasee jatkoon) = 0,1056 ...

Hakijoiden joukossa on ainakin kolme jatkoon paasijag, kun Y = 3.

P(Y>3)=0,1257..= 0,13 Laskinohjelmiston binomi-
jakaumatoimintoon syGtetddn:
n=12, p = 0,1056... sekd
alaraja 3 ja yldraja 12.

c) Hakija ei paase jatkoon, kun X < 65.
P(X <65)=1-0,1056..=0,8943 ...

Todennakoisyys, ettei yksikdan 12 hakijasta paase jatkoon on
kertolaskusdadnnon mukaan

(0,8943...)12 = 0,2618 ... = 0,26.



219.

Satunnaismuuttuja X = "yhden asiakkaan palvelemiseen kuluva aika
(min)”.

X~N(3,1)

a) Asiakkaan palveluaika ylittda 5 min, kun X > 5.

Laskinohjelmiston normaali-
P(X >5)=0,0227 - | jakaumatoimintoon syGtetdin:

alaraja 5, yldraja o0 sekd
u=3jpaoc=1.

Kun asiakkaita on suuri maara, todenndkoisyys ilmaisee myds niiden
asiakkaisen prosenttiosuuden, joiden kohdalla palveluaika ylittaa 5
min.

0,0227...-180 = 4,095 ..~ 4

Siis neljan asiakkaan palveluajan voidaan arvioida ylittdvan 5 min.

b) Satunnaismuuttuja Y = "niiden asiakkaiden lukumaarg, joiden
palveluaika on yli 5 min”.

Y ~ Bin(n, p)
n=12jap=0,0227 ...

Useamman kuin yhden asiakkaan palvelemiseen menee yli 5 min, kun

Y=2.

Laskinohjelmiston binomi-
jakaumatoimintoon syGtetdin:

P(Y =22)=0,0293..~ 0,03 n=12,p=0,0227... seki

alaraja 2 ja yliraja 12.




220.

Satunnaismuuttuja Y = "vasenkatisten lukumaara 32 opiskelijan

ryhmassa”.

a) Ihmisista 10 % on vasenkatisia. Siis, todennakoisyys, etta
satunnaisesti poimittu henkilé on vasenkatinen 0,10.

Ryhman muodostuminen voidaan ajatella 32 toiston toistokokeena,
jossa "onnistumisen” (vasenkatisyyden) todenndkdisyys on jokaisen

kohdalla sama: p = 0,10.

Siis, satunnaismuuttuja Y noudattaa binomijakaumaa.

Y ~ Bin(n, p)
n=32jap=0,10

b) P(Y =4)=0,1881.. = 0,19

Laskinohjelmiston binomi-
jakaumatoimintoon syGtetddn:
n=232,p=0,1 sekd arvo 4.

c) Normaalijakauma-approksimaatiossa X ~ N(u, o)

e odotusarvoonu=np=32-0,10=3,2

e keskihajonta on

o=n-p-(1—p)=+32-0,10-0,90 = 1,697 ...

Normaalijakauman avulla kysytylle todenndkdisyydelle saadaan arvio

P(Y =4) ~ P(3,5< X < 4,5) = 0,2080 ... ~ 0,21

Laskinohjelmiston normaali-
jakaumatoimintoon sy6tetddn:
alaraja 3,5, yliraja 4,5 sekd
u=32ja0=1,697.




221.
Paikan ostaneita matkustajia on 184.

Todenndkoisyys, ettd paikan varannut matkustaja saapuu lennolle, on
0,95.

Satunnaismuuttuja Y = "lennolle saapuvien matkustajien lukumaara”.
Y ~ Bin(n, p)
n=184jap=0,95

Paikat riittavat, jos lennolle saapuu korkeintaan 180 matkustajaa, eli
Y <180.

Laskinohjelmiston binomi-

a) P(Y <180) =0,9835... = 0,98 jakaumatoimintoon syotetddn:
n =184, p = 0,95 alaraja 0, yliraja 180.

b) Normaalijakauma-approksimaatiossa X ~ N(u, o)

e odotusarvoonu=np=184-0,95=174,8
e keskihajonta on
o=yn-p-(1—p)=+184-0,95-0,05 = 2,956...

Normaalijakauman avulla kysytylle todennékéisyydelle saadaan arvio

P(Y <£180) = P(X < 180,5) = 0,9787 ... = 0,98

Laskinohjelmiston normaali-
jakaumatoimintoon sy6tetddn:
alaraja —o0, yldraja 180,5 seki
u=1748ja o= 2956...




222.
Asiakkaita on 2500.

Todenndkoisyys, ettd asiakas palauttaa tilaamansa tuotteen, on 0,11.

Satunnaismuuttuja Y = "tuotteen palauttavien asiakkaiden lukumaara”.
Y ~ Bin(n, p)
n=2500jap=0,11

Lasketaan tapahtuman Y = 300 todennakdisyys.

Laskinohjelmiston binomi-
Tapa 1: Binomijakauman avulla: jakaumatoimintoon syétetiin:

P(Y = 300) = 0,0600 ... ~ 0,060 n = 2500, p = 0,11 alaraja 300,
- ’ ’ yliraja 2500.

Tapa 2: Opastuksen mukaan normaalijakauma-approksimaation
X ~ N(u, o) avulla, jossa

e odotusarvoonu=np=2500-0,11=275
e keskihajonta on

o=\n-p-(1—-p)=4/2500-0,11-0,89 = 15,644 ...

Normaalijakauman avulla kysytylle todennékoisyydelle saadaan arvio

P(Y =300) ~ P(X = 299,5) = 0,0586 ... ~ 0,059

Laskinohjelmiston normaali-
jakaumatoimintoon syStetdin:
alaraja 299,5, yliraja o sekd
u=275jac = 15,644...




223.
Satunnaismuuttuja X = "siian paino (g)".

X~ N(170,30)

a) Lasketaan todennakoisyys, etta siika painaa yli 200 g, eli X > 200.

Laskinohjelmiston normaali-
jakaumatoimintoon syGtetddn:
P(X > 200) = 0,1586 ...

alaraja 200, ylaraja o seki
u=170ja o= 30.

Todenndkoisyys ilmaisee myos yli 200 g painavien siikojen
prosenttiosuuden.

0,1586...-20 = 3,173 ...~ 3

Yli 200 g painavia siikoja on kalasaaliissa kolme.

b) Yhden siian painon odotusarvo on u =170 g.
Talléin 20 siian yhteispainon odotusarvo on

20-170 g = 3400 g = 3,4 kg

Kalasaaliin kokonaispaino on arviolta 3,4 kiloa.



224.

Satunnaismuuttuja X = "sytytystulpan kestavyys (ajokm)”.

X~ N(25 000, 2000)

Merkitdan kysyttya ajokilometrimaaraa kirjaimella a.

Tapahtuman X > a todenndkoisyys on 0,95.

P(X > a) = 0,95

Kertymatodennakéisyys on talloin

P(X<a)=1-095
P(X<a) =005 <——
a=21710,292 ...

Laskinohjelmiston kiddnteiseen
normaalijakaumatoimintoon syGtetddn:
pinta-ala 0,05 sekd u = 25 000 ja

a = 2000.

a= 21700 (km)




225.
a) X~ N(y, 4)

P(X < 14,0) = 0,65 Odotusarvo W on tuntematon, joten siirrytiin
normitettuun jakaumaan N(0,1).

Ratkaistaan kertymatodennakoisyytta 0,65 vastaava normitettu arvo
Z.

Normitetuksi arvoksi saadaan Laskinohjelmiston kéinteiseen

7 = 0.3853 normaalijakaumatoimintoon syotetddn:
,

pinta-ala 0,65 sekiu = 0jao= 1.

Arvon 14,0 normitettu arvo on siis 0,3853 ... Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan p.

14 —pu
4
u=12,458...

=0,3853...

u~12,5

b) X ~ N(8, 0)
P(X > 10,0) = 0,07

Keskihajonta 6 on tuntematon, joten siirrytian

normitettuun jakaumaan N(0,1).

Kertymatodennakoisyys on P(X < 10,0) =1 — 0,07 = 0,93.

Ratkaistaan kertymatodenndkoisyytta 0,93 vastaava normitettu arvo
Z.



. . : Laskinohjelmiston kidnteiseen
Normitetuksi arvoksi saadaan Y o o
normaalijakaumatoimintoon sy6tetdin:

Z =1,4757 .. pinta-ala 0,93 sekiu = 0ja o= 1.

Arvon 10,0 normitettu arvo on siis 1,4757 ... Muodostetaan yhtalo ja
ratkaistaan o.

8
= 1,4757 ...

o =1,355...
o= 1,36



226.
Satunnaismuuttuja X = "paperin massa (g/m3) ".
X~ N(80,0)

Tapahtuman X < 75 todennakoisyys on pienempi kuin 5 % eli

P(X < 75) < 0,05 e

75 80
Ratkaistaan kertymatodenndkéisyytta 0,05 vastaava normitettu arvo
Z.

Normitetuksi arvoksi saadaan Laskinohjelmiston kéddnteiseen

normaalijakaumatoimintoon sy6tetdin:
Z =-1,644 .. pinta-ala 0,05 sekiu = 0ja o= 1.

Kertymatodennakoisyys P(X < 75) on pienempi kuin 0,05, joten
arvon 75 normitettu arvo on pienempi kuin —1,644 ...

Muodostetaan epdyhtalo ja ratkaistaan o.
75 — 80
— < —1,644 ..

0<0<3,039..

Hajonta saa siis olla enintdéin o = 3,0 g/m3.



227.

Satunnaismuuttuja X = "pituus (cm)”  «—— perusioukkona on

P(X > 190) = 0,00134 ...

Satunnaismuuttuja Y = "dlykkyysosamaara”
Y~ N(102,12)
P(Y > 140) = 0,000771 ...

Tapahtuman A = "ihminen on yli 190 cm pitka ja
alykkyysosamaaraltdan yli 140” todenndkdisyys on kertolaskusdadnnon
mukaan

P(X >190jaY > 140) = 0,00134 ...- 0,000771 ...

=1,040...-107° Ihmisen pituus ja
alykkyys ovat
toisistaan

Vastatapahtuman A = "ihminen on korkeintaan 190 cm pitka tai
alykkyysosamaaraltaan korkeintaan 140” todennakdoisyys on tallin

P(A) =1-1,040..- 107® = 0,99999895 ...

Lasketaan tapahtuman "ryhmassa ainakin yksi henkilg, jolle
X>190 cm ja Y> 140" todennakoisyys vastatapahtuman avulla.

Vastatapahtuma on, ettd 16 500 ihmisen ryhmassa ei ole yhtaan
henkil64, jonka pituus on yli 190 cm ja alykkyysosamaara yli 140, eli
kaikki ovat sellaisilla, joiden pituus on korkeintaan 190 cm tai
alykkyysosamaara korkeintaan 140.



Kertolaskusaannon mukaan, vastatapahtuman todenndkoisyys on

(0,99999895 ...)16500 = 0,98297 ...

Todennakoisyys, etta ryhmassa on ainakin yksi ehdon tayttava
henkilo, on siis

1-0,98297..=0,0170... = 0,017.

Samaa paattelya, eli kertolaskusaantoa, ei voida kayttaa, silla ihmisen
pituus ja kengdnnumero eivat ole toisistaan riippumattomat.



228.

Satunnaismuuttuja X = "ajoaika leipomosta myymalaan (min)”.

X~N(384)

a) Ajoaika ei ylita 45 min, kun X < 45.

Laskinohjelmiston syotetddn: alaraja —o0, yliraja
45, u = 38 ja 0 = 4. Huomaa:

P(X < 45) =0,9599... normaalijakaumamallissa alaraja on —0 vaikka
todellisuudessa ajoaika on positiivinen luku.

Todenndkoisyys, ettei ajoaika 10 matkalla kertaakaan ylita 45 min on
kertolaskusadnnon mukaan

(0,9599 ...)1% = 0,6644 ... = 0,66.

b) Tapa 1:

Lasketaan kysytty todenndkoéisyys vastatapahtuman avulla.
Tapahtuman "ylittdaa 50 min ainakin kerran” vastatapahtuma on "ei
kertaakaan ylitd 50 min”.

Ajoaika ei ylitda 50 min, kun X < 50.

Laskinohjelmiston
P(X <50) = 0,9986 ... normaalijakaumatoimintoon sy6tetddn:
alaraja —0, yldraja 50, p = 38 ja o = 4.

Todennakoisyys, ettei ajoaika 10 matkalla kertaakaan ylitd 50 min on
kertolaskusdadnnon mukaan

P(ei kertaakaan yli 50 min) = (0,9986 ...)1° = 0,9865 ...



Komplementtisddnnén mukaan kysytty todenndkoisyys on talléin

P(ainakin kerran yli 50 min)
= 1 — P(ei kertaakaan yli 50 min)

=1-0,9865...
=0,0134...
~ 0,013.

Tapa 2:

Satunnaismuuttuja Y = "niiden ajojen lukumaari, joissa ajoaika ylittaa
50 min”.

Y ~ Bin(n, p)
n=10ja
p = P(ajoaika yli 50 min)

Laskinohjelmiston

=P(X>50) < normaalijakaumatoimintoon syétetddn:

= 0001349 ... alaraja 50, yldraja o, u = 38 ja o = 4.

Ajoaika ylittdaa 50 min ainakin kerran, kun Y = 1.

P(Y >1) =0,0134 Laskinohjelmiston binomi-
jakaumatoimintoon syGtetdin:
n =10, p=0,001349... seki
alaraja 1 ja yldraja 10.




229.
Satunnaismuuttuja X = "yhden pariston kayttoika (h)”.
X~N(14;8)

Satunnaismuuttuja Y = "neljan pariston kokonaistydskentelyaika (h)”
Satunnaismuuttujan Y ~ N(u, 0), jossa

e odotusarvoonpu=4-14 =56 (h),
e keskihajontaon o =8-+v4 = 16 (h).

Yksi paketti eli nelja paristoa riittda 48 tunnin kdyttoon, kun Y > 48.

P(Y > 48) =0,6914 ... = 0,69

Laskinohjelmiston normaali-
jakaumatoimintoon sy6tetdén:
alaraja 48, yliraja o0 seki
u=>56jaoc=10.




230.

Heitetdan noppaa 600 kertaa.
Satunnaismuuttuja Y = "kuutosten lukumaara”.
Y ~ Bin(n, p)

n:600jap:%

Laskinohjelmiston binomi-

a) P(95 < Y < 105) = 0,4531 ... ~ 0,45 jakaumatoimintoon sy6tetddn:
n= 600, p = = alaraja 95, yliraja 105.

b) Merkitdan heittokertoja kirjaimella n.
Satunnaismuuttuja Y = "kuutosten lukumaara”. Y ~ Bin(n, %)

P(Y > 10) > 0,90

Normaalijakauma-approksimaatiossa X ~ N(u, o)

e odotusarvoon y = n- % =z l Sievennd laskimella.
1

e Kkeskihajontaono = n-%E:—\/Sn

Normaalijakauman avulla ehdoksi saadaan:

P(X = 9,5) = 0,90
0,10

0,90
Kertymatodennidkoisyys on talldin

P(X<95)<1-090=0,10 9,5 M



Ratkaistaan kertymatodennakoisyytta 0,10 vastaava normitettu arvo
Z.

Laskinohjelmiston kidnteiseen

Normitetuksi arvoksi saadaan normaalijakaumatoimintoon

7 =—-1281 syOtetddn: pinta-ala 0,10 sekd
- ) ans

u=0jaoc=1.

Arvon 9,5 kertymatodennakoisyys P(X < 9,5) on korkeintaan 0,10,
joten arvon 9,5 normitettu arvo on korkeintaan —1,281 ...

Muodostetaan epayhtilo ja ratkaistaan n.

Normitus: 95 — n
9,5 — T 6
) H’ —> 1 S 1,281 e
o 6 5n
n = 83,127 ...

Siis tarvitaan vahintiin 84 heittoa.

Huomautus: Ratkaisussa arvioitiin normaalijakauman avulla, etta
noppaa on heitettava vahintaan 84 kertaa, jotta tehtdvanannossa
esiintyva ehto toteutuu.

Itse asiassa, 83 heittoa riittia.

Satunnaismuuttuja Y = "kuutosten lukumaara”.

Y~ Bin(83, )

Talloin Laskinohjelmiston binomi-

P(Y > 10) — O 9036 > 0 90 jakaumatoimintoon sy(')'teté.én:
- ! g 1 . ..
n=283p= P alaraja 10, yldraja 83.




Laskinohjelmiston binomi-
Sen sijaan 82 heittoa ei riita: jakaumatoimintoon syétetiin:

P(Y = 10) = 0,8956 ... < 0,90 n= 82, p = = alaraja 10, ykiraja 82.

Normaalijakauman avulla saatiin siis melko tarkka arvio tarvittavien
heittojen lukumaaralle.
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