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a) Laatikossa on punaisia tennispalloja 24—-10—-8 =6 kappaletta.

P(punainen pallo)

_ n("punainen pallo")
~ n("kaikki pallot")
6

24

1 0,25
4
b)
P(valkoinen tai keltainen pallo)

_ n("valkoinen tai keltainen pallo")
n("kaikki pallot")

~_8+10
24
18
T4

zz=0,75
4

Vastaus a) %z 0,25 b) %= 0,75
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a) Sateenvarjoja on telineessd 2+1+1=4 kappaletta ja esineitd
on yhteensd 2+1+1+1+1+6=12 kappaletta.

n("sateenvarjo")

P(sateenvarjo) = —
n("kaikki")
= 4 = 1 ~ 0,333
12 3

. n("musta sateenvarjo"
b) P(musta sateenvarjo) = ( 107

n("kaikki")
2 o6
12 6

¢) P(golfmaila) = n("golfmaila")

n("kaikki")
12 2

d) Esineiti, jotka eivit ole sateenvarjoja on yhteensd 1+1+6=38
kappaletta.

n("ei sateenvarjo")

P(ei sateenvarjo) =

n("kaikki")
_8 20,667
12 3

Vastaus a) %z0,333 b) %z0,167 C) %:O,S d) §z0,667



b)
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Punaisia numeroita on yhteensd 18 kappaletta.

n("punainen")
n("kaikki")

18 0,486
37

P(punainen) =

Parittomia numeroita on yhteensd 18 kappaletta.

n("pariton")
n("kaikki")

_18 0,486
37

P(pariton) =

Oikeanpuolimmaisessa sarakkeessa on yhteensd 12 numeroa.

n("oikea sarake")
n("kaikki")

_12 0304
37

P(oikea sarake) =




d) Numeroita on yhteensd 4 kappaletta.

("5, 6, 8 tai 9")
n("kaikki")

:iz0,108
37

P(5, 6, 8 tai 9) =

Vastaus a) 18 ~ 0,486
37

b) 18 ~ (0,486
37

c) 12 ~ 0,324
37

d) 2 ~0.108
37



4

Luetellaan kaikki alkeistapaukset taulukoimalla.

Alkeistapausten lukumédrd on 4-4=16.

a)

b)

d)
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2. nro
1 2 3 4
1. nro
1 11 12 13 14
2 21 22 23 24
3 31 32 33 34
4 41 42 43 44

P(13)

P(suurempi kuin 21) =

P(korkeintaan 19) =

n("l3")

1

6

——=—=0,00625
n("kaikki") 1

n("suurempi kuin 21")

11

n("kaikki")

=0,6875
6

n("korkeintaan 19")

P(pienempi kuin 64) =

n("kaikki")

n(" pienempi kuin 64") _ 16 _ |
n("kaikki")

6"



Vastaus a) L=O,0625 b) £= 0,6875 c¢) l=O,25 d)1
16 16 4
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a) Kolikkoa heitetddn kolme kertaa. Merkitddan L = klaava ja R =
kruuna.

Luetellaan kaikki alkeistapaukset: LLL, LLR, LRL, LRR, RRR,
RRL, RLR, RLL

b) Alkeistapauksia on yhteensi 8.

n("tdsmilleen yksi klaava")

P(tdsmilleen yksi klaava)= T
n("kaikki")

=§:0,375
8

n("ainaki kaksi klaava")

¢) P(ainakin kaksi klaava)= —
n("kaikki")

41y
8 2

Vastaus a) LLL, LLR, LRL, LRR, RRR, RRL, RLR, RLL

b) 220,375 ¢) ~=0.5
8 2
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6

Merkitddn E = Elina ja O = Oskari seki kaksi muuta odottajaa X
ja Y.

Luetellaan kaikki mahdolliset lentokoneeseen péaédsevit parit:
EO, EX, EY, OX, OY, XY
Alkeistapauksia on 6 kappaletta.

n("suotuisat")
n("kaikki")

:lz0,167
6

a) P(Elina ja Oskari padsevit koneeseen)=

b)  P(Elina paisee koneeseen)zw

n("kaikki")
6 2

Vastaus a) % ~ 0,167 b) %= 0,5
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7

Kirjataan silmélukujen summat taulukkoon.

6|7(8]9(10(11|12
5/6(7|8]9(10(11
4|/5/6|7|8|9]10

2. heitontulos 3|4 (5|67 |89
2(3|4|5|6|7]8
1(2(3(4|5|6|7

1 2 3 4 5 6

1. heiton tulos

Alkeistapauksia on yhteensd 6-6 =36 kappaletta.

n("suotuisat")
n("kaikki")

_ 2 20,139
36

a) P(summa on 8)=

n("suotuisat")
n("kaikki")

_10_23 0078
36 18

b) P(summa on korkeintaan 5)=

n("suotuisat")
n("kaikki")
— 0 —
="

¢) P(summaon 1)=

0



Vastaus a) = ~ 0,139 b) El ~0,278 c)0
36 18
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8

Kirjataan silmélukujen tulot taulukkoon.

121824
10({15|20
12|16
9 (12
6|8
34
1 2 3 4
nelisivuinen
noppa

kuusisivuinen
noppa

RN WP oo

RINW|AUOO

N[O |00

Alkeistapausten lukuméédrd on 4-6=24.

a) Silmilukujen tulo on vihintddn 9 kymmenessi
alkeistapauksessa.
n("suotuisat")
n("kaikki")
_10_5

=—=—=0,417
24 12

P(tulo vdhintdén 9) =



1211824
10(15|20
12|16
9 |12
6|8
314
1 2 3 4
nelisivuinen
noppa

kuusisivuinen
noppa

= N W b 01O
RINW|AOUOD
N[O |00

b) Alkeistapauksissa kahdessakymmenessa ainakin toisen
silméluku on vdhintdén 3.

o - 1 n("suotuisat"
P(ainakin toinen silméluku vihintéén 3) = n("suotuisat ™)

n("kaikki")
_20_5 0,833
247 6

Vastaus a)iz0,417 b)§z0,833
12 6
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Lukion opiskelijoita 793

Musiikki
229

Liikunta

178

a) Opiskelijoista liitkuntaa ja musiikkia harrastaa 53.

n("suotuisat")
n("kaikki")

=3 0,067
793

P(harrastaa liitkuntaa ja musiikkia)=



b) Opiskelijoista 178 —53 =125 harrastaa litkkuntaa, mutta ei

musiikkia ja 229-53 =176 harrastaa musiikkia, mutta ei
litkuntaa.

Musiikkia tai liikuntaa (tai molempia) harrastaa
125+176+53 =354 opiskelijaa.

n("suotuisat")
n("kaikki")
_ 354

=227~ 0,446
793

P(harrastaa litkuntaa tai musiikkia)=

Opiskelijoista 176 harrastaa musiikkia, mutta ei liikuntaa.

n("suotuisat")
n("kaikki")
_ 176

=——~0,222
793

P(harrastaa vain musiikkia)=

Vastaus ) 0,067  b) 0,446 c) 0,222
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10

A ="min4 puhun aina totta"
B ="ainakin yhdell4 oppilaista ei ole laskinta mukana"
C = "tornin korkeus on vihintiin 27 metrii"

D = "laitumella olevista hevosista yksikéin ei ole valkoinen"
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11

a) P(ei voita mitdin)
=] — P(voittaa ainakin yhden palkinnon)
=1-0,36=0,64

b) P(saa korkeintaan yhden voiton)
=1—- P(voittaa kaksi palkintoa)
=1-0,04=0,96

Vastaus a) 0,64 b)0,96
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12

Mahdollisia syntymépdivid on 365.

Naistd kuukauden ensimmadisid tai viimeisid pdivid on 24
kappaletta.

P(syntymépiiva ei ole kuukauden ensimmaéinen tai viimeinen)
=1- P(syntymépadiva on kuukauden ensimméinen tai viimeinen)
1 n("suotuisat")

n("kaikki")
:l—ﬁzﬂz0,934
365 365
Vastaus ﬂ ~ 0,934

365
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13

a) P(asukas ei kdvele)
=1 — P(asukas kévelee)
=1-0,47=0,53

b) P(asukas ei kuljeta salkkua)
=1- P(asukas kuljettaa salkkua)
=1-0,32=0,68

¢) P(asukas ei kdvele tai ei kuljeta salkkua)
=1- P(asukas kévelee kuljettaen salkkua)
=1-0,17=0,83

Vastaus a)0,53 b)0,68 ¢)0,83
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14

Kolikkoa heitetddn 3 kertaa. Alkeistapausten lukuméaérd on
2-2-2=8.

Merkitddn L =klaava ja R = kruuna.
Luetellaan alkeistapaukset:

LLL, LLR, LRL, LRR, RLL, RLR, RRL, RRR
a) Alkeistapauksissa yhdessd on kolme kruunaa.

n("suotuisat")

P(saadaan kolme kruunaa) = —
n("kaikki")

:l=0,125
8

b) P(ainakin yksi klaava)
=1- P(ei yhtddn klaavaa)
=1- P(kolme kruunaa)

1170875
8 8

Vastaus a) é =0,125 b) % =0,875



15

a)

b)
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Riittdd tarkastella ainoastaan viimeista heittoa, koska
ensimmdiselld ja toisella heitolla saa tulla mika tahansa kuudesta
vaihtoehdosta.

Kolmannella heitolla on tultava silméluku 5 tai 6, joten
suotuisten tapausten lukumiird on 2.

Kaikkiaan kolmannella heitolla on 6 eri tulosmahdollisuutta.

P(kolmannen heiton tulos vihintddn 5)
_ n("suotuisat")
n("kaikki")
1

_2_1 0,333
6 3

Kolmen nopan heitossa alkeistapauksien lukumaéri on
6-6-6=216.

Suotuisten tapausten lukumdiard on 1-1-1=1.

P(kaikkien heittojen tulos on 6)
_ n("suotuisat")
n("kaikki")

:Lz0,00463
216



¢) Kaikista nopista on saatava 1, 2, 3 tai 4.
Suotuisten tapausten lukumdird on 4-4-4=64.

P(kaikkien heittojen tulos korkeintaan 4)

_ n("suotuisat")

n("kaikki")
_o4_ 3 ~ 0,296
216 27

d) Kaéytetddn apuna vastatapahtumaa.

A ="ainakin yksi silméluvuista on viahintdéan 5"

A ="kaikki silmiluvut ovat alle 5"

= "kaikkien heittojen tulos on korkeintaan 4"

P(ainakin yksi silmiluvuista vihintddn 5)
=1 — P(kaikkien heittojen tulos on korkeintaan 4)

zl—i:2z0,704
27 27
1 1
Vastaus a) —~0,333 b) — ~0,00463
3 216

C) iz0,296 d) 2z0,704
27 27
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16

a) Suotuisia alkeistapauksia ovat villasukka-voittoarvat,
joitaon 3 kpl.

n("suotuisat")

P(voittaa villasukat) = —
n("kaikki")
31 0,111
27 9

b) Suotuisia alkeistapauksia ovat patalappu- ja villasukka-
voittoarvat, joita on yhteensd 8+3 =11 kpl.

P(voittaa patalapun tai villasukat)
_ n("suotuisat")
n("kaikki")

= 11 ~ 0,407
27

Vastaus a) 1 =0,111 b) 1 ~ 0,407
9 27
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17
Esan taskussa on yhteensd 3+5+2+1+7+1=19 esinettd.
a) Kolikkoja on yhteensd 3+5+2+1=11.

P(esine on kolikko)="Suotuisat’)

n("kaikki")
= E ~ 0,579
19

b) Kolikkoja, jotka riittdvat maksuksi, on yhteensd 3 kappaletta.

n("suotuisat")
n("kaikki")

Ziz0,158
19

P(esine riittdd maksuksi mutterista)=

c) Tiedetddn, ettd Esan taskusta ottama esine on kolikko, joita on
11 kpl. Kaikkien alkeistapausten lukumééra on siis 11.
Suotuisia alkeistapauksia on 3.

P(esine riittdd maksuksi, kun esine on kolikko)
_ n("suotuisat")
n("kaikki")

=iz0,273
11

Vastaus a)ﬂz0,579 b)iz0,158 c)iz0,273
19 19 11
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18
Merkitddn A = Aaro, B = Birgitta ja C = Cecilia.

Luetellaan kaikki mahdolliset alkeistapaukset. Parissa ensimmadinen
on puheenjohtaja ja toinen sihteeri.

AB, AC, BA, BC, CA, CB
Alkeistapauksia on 6 kappaletta.

a) P(Birgitta pj ja Aaro sihteeri) = P(BA)
_ n("suotuisat")
n("kaikki")

~ 0,167

AN~

b) Alkeistapauksista kahdessa Aaro ei tule valituksi
puheenjohtajaksi eiki sihteeriksi.

. n("suotuisat"
P(Aaroa ei valita ollenkaan)zg

n("kaikki")
—2_1 0333
6 3

Vastaus a) % ~ 0,167 b) % ~ 0,333
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19

Kahta noppaa heitettéessé alkeistapausten lukuméédrd on 6-6=36.

a) Merkitddn taulukkoon suotuisat tapaukset.

2. noppa

= N W bk 0O

1 2 3 4 5 6
1. noppa

Suotuisia alkeistapauksia on 11.

n("suotuisat")
n("kaikki")

=£z0,306
36

P(ainakin toisella nopalla saadaan 6) =



b) Merkitddn taulukkoon suotuisat tapaukset.

2. noppa

= N W bk 0O

1 2 3 4 5 6
1. noppa

Suotuisia tapauksia on 27.

P(ainakin toisella nopalla saadaan vihintdédn 4)

_ n("suotuisat")

n("kaikki")
230
36 4

Vastaus a) E ~ 0,306 b) 3 =0,75
36 4
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20

Kun noppaa heitetddan kolme kertaa, kaikkien alkeistapausten
lukuméédrda on 6-6-6=216.

Merkitddn 6x6-ruudukkoon suotuisten alkeistapausten lukumaddra
kolmannella heitolla.

6({0|0|0]O0|O0]O
5{]1|1(1}1(|1]0

4 12222 |1]0

2.heitto 3 (3|3 (32|10
2414|1312 (|1]0

1|54 |3|2|1]|0

1 2 3 4 5 6

1. heitto

Taulukon perusteella suotuisia tapauksia on yhteensd 55 kappaletta.

P(kolmannella heitolla tulee suurempi silmiluku kuin edellisilld)
_ n("suotuisat")
n("kaikki")

:i ~ 0,255
216

Vastaus i ~ 0,255
216
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a)

b)
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Syotetddn suora y =kx+s geometriaohjelmistoon ja luodaan

liukusédétimet kertoimille £ ja s. Tutkitaan suoran ja
koordinaattiakselien rajaaman kolmion pinta-alaa, kun
kertoimiin sijoitetaan luvut 1, 2, 3, 4, 5 ja 6.

Pinta-ala on suurempi kuin 3 seuraavilla (%, s)-lukupareilla:

(1,3), (1,4), (1, 5), (1,6),
(2,4), (2,5), (2,0),
3,5), (3, 0),

(4,5), (4,0),

(5, 6).

Mahdollisia lukupareja on yhteensd 6-6 =36 kappaletta.
Suotuisten tapausten maard on 12.

P(pinta-ala on suurempi kuin 3)

_ n("suotuisat")

n("kaikki")
121 0333
36 3

Vastaus % ~ 0,333
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a)

b)
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Tutkitaan funktion f(x)=ax’ +bx’ +cx+d kulkua derivaatan
avulla.

f'(x)=3ax> +2bx +c

Kerroin d vaikuttaa ainoastaan funktion kuvaajan sijaintiin
pystysuunnassa, ei kasvavuuteen tai vihenevyyteen.

Jotta funktio f olisi vdhenevé, derivaatan on oltava
epapositiivinen eli  f'(x) <0 kaikilla x.

Talloin derivaatan kuvaajan on oltava alaspdin aukeava
paraabeli, jolla on korkeintaan yksi nollakohta.

Koska kerroin a >0, niin 3a > 0. Siis kuvaaja y = f'(x) on
aina ylospéin aukeava paraabeli kaikilla a =1, 2, 3,4,5,6.

P(funktio f on vidhenevi) =0

Jotta funktio olisi kasvava, on derivaatan saatava ainoastaan
epanegatiivisia arvojaeli  f'(x) >0 kaikilla x.

Derivaatan kuvaajan y = f’(x) on oltava ylospdin aukeava
paraabeli, jolla on korkeintaan yksi nollakohta.

Yhtilossd 3ax® +2bx+c¢=0

on diskriminantin siis oltava negatiivinen tai nolla.



D<0
4b* —12ac <0

4b* <12ac |:(12a) (>0)

2
a0 .

12a
2

c=>2—
3a

Merkitddan 6x6-ruudukkoon saadun epayhtdlon mukaisesti
kolmannella heitolla (c) suotuisten alkeistapausten lukumaira.

60 |1|3|4]4]|5
510|244 ]|5]|5

4 1114 |5|5]|]5]|6

2.heitto(b) 3 |4 |5|6 |6|6 |6
2|(5|6|6|]6|6]|6

1,6|6 6|6 |6]|6

1 2 3 4 5 6

1. heitto (a)

Kaikkien alkeistapausten lukuméaird on 6-6-6=216.

Suotuisten tapausten lukumdird on 167.

P(funktio on kasvava) = % =0,7731...

Vastaus a)0 b) 167 ~0,773
216

~ 0,773
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23

a) Kaikkien alkeistapausten lukumédrd on 6-6-6=216.
Luetellaan kaikki mahdolliset jonot (a, b, ¢), jotka ovat aidosti
kasvavia ja aritmeettisia.

(1,2,3), (1,3,5), (2,3,4), (2,4,6), (3,4,5), (4,5,6)
Suotuisia tapauksia on 6.

P(jono on aidosti kasvava ja aritmeettinen)

_ n("suotuisat")

n("kaikki")
216 36

b) Luetellaan kaikki mahdolliset jonot (a, b, ¢), jotka ovat
geometrisia.

, (3,3,3), (4,4,4), (5,5,5),(6,6,6),

Suotuisia tapauksia on 8.

P(jono on geometrinen)

_ n("suotuisat")

n("kaikki")
8 1 00370
216 27

Vastaus a) L ~0,0278 b) L ~0,0370
36 27
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24

A ="Ainakin yhdell luokan oppilaista

el ole kumisaappaita jalassa"

B ="Kissa ei ole musta"

C ="Korkeintaan yhteen parkkipaikan

autoon on unohtunut ajovalot péélle"
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25

a) P(ei halua mansikkahilloa)
=1- P(haluaa mansikkahilloa)
=1-0,32=0,68

b) P(ei halua kermavaahtoa)
=1- P(haluaa kermavaahtoa)
=1-0,54=0,46

¢) P(ei halua mansikkahilloa tai kermavaahtoa)
=1- P(haluaa kermavaahtoa ja mansikkahilloa)
=1-0,24=0,76

Vastaus a)0,68 b)0,46 ¢)0,76
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26

a) Tontuista suoraan myyntikelpoisia on
100% —21% —13% = 66%.

P(tonttu on suoraan myyntikelpoinen) = 0,66

b) P(tonttu on myyntikelpoinen)

=1— P(tonttu on kokonaan myyntiin kelpaamaton)
=1-0,13=0,87

¢) Valmistetuista tontuista myyntiin menee 66%+21% =87%.
Naistid korjattujaon 21%.

Myytavia
87%

Viallisia
34%
Roskiin

13%

Suoraan
myyntiin
66%

P(myynnissi oleva tonttu on korjattu yksilo)
_ n("suotuisat")

"~ n("kaikki")

0,21
0,87

~ 0,24

Vastaus a)0,66 b )0,87 c) 0,24
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27

Merkitddn toimivat lamput A, B ja C sekd

rikkindiset lamput X ja Y.

Luetellaan kaikki mahdolliset parit, jotka lampuista voidaan
muodostaa:

AB, AC, AX, AY, BC, BX, BY, CX, CY, XY.

Alkeistapauksia on yhteensé 10.

a) A ="ainakin toinen lampuista toimii"

Pareja, joissa on ainakin yksi toimiva lamppu, on 9.

P(d) = n( suot'uls'at ) =i ~0.9
n("kaikki") 10

b) B ="ainakin toinen lampuista on rikki"
Pareja, joissa ainakin toinen lampuista on rikki, on 7.

P(B) = n( suot'uls'at ) =l ~0.7
n("kaikki") 10

Vastaus

a) A ="ainakin toinen lampuista toimii", P(4)= % =0,9

b) B ="ainakin toinen lampuista on rikki", P(B)= % =0,7
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Kun noppaa heitetddn kolme kertaa, alkeistapausten lukumaird on
6-6-6=216.

Tutkitaan tapahtuman
A: "ainakin yhdella heitolla tulee pariton silméluku”
vastatapahtumaa

A ="kaikilla heitoilla saadaan parillinen silmiluku" .

Laaditaan 6x6-ruudukko, johon merkitddn kolmannella heitolla
suotuisten alkeistapausten lukumaira.

603 ]|]0|3]0]3
5(0(0|0|0|0]|O
410130303

2.heitto 3 |0|0|0|0|0]|O
2013|030/ 3
1|10|0|0|O0O|0]|O

1 2 3 4 5 6

1. heitto

Tapahtumalle A4 suotuisten tapausten lukumééri on 27.

P(ainakin yhdell4 heitolla tulee pariton silmiluku)
=1— P(kaikilla heitoilla saadaan parillinen silméluku)
27 189 17

—l-——="=2-0,875
216 216 8

Vastaus % =0,875
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a) Silmédlukujen summaon 1+2+3+4=10.

P(nopalla tulee 3) = % =0,3

b) P(nopalla ei tule 4)
=1- P(nopalla tulee 4)

4 6 3
10 10 5

0,6

¢) P(nopalla tulee vihintién 2)
=1- P(nopalla tulee 1)
1 9

:1——:—

10 10

2

Vastaus a)%=0,3 b) %=0,6 c)i=0,9
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Kun kahdeksansivuista noppaa heitetdin kolme kertaa,
alkeistapauksiaon 8-8-8=512.

Sivuista 3 on punaisia, 1 keltainen ja 4 vihreda.

Tutkitaan tapahtuman A4 ="ainakin yksi vareistd jaa esiintymatta"

vastatapahtumaa A4 = "kaikki vérit esiintyvit".

Merkitdan &x8-ruudukon kuhunkin ruutuun kolmannella heitolla
suotuisten alkeistapausten lukumaira.

2. heitto

OO0 |0O|W | |F|Kk
OO0 |0O|W | |F|Kk
O |O(0O|O(W |k |F |k
O |0O|0|0O|wW|F |k |F
Wiwlwlwlold(d|d
Rk |k, |d|lOo|Oo|O
RlRr|Rr|R[dM|O|O|O
RlRr|Rr|R[dM|O|O|O

1. heitto

Tapahtumalle A4 suotuisten alkeistapausten lukuméaird on 72.

P(ainakin yksi véreistd jd4 esiintymattd)
=1 — P(kaikki vérit esiintyvit)
72 440 _ 55

=]l-——= —~ 0,859
512 512 64

Vastaus 2 ~ 0,859
64
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Todennikoisyyden aksioomat:

1) Todenndkdisyys on aina epanegatiivinen.

2) Varman tapahtuman todennékoisyys on 1.

3) Jos 4 ja B ovat erilliset tapahtumat, niin
P(Atai B)y=P(A)+ P(B) .

Viite: Mahdottoman tapahtuman todennédkdoisyys on aina nolla.

Todistus:
Olkoon E varma tapahtuma (eli satunnaisilmion
perusjoukko) ja sen vastatapahtuma M mahdoton tapahtuma
(eli tyhja joukko).

Aksiooman 2 mukaan tapahtuman E todenndkdisyys on 1
eli P(E)=1.

Tapahtuma “E tai M” on my0s varma tapahtuma, joten
P(E tai M)=1.

Tapahtuma ja sen vastatapahtuma ovat aina erilliset, joten
myo0s E ja M ovat erilliset.

Aksiooman 3 mukaan on

P(E tai M)=P(E)+P(M)
1=1+ P(M)
P(M)=0

Naiin viite on todistettu. O
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a) Olkoon tapahtuma A: “matkustaja joutuu odottamaan bussia yli
6 minuuttia”.

Bussi Bussi
lahtee _ lahtee
15 min
Cﬁ
M

9 min 6 min

Tapahtumalle A4 suotuisan ajanjakson pituus on
m(A)=15min— 6 min =9 min.

Koko perusjoukkoa kuvaavan ajanjakson pituus on
m(E)=15 min.

m(A)  9min —3—06
m(E) 15min 5

P(A) =



b) Olkoon tapahtuma B:”matkustaja joutuu odottamaan bussia alle
10 minuuttia”.

Bussi Bussi
lahtee ) lahtee
15 min
O ]

O )

5 min 10 min

Tapahtumalle B suotuisan ajanjakson pituus on m(B)=10min.

m(B) _ IOm?n =%z0,67
m(E) 15min 3

P(B) =

¢) Olkoon tapahtuma C:”matkustaja joutuu odottamaan bussia
vahintddn 3 minuuttia ja korkeintaan 8 minuuttia”.

Bussi Bussi
lahtee ) lahtee
15 min
O ®
O @ C @

7 min 5 min 3 min

Tapahtumalle C suotuisan ajanjakson pituus on
m(C)=8min—3min =5min.

=m(C)_ 5min =lz0 1

PO m(E) 15min 3

Vastaus a)%=0,6 b)%z0,67 c)%zO,SS
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Olkoon tapahtuma A:” kalastajalle jaa vield vahintdédn 3,0 metrin
pituinen ongenvapa”.

Jotta vapaa jéisi 3,0 metrid, vauriokohta voi sijaita kummassa padssa
vapaa tahansa korkeintaan 2,0 metrin etdisyydelld vavan péésta.

2m 2m

@ . * &

Tapahtumalle 4 suotuisa pituus on
m(4A)=2,0m+2,0m=4,0m.

Koko perusjoukkoa kuvaava pituus on
m(E)=5m.

md) _4m_4_q

= 5 sm 5 "

Vastaus % =0,8
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a) Olkoon tapahtuma A: ”’Sini voittaa karvanallen”.

Tapahtumalle A4 suotuisan kulman suuruus on

m(A4)=30°.

Koko perusjoukkoa kuvaavan kulman suuruus on
m(E)=360°.

p(A)zﬂA):&:Lzo,ogg,

m(E) 360° 12
b) Olkoon tapahtuma B: ’Sini voittaa uusintapyoraytyksen”.

Tapahtumalle B suotuisan kulman suuruus on
m(B) =45°+90°=135°.

ppy="B) 135" 3 5
m(E) 360° 8

¢) Olkoon tapahtuma C: ”Sini ei voita mitd4n”.

Tapahtumalle C suotuisan kulman suuruus on
m(C)=360°—-45°-90°—-30°=195°.

Py 195 13 o,
m(E) 360° 24

Vastaus  a) —~0,083  b) >~0,38 )£~054
12 8 24
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Tikkataulun side on 9-2,0 cm+1,0 cm=19,0 cm. Koko
perusjoukkoa kuvaava pinta-ala on siis
m(E)=m-(19,0 cm)* =361n cm”.

a)

b)

Olkoon tapahtuma A: ’yhdelld heitolla saadaan pistemééraksi
vahintddn 8.

Tapahtumalle 4 suotuisa pinta-ala on
m(A)=mn-(2-2,0 cm+1,0 cm)’ = - (5,0 cm)® = 257 cm®.

_m(4) _ 251 cm® _25 ~0.069

P(4) = 3
m(E) 36lmcm® 361

Tapahtuma B: ”yhdelld heitolla saadaan pisteméaarédksi
korkeintaan 7” on a-kohdan tapahtuman A4 vastatapahtuma.

a-kohdan tuloksen avulla saadaan

- 25 336
P(B)=P(A)=1-P(4)=1-—="-~0,93.
(B) = P(4) (D=1-72=3



¢) Olkoon tapahtuma C: ’yhdelld heitolla saadaan pisteméaaréksi
5”.

Ympyrarenkaiden, joiden pisteméédrd on 5-10, pinta-ala on
n-(5-2,0 cm+1,0 cm)” = 121w cm’.

Ympyrarenkaiden, joiden pistemédrd on 6—10, pinta-ala on
n-(4-2,0 cm+1,0 cm)® =81n cm”.

Tapahtumalle C suotuisa pinta-ala on
m(C)=121n cm® —81n cm® = 40w cm”.

2
P(C):m(c) _ A0 cm2 _ 40 <011
m(E) 36lmtcm” 361

336

Vastaus a) £z0,069 b) — =~
361 361

0,93 ¢) 22 <011
361
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Olkoon tapahtuma
B "kolmion pinta-ala on suurempi kuin 4,0 m*" .

Katkaistaan puurima kohdasta S.

]

¥ G-x

Télloin suorakulmaisen kolmion kateettien pituuksiksi saadaan x ja
6—x.
x-(6—x)
S
Selvitetddn, milloin kolmion pinta-ala on suurempi kuin 4.

Kolmion pinta-alaon 4=

x-(6—x)>4
2
2<x<4

Tapahtumalle B suotuisan osan pituus on
m(B)=40m — 2,0m=2,0 m.

Koko perusjoukkoa kuvaava pituus on

m(E)=6,0m.
py=29m_2_1 033
60m 6 3

Vastaus % ~0,33
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Arvonnassa saadaan tulokseksi piste (x, y), missd 0 <x<2 ja
0<y<3.

Olkoon tapahtuma A : "valittu piste (x, y) toteuttaa ehdon
x+y<3”

Piirretdén tilanne xy-koordinaatistoon.

~

b

Perusjoukko £ on kuvan mukainen suorakulmio, jonka kanta on 2
ja korkeus 3. Suotuisa alue muodostuu niistd suorakulmion E
pisteistd, jotka jddvit suoran y =—x+3 alapuolelle.

Suotuisa alue on puolisuunnikas, jonka pinta-ala on

m(A)=%~2=4.



Perusjoukon E pinta-alaon m(E)=2-3=6 .

p(A)=M=i=z

~0,67
mE) 6 3

Vastaus % ~0,67



Tekija e Pitkd matematiikka 10 o 2.3.2018

38

Arvonnassa saadaan tulokseksi piste (x, y), missd 0 <x<3 ja
0<y<3.

Halutaan, ettd pisteen (x, y) etdisyys origosta on suurempi kuin
kaksi yksikkod, joten saadaan.

Olkoon tapahtuma 4 : ”pisteen (x, y) etdisyys origosta on suurempi
kuin 2.

Piirretédn tilanne xy-koordinaatistoon.

M
y
3
2
1 -
X\
s rd
0 1 2 3

Perusjoukko E on kuvan mukainen suorakulmio, jonka kanta on 3
ja korkeus 3.

Perusjoukon E pinta-ala on m(E)=3-3=9



Suotuisa alue muodostuu niistd suorakulmion E pisteistd, jotka
jaavat 2-siteisen, origokeskisen ympyraneljanneksen ulkopuolelle.

2
Ympyrineljanneksen pinta-ala on 2

=T.

Suotuisan alueen A4 pinta-alaon m(4)=9-mx .

_ m(A) =9—n

P(4) m(E) 9

~ 0,65

Vastaus 0,65
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Tutkitaan keksin keskipisteen sijaintia. Jotta keksi ei osu minkdin
ruudun reunalle, keksin keskipisteen ja ruudun reunan vélisen
etdisyyden on oltava véihintddn keksin séteen suuruinen.

Keksin side on r = 3% =1,5cm.

Koska poytiliina koostuu samanlaisista ruuduista, riittdé tutkia yhta
ruutua. Piirretddn yhdelle ruudulle alueet, joilla keksin keskipisteen
on sijaittava, jotta keksi ei osu mink&dn ruudun reunalle.

5,0 cm 1,5¢cm

a0cm

Tapahtumalle A: ’keksi ei osu mink&én ruudun reunalle” suotuisa
alue muodostuu nelidstd, jonka sivun pituus on
5,0cm—2-1,5cm=2,0cm.

Alueen pinta-alaon m(A4)=2,0 cm-2,0 cm=4,0 cm”.



Perusjoukkona E on pdytéliinan ruutu, jonka pinta-ala on

m(E)=5,0 cm-5,0 cm=25,0 cm®.

_m(A4) 4,0 cm? —i—Ol6
m(E) 25,0cm®* 25

P(A)

Vastaus i =0,16
25
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Lasketaan taulun lavistdja d.

d? =40% +40°
d’ =3200
d =+£~3200 (d>0)
d =402
Taulun lavistdjan puolikas on % = # =2042.

Merkitdédn tauluun heitetyn tikan ja keskipisteen viélistd etdisyyttd
kirjaimella r.

/| tikasta saatu
pistemaara

Talloin tikasta saatu pistemééra on 2072 7.



a) Olkoon tapahtuma A: ’yhdelld heitolla saadaan pistemééraksi
véahintddn 10”.

Saadaan

20427210
F <2042 -10

Suotuisa alue on ympyri, jonka sdde on 20+/2 -10.

_L tikasta saatu
pistemaara

r=20V2 - 10

Lasketaan suotuisan alueen pinta-ala.
m(A4) =n- (2032 —10)

Perusjoukko E on koko tikkataulu.
Perusjoukon E pinta-ala on m(E)=40-40=1600.

_m(4) w2082 -10)
Cm(E) 1600

P(A) ~ 0,656



b) Olkoon tapahtuma B: ’yhdelld heitolla saadaan pistemaaréksi
tasan 20”.

Saadaan

2072 — 7 =20
r =202 -20

Suotuisa alue on 20+/2 —20 siteisen ympyran keha.
Ympyraviivan pinta-ala on 0, joten m(B)=0.

py="B _ 0 _
m(E) 1600

Vastaus a) 0,656 b)0
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Olkoon tapahtuma A: ”Jussi saapuu paikalle ennen Eijaa”.

Merkitddn Jussin saapumisaikaa kirjaimella x ja Eijan
saapumisaikaa kirjaimella y. Kuvataan tilannetta xy-
koordinaatistossa, jolloin kaikki mahdolliset lukuparit (x, y)
sijaitsevat nelidssd. Tilannetta, jossa Jussi ja Eija saapuvat
paikalle yhti aikaa, vastaa nelion sisélld oleva piste, joka on
suoralla y = x. Mikéli Jussi saapuu paikalle ennen Eijaa, on x <
y eli y>x, ja suotuisa alue on nelidn osa, joka on ldvistdjan y =
x yldpuolella.

Ty/ENA

13

12 x/JUSSI
12 13

Perusjoukkoa E kuvaa nelid, jonka pinta-ala on
m(E)=60-60=3600.

Suotuisia tapauksia kuvaa kolmio, jonka kanta on 60 ja korkeus
60. Kolmion pinta-ala on

m(A):@:moo.



Tapahtuman A todennikdisyys on
P(A) = m(A) _ 1800 ~0.5.
m(E) 3600
b) Olkoon tapahtuma B: ’Eija joutuu odottamaan yli 15

minuuttia”. Pisteet (x, y) sijaitsevat nelion siind osassa, jossa
toteutuu ehto x> y+15 eli y <x-—15.

Ty/ENA

13

x /JUSSI

,’y 13

Suotuisia tapauksia kuvaa suoran y =x — 15 alapuolelle jadva

alue, jonka pinta-ala saadaan laskemalla kolmion, jonka kanta on
60—-15=45 jakorkeus 60—15=45, pinta-ala.

m(B)=$:1012,5

Tapahtuman B todennikdisyys on
P(B) = m(B) _1012,5 0,
m(E) 3600

28.

Vastaus a) 0,5 b) 0,28
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a) Olkoon tapahtuma A:’matkustaja pdédsee heti junaan”.

Juna Juna  Juna
ldhtee saapuu lahtee
30 min
O @ o
o @
5 min

Tapahtumalle 4 suotuisan ajanjakson pituus on
m(A) =35 min.

Koko perusjoukkoa kuvaavan ajanjakson pituus on
m(E) =30 min.

P(A):m(A): 5m1.n :i:lzo,”
m(E) 30min 30 6




b) Olkoon tapahtuma B:”matkustaja joutuu odottamaan junaan
padsyd yli 15 minuuttia”.

Juna Juna Juna
lahtee saapuu lahtee
30 min
O Q 9
O Q @ @
10 min 15 min 5 min

Matkustaja ei voi tulla asemalle silloin, kun junaan paédsee
suoraan sisélle ja hdnen on tultava asemalla vdhintddn 15
minuuttia ennen junan saapumista.

Tapahtumalle B suotuisan ajanjakson pituus on
m(B) =30 min—5 min—15 min =10 min .

P(B):m(B)ZIOnn.n:&:lzo’33
m(E) 30min 30 3




¢) Olkoon tapahtuma C: ”matkustaja joutuu odottamaan junaan
padsyd korkeintaan 10 minuuttia”

Juna Juna Juna

ldhtee saapuu lahtee
30 min

O O o

O O o

10 min + 5 min = 15 min

Matkustajan on tultava asemalle korkeintaan 10 minuuttia

ennen junan saapumista tai silloin, kun junaan péésee suoraan
sisdén.

Tapahtumalle C suotuisan ajanjakson pituus on
m(C)=10 min+5 min =15 min .

m(C) _15min _ 15

PO= B ™ 30min 30

b

1
2

Vastaus a) lz0,17 b) lz0,33 C) l=0,5
6 3 2
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Olkoon tapahtuma A4: ” Raimolle jaa vihintddn 16 metrid pitkd
liina”.

Jotta ankkuriliinaa jdisi 16 metrid, leikkauskohta voi sijaita

kummassa pééssé liinaa tahansa korkeintaan 4 metrin etdisyydelld
liinan paista.

4m 4m

Tapahtumalle A suotuisa pituus on
m(A)=4m+4m=8m.

Koko perusjoukkoa kuvaava pituus on
m(E)=20m.

mA)_8m _8 2 .,
5 b

= B " 20m 20

Vastaus % =0,4
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Olkoon tapahtuma A: ”’pallo osuu lautaseen”.
22 cm

Lautasten sdde on 7 = =1lcm.
r=11 cm 80 cm
180 cm

Suotuisa alue koostuu kuudesta lautasesta. Lasketaan suotuisan
alueen pinta-ala.

m(A)=6-n-(11 cm)* = 7267 cm’
Perusjoukko E on koko poyté. Perusjoukon E pinta-ala on

m(E)=180 cm-80 cm =14 400 cm®.

m(A)  726n cm’ _121n

P(4) = - —= ~
m(E) 14400 cm®> 2400

0,16

Vastaus 0,16
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Olkoon tapahtuma A:”’lipputako osuu tielle”.

Piirretdén alue, jolla lipputangon sijaittava, jotta se osuu tichen.

. am
lipputanko

Lasketaan kulman « suuruus.
8
cosa =—
1
o ~57,769°
Tapahtumalle A4 suotuisan kulman suuruus on

m(A)=2a=2-57,769°=115,538°.



Koko perusjoukkoa E kuvaavan kulman suuruus on

m(E)=360°.

play= A 115,538 )
m(E)  360°

Vastaus 0,32
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Arvonnassa saadaan tulokseksi sivun pituus x, jossa 0<x<5.
Nelion pinta-alaon 4 =x’.

Perusjoukon E pituus on m(E)=5-0=5.
a) Olkoon tapahtuma B: ’pituus x toteuttaa ehdon x* <2,

Ratkaistaan epdyhtild.

x' <2
x*=2<0
x*=2=0

x*=2

x:ix/z

x*> —2 kuvaaja on yldspdin aukeava paraabeli, joten x> —2<0
kun —+/2 <x <+/2 . Kun otetaan huomioon maédrittelyehto,
saadaan 0<x<+/2.

Tapahtumalle B suotuisa pituus on m(B) = J2-0=42.

m(B) _ 2

P(B) = )5 0,28



b) Olkoon tapahtuma C: ”pituus x toteuttaa ehdon x* =2

2
X

Il
H o

X

V2 (x=>0)
x=12

Tapahtumalle C suotuisa pituus on m(C) = V2-\2=0.

m(C) =9_

HO= B s

Vastaus a) gz0,28 b) 0
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Valitaan umpiméhkéén kertoimet a ja b, sitenettd 0<a<1 ja
0<bh<l1.

Muutetaan annettu suora ratkaistuun muotoon.

ax—by=0
—by =—ax |(b+#0)
_a
Y—Zx

Suoran kulmakerroin on k = %.

Olkoon tapahtuma

A: “kertoimet a ja b toteuttavat ehdon

1,
<
3

>

Piirretédn tilanne xy-koordinaatistoon siten, ettd kerroin a on y-
akselilla ja kerroin b x-akselilla. Téll6in saadaan

= |
IA

<
IA
W= W]



1
oe
0.6
0.4
-
0.2
8] 0.2 0.4 0.G 0.8 1

Perusjoukko E on kuvan mukainen nelio, jonka sivun pituus on 1.

Suotuisa alue muodostuu niistd nelion £ pisteistd, jotka jadvat

suoran y = %x alapuolelle.

Suotuisan alueen 4 pinta-ala saadaan laskemalla kolmion, jonka

kantaon 1 ja korkeus % pinta-ala.

m(A)=—>=—

Perusjoukon E pinta-alaon m(E)=1-1=1.



|
pay="D 6 1 417

mE) 1 6

Vastaus % ~0,17
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Olkoon tapahtuma A: ’neula osuu ilmapalloon”.
30 cm
=15cm

[Imapallon sdde on r =

Koska koko laatikko koostuu samanlaisista tahkoista, riittdd tutkia
yhté tahkoa.

r

alue, jossa
neula osuu
palloon

ax/

\x 15 cm neula 12,0 cm

syvyyteen
M3 cm~"12 cm




Tapahtumalle 4 suotuisa alue muodostuu ympyristd, jonka
sdde on x. Lasketaan sdteen x pituus.

x*+32 =157
x=1216 (x>0)
x=4/216

Suotuisan alueen pinta-ala on

m(A)=n-(~216 cm)
=n-216 cm’

=2167 cm?

Perusjoukkona on laatikon tahko, jonka pinta-ala
m(E)=30 cm-30 cm =900 cm®

m(A) 216w cm’
m(E) 900 cm®

P(A) = =0,7539...~ 0,754

Vastaus 0,754
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Valitaan umpiméahk&én parametrin p arvo siten, ettd 0< p <1.

Yhtilén x*+ px+1-p=0 ratkaisuna on

X

—prp' —4-1-(-p) _—p\p’+4p—4

2-1 2

a) Olkoon tapahtuma A: ”yhtdl6lla on kaksi ratkaisua™.

Yhtildlld x>+ px+1—p=0 on kaksi ratkaisua, kun

diskriminantti D = p*> +4p —4 on positiivinen.

p+4p-4>0 Ratkaistaan laskimella.
p<-2J2-2~-48 tai p>22-2~038 —1<p<l
ei kelpaa 2\/5—2<p<1

Suotuisa alue on siis 22 -2 < p<l.
Suotuisan alueen pituus on m(A4) = ‘1 — (2\/5 - 2)‘ =3-242 .

Perusjoukon E pituus on m(E) = |1 —(—1)| =2.

P(A)

_md) _ 3_§‘E ~0,0858

m(E)



b) Olkoon tapahtuma B: ’yhtél6ll4 on tasan yksi ratkaisu”.

Yhtildlld x>+ px+1—p=0 on tasan yksi ratkaisu, kun
diskriminantti D= p*+4p—4 =0.

p+4p—4>0

p=-22-2 tai p=242-2
Ratkaisuista p = 242 -2 onvililld [-1, 1].
Pisteen pituus on 0, joten m(B)=0.

ppy="8) _0_
m(E) 2

c) Olkoon tapahtuma C:”yhtdlolla ei ole ratkaisua”.

Yhtilolld x*>+ px+1—p=0 eiole ratkaisua, kun diskriminantti
D= p*+4p—4 <0. A-kohdan perusteella timi toteutuu, kun
-l<p< 242 —2.. Suotuisa alue on siis —1< p< 22-2.

Suotuisan alueen pituus on m(C) = ‘2\/5 -2- (—1)‘ =2J2-1.

_m(C) _2J2-1

PO m(E) 2

~ 0,914

Vastaus 2)0,0858 b)0  ¢)0914
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Olkoon tapahtuma A: “henkilét A ja B ovat kahvilassa samalla
hetkelld”.

Piirretédn tilanne xy-koordinaatistoon, jossa x-koordinaatti kuvaa
henkilon A saapumisaikaa ja y-koordinaatti henkilon B
saapumisaikaa minuutteina kello 9 jalkeen.

Perusjoukkoa E kuvaa neli, jonka pinta-ala on
m(E)=60-60=3600.



Suotuisia tapauksia kuvaa tumman sininen alue, jolloin henkil6t ovat
kahvilassa yhti aikaa. Alue koostuu perusjoukkona olevan nelién
niista pisteitd, jotka toteuttavat ehdot

y<x+15 ’ y<x+15
eli )
x<y+15 y>x-15
Eli niistd nelion pisteistd, jotka jadvét suorien
y=x+15 ja y=x-15 viliin.

Suotuisan alueen pinta-ala saadaan vahentdmaélld koko pinta-alasta
suotuisan alueen ulkopuolelle jaavit kolmiot, joiden kanta ja korkeus
ovat 60—-15=45.

m(A)=3600—2-¥=1575

_mA) 1575 6 4375 0,44

P(d) = m(E) 3600

Vastaus 0,44
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Arvonnan tuloksena saadaan piste (x, y), missd 0 <x<1 ja
0<y<l

a) Olkoon tapahtuma A : ”valittu piste (x, y) toteuttaa ehdon
X'+ <17

Piirretédn tilanne xy-koordinaatistoon.

0.2 1

0.6

0.4

0.2 1

Perusjoukko E on kuvan mukainen nelid, jonka sivun pituus
on 1.

Suotuisa alue muodostuu niistd nelion E pisteistd, jotka jadvat
ympyrin x° + y° =1 sisdpuolelle.



Suotuisan alueen A4 pinta-ala saadaan laskemalla ympyrdn
neljanneksen pinta-ala.

m(A)zi-n-f:%

Perusjoukon E pinta-alaon m(E)=1-1=1.

pay="D 4T 6 79
m(E) 4

— |8

Vastaus a) %z 0,79
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