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2.1 SUORA TODISIES

Perustuu tautologiaan A A (A = B) = B (Modus ponens).

A on fosi. Implikaafio A = B on fosi, jos sekd A ja B ovat
tosia. Implikaation A = B todistamiseen riittad siis
osoittaa, ettd B on tosi.

Todistuksen rakenne:
Oletus P
Vaite Q

Todistus Otfetaan Iahtokohdaksi oletus P ja johdetaan
siitd vaite Q




» Todistus padtetddn pieneen neliddn m tai kirainyhdistelmadn
m.o.t (= mik& oli todistettava).

Esim. Todista lause: Kahden parittoman kokonaisluvun summa on
parillinen.



Esim. Todista, ettd kolmion kulman vieruskulma on yht& suuri kuin
kolmion muiden kulmien summa.



2.2 VASTAESIMERKKI

Vastaesimerkkia kaytetadn, kun halutaan todistaa joku lause
epatodeksi.

Epatodeksi todistamiseen riittdd antaa vain yksi vastaesimerkki, jolla
lause el ole tosi.

Vastaesimerkilld voidaan todistaa lause vain epdtodeksi.

Lause Vx: A(x)saadaan osoitettua epdatodeksi. Kun Ibydetddan yksi
perusjoukon alkio x, jolle lause A(x) on epdfosi. Tata alkiota kufsutaan
lauseen Vx: A(x) vastaesimerkiksi.



Esim. Osoita, ettd lause x? — 2 > 0 on epdtosi kaikilla reaaliluvuilla.

Esim. Onko vdaite "Luvun x nelid x2 on aina suurempi tai yhtd suuri kuin
luku itse.” tfottae



2.3 EPASUORA TODISTUS

Epdsuorassa todistuksessa
tehdddn vastavdite eli anfifeesi ('vastaoletus”).

Todistetaan, ettd vastavaitteesta seuraa ristirita alkuperdisen oletuksen
kanssa tai jonkun yleisesti fiedetyn toden kanssa. Talloin vastavaite on
vaard eli vaite on oikea.

Epdsuora todistus perustuu
kontrapositiolakiin (A = B) & (7B = —A) tai
kontradiktioon eli todettuun ristiritaan (A = B) & ((A A7B) = ristinita)



Todistuksen rakenne:

Oletus P
Vdaite Q
Todistus Tehdddn vastaoletus 7B ja padtellddn —7A. (PyritGdn

pAdsemdadn vastaoletuksesta ristiritaan oletuksen kanssa.)



Esim. Todista, ettd jos n? on pariton, niin luku n € Z on pariton.



2.4 MATEMAATTINEN INDUKTIO

Luonnollisten lukujen N ={0, 1, 2, 3, ...} ja positiivisten kokonaislukujen Z, =
{1, 2, 3, ...} joukossa patee induktio-ominaqisuus:

Jos jokin ominaisuus pafee jollekin luvulle n (joukon ensimmdinen luku, O tai 1)
JA

Jos siita, ettd vaite patee arvolla n seuraq, ettd vaite patee myds arvolla n + 1, niin
vaite patee kaikilla arvoilla n.



Induktiotodistus

« Alkuaskel: Osoitetaan, ettd vaite pdtee, kunn =0 (tain =1, kunn €
Z,).

* Induktioaskel: Oletetaan, ettd vaite on tosi mielivaltaisella n:n arvolla
le
todistetaan, ettd vaite on tosi luvulla n+1

« (Ndista seuraq, ettd luvusta O (tai 1) alkaen vaite patee kaikilla
muillakin luvuilla.)



ESIMERKKEJA

1) Osoita, etftd2+4+6+...+2n=n(n+ 1), kunn € Z,.






