Tekija e Pitkd matematiikka 11 e 20.2.2017

K1

a) Yhdistetdédn ja-sanalla lauseet 4 ja B.
A A B : ”Ajattelen joululomaa ja hymyilen.”
b) Muodostetaan implikaatio lauseesta 4 lauseeseen B .
A= B:”Jos ajattelen joululomaa, niin hymyilen.”
¢) Muodostetaan lauseen B negaatio.
—B : ”En hymyile.”
Yhdistetdin tai-sanalla lauseet —B ja AAB.
—B Vv (A4 A B): ”En hymyile tai sitten ajattelen joululomaa ja

hymyilen.”

Vastaus  a) Ajattelen joululomaa ja hymyilen.
b) Jos ajattelen joululomaa, niin hymyilen.
c¢) En hymyile tai sitten ajattelen joululomaa ja hymyilen.



K2

a) Muodostetaan lauseen C negaatio.
—C : ”Et ole iloinen.”
Yhdistetdin ja-sanoilla lauseet 4,B ja —C.

A A B A—C :”Osallistut testiin ja saat palkinnon ja et ole
iloinen.”

Toisin: ”Osallistut testiin ja saat palkinnon, mutta et ole iloinen.”
b) Yhdistetdén tai-sanalla lauseet 4 ja C.

A v C : ”Osallistut testiin tai olet iloinen.”

Muodostetaan implikaatio lauseesta 4 v C lauseeseen B .

(Av C)= B:”Jos osallistut testiin tai olet iloinen, niin saat
palkinnon.”



¢) Yhdistetdédn ja-sanalla lauseet 4 ja C.
A A C :”Osallistut testiin ja olet iloinen.”
Muodostetaan ekvivalenssi lauseen B ja lauseen A4 A C vilille.

B < (A AC): ”Saat palkinnon, jos ja vain jos osallistut testiin ja
olet iloinen.”

Vastaus  a) Osallistut testiin ja saat palkinnon, mutta et ole iloinen.
b) Jos osallistut testiin tai olet iloinen, niin saat
palkinnon.

c¢) Saat palkinnon, jos ja vain jos osallistut testiin ja olet
iloinen.



K3

a) Muodostetaan lauseen B negaatio.
—B : "Markus on sisélld.”

Yhdistetddn lauseet —B ja 4 tai-sanalla eli disjunktiolla.
—B v A:’Markus on sisdlld tai vélitunnilla.”
b) Muodostetaan implikaatio lauseesta B lauseeseen A.

B = A4:”Jos Markus on ulkona, niin hén on vilitunnilla.”

¢) Yhdistetddn lauseet 4 ja B ja-sanalla.
A A B : ”Markus on vilitunnilla ja ulkona.”
Muodostetaan lauseen 4 A B negaatio.

—(A A B): ”Ei pidi paikkaansa, ettd Markus on viélitunnilla ja
ulkona.”

Vastaus a) -Bv A
b) B=> A4
c) —=(AAB)



K4

Mairitellain atomilauseet seuraavasti:

A: ”Laura on lukiolainen”, B: ”Laura opiskelee pitkda
matematiikkaa” ja C: ”Laura opiskelee fysiikkaa”

a) Formalisoidaan lause: ”Laura on lukiolainen ja opiskelee pitkdd
matematiikkaa, mutta ei fysiikkaa.”

AABA=C

b) Formalisoidaan lause: ”Jos Laura opiskelee pitkda
matematiikkaa ja fysiikkaa, niin hén on lukiolainen.”

(BAC)=> A

¢) Formalisoidaan lause: ”Laura on lukiolainen tdsmaélleen silloin,
kun hin opiskelee fysiikkaa tai pitkdd matematiikkaa.”

A< (BvO)

Vastaus a) AABA—-C
b) (BAC)=> A4
c) A= (Bv()



KS

a) Laaditaan lauseelle (4v —B) = A totuustaulu.
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Lause on tosi, kun ainakin toinen lauseista 4 ja B on tosi.

b) Laaditaan lauseelle (4 A B) v (—4 A B) totuustaulu.

A|B| -4 | AAB | —AAB | (AAB)v(—AAB)
1|1 0 1 0 1
1/0] O 0 0 0
01 1 0 1 1
00 1 0 0 0

Lause on tosi, kun lause B on tosi.

¢) Laaditaan lauseelle (—4 A B) < 4 totuustaulu.

A|B| —-AAB (—AAB)= A4
11 0 0
10 0 0
01 1 0
00 0 1

Lause on tosi, kun molemmat lauseet 4 ja B ovat epitosia.



K6

a) Laaditaan lauseen (4v —B)v C totuustaulu.

A|B|C| —B | Av—B | (Av=B)vC
1|1{1] 0 1 1
1{1{0] O 1 1
1101 1 1 1
1100 1 1 1
0(1|1] O 0 1
0(1|0]| O 0 0
001 1 1 1
0(0/0] 1 1 1

Lause on epitosi, kun 4 ja C ovat epdtosia ja B on tosi.

b) Laaditaan lauseen (—4 v B) v (B A C) totuustaulu.

A|B|C| -4 | —-AvB | BAC | (mAVvB)v(BAC)
1/1]1] 0 1 1 1
1/1/0] O 1 0 1
1/0]1] 0 0 0 0
1/0/0] O 0 0 0
o1 1] 1 1 1 1
010 1 1 0 1
0Ojo0|1 | 1 1 0 1
0jojo | 1 1 0 1

Lause on epitosi, kun 4 on tosi ja B on epitosi.



K7

Olkoon A: “Petteri pitdd koirista” ja B: “’Petteri pitda kissoista”.

a) Formalisoidaan lause: ”Jos Petteri pitdd koirista tai kissoista, niin
hén pitad koirista mutta ei kissoista.”

(Av B)= (AA—B)

Tutkitaan lauseen totuutta totuustaulun avulla. Laaditaan
lauseelle (A4v B) = (4 A—B) totuustaulu.

A|B| -B | AvB | AA—B | (AvB)=(AA—=B)
1(1] 0 1 0 0
1[0 1 1 1 1
01] 0 1 0 0
00| 1 0 0 1

Lause on tosi, kun Petteri pitdd vain koirista tai hin ei pidé
koirista eikd kissoista.



b) Formalisoidaan lause: ”Petteri pitdé kissoista, jos ja vain jos ei
pidéd paikkaansa, ettd hén pitda kissoista ja koirista.”

B< —(BAA)

Laaditaan lauseelle B << —(B A A) totuustaulu.

A B| Bad | «(BAA) | Bo—(BrA)
1)1 1 0 0
1[0 0 1 0
01 0 1 1
00 0 1 0

Lause on tosi, kun Petteri pitdé vain kissoista.



K8

Olkoon A: ”Helmi pdisee veneretkelle”, B: ”Kimmo péédsee uimaan’

ja C: ”Timo péisee tivoliin™.

Formalisoidaan lasten vaatimukset.

Timo: —(A4 A B)
Kimmo: —4AC

Helmi: -BA(4=C)

Tutkitaan lauseita totuustaulun avulla.

b

AB|C|—4|-B|AAB|A=>C |—(AAB)|=AAC |=-BA(A=C)
1/1/1] 0 | O 1 1 0 0 0
1{1(]0] 0 | O 1 0 0 0 0
1{0/1| 0 | 1 0 1 1 0 1
1{0/0] 0 | 1 0 0 1 0 0
0O/1j1/ 110 0 1 1 1 0
0/1/0] 1 | O 0 1 1 0 0
0/0/1] 1 | 1 0 1 1 1 1
0/j0j0] 1 |1 0 1 1 0 1

Taulukosta 10ytyy 1 rivi, jossa kaikki lauseet ovat yhté aikaa tosia.
Tama rivi toteuttaa kaikkien lasten toiveet:

Helmi ei padse veneretkelle, Kimmo ei pddse uimaan, mutta Timo

padsee Tivoliin.

Vastaus: Helmi ei padse veneretkelle, Kimmo ei pddse uimaan,
mutta Timo padsee Tivoliin.




K9

Lause on tautologia, jos se on aina tosi.

a) Tutkitaan lausetta 4v B totuustaulun avulla.

A|B| Av B
1(1] 1
10 1
0|1 1
0|0 O

Lause ei ole tautologia, koska se ei ole aina tosi.

b) Tutkitaan lausetta (A4 v —B) v (C v B) totuustaulun avulla.
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Lause on tautologia, koska se on aina tosi.
Vastaus: a) ei ole tautologia

b) on tautologia



K10

Lause on tautologia, jos se on aina tosi.
Formalisoidaan lause: ” Jos Paavon pdiviana kdy lammin etelédtuuli,
niin kesélla tulee hyva marjasato. Koska nyt on huono marjasato,

niin Paavon péivéna ei ollut limmin eteldtuuli.”

Tutkitaan lausetta totuustaulun avulla.

PM|—P[-M[P=>M[(P=M)A—M |[(P=M)~A—M)=>—P
11/ o] o 1 0 1
1ol o] 1 0 0 1
oj1] 1] 0 1 0 1
0j0] 1] 1 1 1 1

Lause on tautologia, koska se on aina tosi.

Vastaus: (P= M) A—-M)= —P, on tautologia




K11

a) Muodostetaan lauseen Ao(A4oB) totuustaulu.

A|B AoB Ao(AoB)
11 0 1
1/0 1 0
01 0 0
00 0 0

b) Lause A0(AoB) on totta, kun 4 ja B ovat molemmat tosia.
Loogisessa mielessd samaa tarkoittaa esimerkiksi lause A A B.

A|B AoB Ao(AoB) AAB
1|1 0 1 1
10 1 0 0
01 0 0 0
00 0 0 0

Vastaus b) esimerkiksi 4 A B




K12

Lause P on tosi silloin, kun C on tosi tai kun 4 on epitosi ja B on
tosi.

Loogisesti ekvivalentti lause olisi esimerkiksi: (w4 A B)v C.

Vastaus: esimerkiksi (w4 A B)v C



K13

a) Lause A(x) A B(x) tarkoittaa: "Luku x on pariton sekd jaollinen
luvulla 3.”

Perusjoukon luvuista timén toteuttavat luvut 3 ja 9.
Ratkaisujoukko on: {3, 9}.

b) Lause A(x)A—B(x) tarkoittaa: "Luku x on pariton eiké se ole
jaollinen luvulla 3.”

Perusjoukon luvuista timén toteuttavat luvut 1, 5, 7.
Ratkaisujoukko on: {1, 5, 7}.

c) Lause A(x)v B(x) tarkoittaa: "Luku x on pariton tai jaollinen
luvulla 3.”

Perusjoukon luvuista timén toteuttavat luvut 1, 3, 5, 6, 7ja 9.

Ratkaisujoukko on: {1, 3, 5,6, 7, 9}.



d) Lause A(x)v—B(x) tarkoittaa: ”Luku x on pariton tai luku x ei
ole jaollinen luvulla 3.”

Perusjoukon luvuista timén toteuttavat luvut 1, 2, 3,4, 5,7, 8, 9,
10.

Ratkaisujoukko on: {1, 2, 3,4,5,7,8,9, 10}.
Vastaus: a) {3, 9}
b) {1,5,7}
c){1,3,5,6,7,9}

d){1,2,3,4,5,7,8,9, 10}



K14

b)

Lause S(x) tarkoittaa: ”Kuvio x on suunnikas.”

Perusjoukon kuvioista tdmén toteuttavat kuviot A, B, C ja D.
Ratkaisujoukko on: {A, B, C, D}.

Lause P(x) tarkoittaa: ”Kuvio x on puolisuunnikas.”
Perusjoukon kuvioista tdmén toteuttavat kuviot A, B, C, D ja F.
Ratkaisujoukko on: {A, B, C, D, F}.

Lause —S(x) A—P(x) tarkoittaa: "Kuvio x ei ole suunnikas eikd
puolisuunnikas.”

Perusjoukon kuvioista timén toteuttavat kuvio E.

Ratkaisujoukko on: {E}.



d) Lause —(S(x)v P(x)) tarkoittaa: ”Ei pida paikkaansa, ettd
kuvio x on suunnikas tai puolisuunnikas.”

Perusjoukon kuvioista timén toteuttaa kuvio E.
Ratkaisujoukko on: {E}.
Vastaus: a) {A, B, C, D}
b) {A,B,C,D,F}
c) {E}
d) {E}



K15

a) Formalisoidaan lause: Kaikki salaiset tuttavat esitellddan
perheelle.”

Lause voidaan esittdd muodossa: “Kaikille ihmisille x pétee: jos
x on salainen tuttava, niin x esitelldén perheelle.”

Vx:S(x)= E(x)

b) Formalisoidaan lause: ”Kaikkia salaisia tuttavia ei esitella
perheelle.”

Lause voidaan esittdd muodossa: ’On olemassa ihminen x, jolle
pitee: x on salainen tuttava ja x:4i ei esitelld perheelle.”

Ix:S(x) A—E(x)

Vastaus: a) Vx:S(x)= E(x)

b) Ix: S(x) A=E(x)



K16

Viite

Todistus

sina = co0s(90° — )
Piirretdin
suorakulmainen

kolmio.

Nimetiin kolmion

terdvit kulmat: « ja
90° -« b

Hyodynnetéén sinin ja kosinin méaritelmié terdvélle
kulmalle.

Muodostetaan kulman ¢ sini ja kulman 90° -«
kosini.

inag=4% j 90°—a)=4%.
sinar=-~ ja cos( ) .

Huomataan, ettd sina = cos(90° - ).

Viite on tosi. O



K17
Oletus
Viite

Todistus

Luku a on parillinen.
Luvun a kuutio on aina jaollinen luvulla 8.

Koska luku a on parillinen, voidaan se kirjoittaa
muodossa a = 2n, missid z# on kokonaisluku.

Muodostetaan nyt luvun « kuutio.
a’ =(2n)* =23n =8n’

Saatiin, ettd a> =8n3. Koska 73 on kokonaisluku,
parillisen luvun a kuutio on jaollinen luvulla 8.

Viite on tosi. O



K18
Oletus
Viite

Todistus

Luku 7 on kokonaisluku.

Luku n(n—1)(n+1) on jaollinen luvulla 6.

Luku n(n—1)(n+1) on kolmen perdkkiisen
kokonaisluvun tulo.

Talloin vélttdmatta ainakin yhden luvuista on oltava
jaollinen luvulla 2 ja ainakin yhden luvuista on oltava

jaollinen luvulla 3.

Tasté seuraa, ettd tulo on jaollinen luvulla 6.

Viite on tosi. O



K19

Viite

Todistus

x=a%* 4>0,a#1,x>0.

Todistetaan viite logaritmin médritelméin perusteella.
Logaritmin maéritelmin mukaan:

log, x=y<©a’=x,kuna>0,a#1, x>0.
Sijoitetaan y =log, x lausekkeeseen a” = x.

Saadaan q!°¢.% = x .

Viite on tosi. O



K20

a) Osoitetaan lause Vn € Z: n3 > n? epitodeksi vastaesimerkin
avulla.

Valitaan n = —1. Saadaan (-1)> = -1 ja (=1)? =1. Nyt siis
(-1)3 < (-1)?.

Lause on epétosi. O

b) Osoitetaan lause Vn € N:n3 > n? epitodeksi vastaesimerkin
avulla.

Valitaan n=0. Saadaan 03 =0 ja 02 =0. Nyt siis 0° =02.

Lause on epétosi. O



K21

a)

b)

Todistetaan vdite 3n € Z: —n > n : “on olemassa jokin
kokonaisluku 7 siten, ettd luvun » vastaluku on suurempi kuin
luku n” todeksi.

Riittdd, ettd 10ydetddn yksikin kokonaisluku, joka toteuttaa
lauseen.

Valitaan n =—1. Saadaan —(—1) =1. Nyt siis —(—1) > —1.
Lause on tosi. O

Osoitetaan lause 3n € Z: 1 > n: “on olemassa jokin
n
kokonaisluku # siten, ettd luvun » kdédnteisluku on suurempi kuin

luku n” todeksi.

Riittaa, ettd 10ydetdédn yksikin kokonaisluku, joka toteuttaa
lauseen.

Valitaan n = —2. Saadaan: % > -2, joka on totta.

Lause on tosi. O



K22

Osoitetaan lause epatodeksi vastaesimerkin avulla.
Piirretdén kovera nelikulmio, jossa
lavistéjé ei ole nelikulmion

sisdpuolella.

Lause on epétosi. O




K23

Esitetdén lauseelle “kuuden perdkkiisen kokonaisluvun summa on
aina jaollinen luvulla kuusi” vastaesimerkki:

O0+1+24+3+4+5=15

Koska luku 15 ei ole jaollinen luvulla 6, kuuden perédkkdisen
kokonaisluvun summa ei ole aina jaollinen luvulla 6.

Alkuperéinen lause on epétosi. O



K24

Oletus

Viite

Todistus

Kahden kokonaisluvun m ja n tulo on pariton.
Ainakin toinen luvuista m ja n on pariton.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd molemmat luvut ovat
parillisia eli m =2k ja n=2[,kun luvut & ja / ovat
kokonaislukuja.

Muodostetaan nyt lukujen m ja n tulo.
mn =2k -2l =2(2kl)

Saatiin, ettd mn = 2(2kl) eli tulo on parillinen. Tdméa on
ristiriita, joten alkuperdinen véite on tosi.

Viite: ”jos kahden kokonaisluvun tulo on pariton, niin
ainakin toinen luvuista on pariton” pétee.o



K25

Viite

Todistus

Irrationaaliluvun ja rationaaliluvun summa on
irrationaaliluku.

Oletetaan vastoin véitettd, ettd irrationaaliluvun x ja

rationaaliluvun % summa on rationaaliluku % . Luvut
n

a, b, m ja n ovat kokonaislukuja.

Muodostetaan summa lauseke ja ratkaistaan siité x.

a_m
x+4 =1
b n
o D Mg
n b
bm—an
x=2m=—an
bn
Saatiin, ettd x = bmb;an eli x on rationaaliluku. Tdma
n

on ristiriita, joten alkuperdinen véite on tosi.

Viite: “irrationaaliluvun ja rationaaliluvun summa on
irrationaaliluku” pétee. o



K26

Oletus
Viite

Todistus

Kokonaisluvun kuutio on pariton.
Kokonaisluku on pariton.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd kokonaisluku # on
parillinen eli n =2k , missd k on kokonaisluku.

Muodostetaan kokonaisluvun » kuutio.
n =(2k)* =23k =8k = 2(4k3)

Saatiin, ettd n3 =2(4k>) eli kokonaisluvun » kuutio on

parillinen. Tdm4 on ristiriita, joten alkuperdinen viite
on tosl.

Alkuperdinen véite patee. O



n(n-73)

Viite n-kulmiolla on 5

lavistédjaa.

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun 7 = 3.

n(n-3) 3(3-3)
22
Kolmiolla on 0 lavistéjaa.

0

Viite on tosi, kun n =3.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:

n-kulmiolla on ”(”2_3) lavistdjas,

mielivaltaisellan =3, 4, 5... .

Induktioviite:
n + 1 -kulmiolla on

(n+D((n+1)=3) _ (n+1D)(n-2) pn?-n-2
2 - 2 2

lvistajaa.



Induktioviitteen todistus:

Kun n-kulmioon lisdtdén yksi kulma liséé eli kulma
n+1, voidaan uudesta kulmasta piirtdd 1dvistdjat
kaikkiin muihin kulmiin, paitsi kulmaan itseensa ja
kahteen viereiseen kulmaan.

Koska kulmia on nyt n + 1, ldhtee uudesta kulmasta nyt
(n+1)-3)=n-2 lavistdjad. Lisdksi kahden aiemmin
viereisen kulman vilille tulee 1 uusi ldvistéja eli kaiken
kaikkiaan lavistdjid tulee yhteensd: n—2+1=n-1
kappaletta lisaa.

Lisdtddn nyt oletuksen mukaiseen lavistdjien médrdin
n—1 lavistdjaa.

n(n-73) +D(n-1)= n(n—-3)+2(n-1)
2 2
_n>-3n+2n-2
2
_n’>-n-2
2

Saatiin tulokseksi induktiovéitteen mukainen l4vistijien
mAaara.

Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel. Viite on ndin
todistettu. O



K28

Oletus Lukujono on rekursiivinen
a = 2
a,=3a, +2,kunn=2, 3, 4,..

Viite Lukujonon yleinen jdsen on a, = 3" —1, kun
n=1,2,3,....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi, kun n = 2.

a, =3-2+2=8 ja toisaaltaa, =3>-1=38
Viite on tosi, kun n = 2.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
Lukujonon yleinen jésen on a, =3" -1,
mielivaltaisellan =1, 2, 3... .

Induktioviite:
Lukujonon yleinen jisen on a,,, =3"*! —1.



Induktioviitteen todistus:

Sovelletaan rekursiokaavaa a, =3a,_; +2 jiseneen

Apil-

Ayl = 3(p41)-1 2
=3a, +2 a, =3" —1 induktio-oletuksen perusteella
=3-3"-1)+2
=31 —342
_3n+l _

Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel. Viite on nédin
todistettu. o



K29

Oletus n on positiivinen kokonaisluku.

Viite 2444+6+..+2n=n*+n

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi, kun n =1.

2=1+1=2
Viite on tosi, kun n =1.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
244+6+..+2n=n%+n

mielivaltaisellan =1, 2, 3....

Induktioviite:
244+6+..+2(n+D)=(n+1)2+(n+1)



Induktioviitteen todistus:

Muokataan induktioviitteen vasenta puolta kédyttden
hyviksi induktio-oletusta.
2+4+46+...+2(n+1)

=2+4+6+...+2n+2(n+1)

=n’+n
induktio-oletuksen
perusteella.

=n?+n+2(n+1)
=n?+n+2n+2 Ryhmitellddn lauseke uudelleen.
=(n?+2n+1)+(n+1)

=(n+1)>+(n+1)

Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat.
Induktiovdite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel. Viite on nédin
todistettu. o



K30

Oletus n on luonnollinen luku.
Viite 4™ —1 on jaollinen luvulla 3.

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun 7 = 0.

49-1=0
Luku 0 on jaollinen luvulla 3.
Viite on tosi, kun n =0.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
4" —1 on jaollinen luvulla 3

mielivaltaisellan =0, 1, 2... .

Induktioviite:
47+1 1 on jaollinen luvulla 3.



Induktioviitteen todistus:
Induktio-oletuksen mukaan 4” —1=3s, jossa s on
kokonaisluku. Téstd saadaan 4" =3s+1.

Muokataan induktioviitetta.
4n+l _1=4. 4* —1
——
=3s+1
=4-Bs+1)-1
=4-35+4—-1  Erotetaan luku 3 yhteiseksi tekijaksi.
=3(4s+1)

Saatiin, ettd 4"*! —1 on jaollinen luvulla 3.
Induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel. Viite on nédin
todistettu. o



K31

Maédritetdén kongruenssin avulla jakojaannds, kun pdivien lukumaéaéra
1001 =700 + 280 + 21 jaetaan luvulla 7.

700 =0 (mod 7)

280=0 (mod 7)

21=0 (mod 7)
1001=0+0+0=0 (mod 7)

Koska jakojdénnos on 0, 1001 yon kuluttua on my6s sunnuntai.

Vastaus: sunnuntai



K32
a) Huomataan, ettd 6 - 21 =126 ja 127 -126=1.

Luku 6 menee 127:44n 21 kertaa, ja yli jad 1.
Jakolaskun 127 : 6 osaméérd on 21 ja jakojddnnos 1.
Jakoyhtdlo on 127 =6 - 21 + 1.

b) Huomataan, ettd 8 - 52 =416 ja 423 -416=17.
Luku 8 menee 423:een 52 kertaa, ja yli jaa 7.
Jakolaskun 423 : 8 osaméérd on 52 ja jakojddnnos 7.
Jakoyhtdlo on 423 =8 - 52 + 7.

¢) Huomataan, ettd 11 - 90 =990 ja 1000 — 990 = 10.
Luku 11 menee 1000:een 90 kertaa, ja yli jaa 10.
Jakolaskun 1000 : 11 osamddrd on 990 ja jakojddnnos 10.
Jakoyhtélé on 1000 =11 - 90 + 10.

Vastaus: a) osamadrd 21, jakojadnnds 1, jakoyhtdlo

127=6-21+1
b) osamaird 52, jakojdannds 7, jakoyhtdlod
423 =8-52+7

c) osamadrd 90, jakojaannods 10, jakoyhtdlo
1000=11-90+ 10



K33
a) Laskimella saadaan —111:37 =-3

Siis —=111=37-(-3)+0.
b) Laskimella saadaan —109:37 =—-2,945...

Etsitddn suurin luvun 37 monikerta, joka on pienempi kuin
—-109.

37-(=2)=-74>-109
37-(=3)=-111<-109

Lasketaan lukujen —109 ja —111 erotus: —109—(-111)=2
Siis =109 =37-(-3)+2.
c¢) Laskimella saadaan —998:37 =-26,972...

Etsitddn suurin luvun 37 monikerta, joka on pienempi kuin
—998.

37-(=26) =—-962 > —998
37-(=27) =-999 < —998

Lasketaan lukujen —998 ja —999 erotus: —998 —(-999) =1
Siis —998 =37-(-27)+1
Vastaus a) -111=37-(-3)+0

b) 109 =37-(-3)+2
¢) —998 =37-(=27)+1



K34

Oletus Luku » on kokonaisluku.
Viite Luku 2n(n+1) on jaollinen luvulla 4.
Todistus Jokainen kokonaisluku # voidaan esittdd muodossa
n=4q, n=4g+1, n=4¢g+2, n=4g+3, missd g on
kokonaisluku.
Sijoitetaan ndma yksi kerrallaan lausekkeeseen
2n(n+1).
4q 2-4g(4g+1)=4-2q(4q+1)
2-(4g+1)((4g+D)+1)=(8q+2)(4g+2)
= (3292 +16g +8q +4)
4g + 1 )
=(32g° +24q+4)
=4-(8¢*% +6q+1)
2:-(4g+2)((4g+2)+1)=(8qg+4) (49 +3)
%,_/
Erotetaan 4
4q +2 yhteiseksi
tekijaksi
=4-2qg+1)(4g+3)
2-(4g+3)((4g+3)+1)=(8g+6) (4g+4)
A/_—/
Erotetaan 4
yhteiseksi
4qg + 3 tekijiksi.
=@Bg+6)-4-(g+1)
=4-(8qg+6)(g+1)




Jokaisessa tapauksessa luku 2n(n +1) voidaan esittdd

kokonaislukujen tulona niin, ettd yksi tulon tekijoista
on luku 4.

Eli luku 2n(n +1) on jaollinen luvulla 4. o



K35

a)

b)

Jaetaan luku 60 luvulla 36 ja esitetddn tulos jakoyhtélona.
60=36-1+24 syt(60, 36) = syt(36, 24)

Jaetaan jakaja 36 jakojaannokselld 24 ja esitetdédn tulos
jakoyhtdlona.

36=24-1+12 syt(36, 24) = syt(24, 12)

Jaetaan jakaja 24 jakojddnnokselld 12 ja esitetdédn tulos
jakoyhtalona.

24=12-2+0 syt(24, 12) = 12

Viimeinen nollaa suurempi jakojdannds on kysytty suurin
yhteinen tekijd. Siis syt(60, 36) = 12.

Lasketaan lukujen 60 ja 36 pienin yhteinen monikerta.

3

pym(60, 36) = 6(’;6 pym(a. b)= @0
1
=180

Vastaus: a) 12

b) 180



K36

Tiedetddn, ettd syt(a, b) =6 ja pym(a, b) = 60.

Hyodynnetéén tietoa: pym(a,b)-syt(a,b)=a-b.

Saadaan: a-b=60-6. Eli erds ratkaisuon 6 ja 60.

Tutkitaan, voidaanko luku 60-6 =360 jakaa muihin
kokonaislukutekij6ihin siten, ettd lukujen suurin yhteinen tekija on

luku 6 ja pienin yhteinen monikerta luku 60.

Lukujen tulee olla suurempia kuin luku 6 ja toisaalta taas pienempid
kuin luku 60.

Mahdollisia ovat siten lukuparit:
8 ja 45, 9 ja40, 10 ja 36,12 ja30, 15 ja 24, 18 ja 20.

Naistd ainoa, joka toteuttaa ehdon “lukujen suurin yhteinen tekijad on
luku 6 ja pienin yhteinen monikerta on luku 60” on lukupari 12 ja
30.

Vastaus: Luvut ovat 6 ja 60 tai 12 ja 30.



K37

Muodostetaan jakoyhtdlot.

5538 =455 - 12 +78 syt(5538, 455) = syt(455, 78)
455=78 -5+ 65 syt(455, 78) = syt(78, 65)
78=65-1+13 syt(78, 65) = syt(65, 13)
65=13-5+0 syt(65, 13) = 13

Saatiin syt(5538, 455) = 13.

Vastaus: 13



K38

Etsitddn Eukleideen algoritmin avulla suurin luku, jolla murtoluku

546
1386

voidaan supistaa.

Muodostetaan jakoyhtdlot.

1386 = 546 - 2 + 294 syt(1386, 546) = syt(546, 294)
546 =294 - 1 +252 syt(546, 294) = syt(294, 252)
294=252-1+42 syt(294, 252) = syt(252, 42)
252=42-6+0 syt(252, 42) = 42

Saatiin syt(1386, 546) = 42.
Eli 42 on suurin luku, jolla murtoluku % voidaan supistaa.
Supistetaan murtoluku.

546 213

1386 33

13

Vastaus: voidaan supistaa luvulla 42, saadaan 3



K39

a) Osoitetaan, ettd lukujen 398 ja 326 erotus on jaollinen luvulla 9.
398-326=72=9-8
Siis 398 =326 (mod 9). ©
b) Osoitetaan, ettd luku 128 on jaollinen luvulla 32.
128=32-4
Siis 128 =0 (mod 32). o

c) Osoitetaan, ettd lukujen 443 ja —1 erotus on jaollinen luvulla
111.

443 (~1)=444=111-4

Siis 443=-1 (mod 111). O



K40

a) Mairitetddn jakojddnnds kongruenssin avulla.

Jakolaskun 16 : 5 jakojddnnds on 1, joten 16 =1 (mod 5).

Korvataan luku 162°!® kongruentilla luvulla modulo 5.
162018 = 12018 =1 (mod 5)
Jakojaannds on 1.

b) Madritetddn jakojddnnds kongruenssin avulla.

Jakolaskun 125 : 6 jakojddnnds on 5 ja 5=-1 (mod 6), joten
125=-1 (mod 6).

Korvataan luku 125'%" kongruentilla luvulla modulo 6.
125'01 = (1)1 =1 =5 (mod 6)

Jakojdannds on 5.

Vastaus: a)l
b) 5



K41

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Luku on jaollinen
luvulla 16, jos se on kongruentti nollan kanssa modulo 16.

Erotus 20—4 =16 on jaollinen luvulla 16, joten 20 =4 (mod 16).
Erotus 17-1=16 on jaollinen luvulla 16, joten 17 =1 (mod 16).

Erotus 19 -3 =16 on jaollinen luvulla 16, joten 19 =3 (mod 16).

Erotus 15— (—1) =16 on jaollinen luvulla 16, joten
15=-1 (mod 16).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 16.

20-172016 +19.152017 —1=4.1201743. (-1)2017 -]
=4-1+3-(-1)-1
=0 (mod 16)

Jakojaannos on 0, joten luku 20172017 +19.152017 _1 on jaollinen
luvulla 16. o



K42
Oletus

Viite

Todistus

Luku n on luonnollinen luku.

Luku 32"*! +5" on jaollinen luvulla 4.

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

3=-1 (mod 4)
5=1(mod 4)

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla
luvuilla modulo 4.

32n+1 + 57
= (=1)2tl 4 1n (—1)?"*1 = -1, koska 2n +1
B on pariton luku, kun n € N.

=-1+1
=0 (mod 4)

Havaitaan, ettd 32"+ +57 =0 (mod 4).

Luku 32"*! 45" on jaollinen luvulla 4 kaikilla
luonnollisilla luvuilla #. o



K43

a) Muodostetaan lukujen 18 ja 63 alkulukuhajotelmat.
18=2-9=2-.3-3=2-32
63=7-9=7-3-3=32.7

a) Suurin yhteinen tekiji on se yhteinen osa, joka sisdltyy jokaiseen
alkulukuhajotelmaan. Jokaisesta hajotelmasta 16ytyy 3.

syt(63,18)=3%*=9

b) Pienin yhteinen monikerta sisiltdé jokaisen alkulukuhajotelmissa
esiintyvéan alkuluvun eli luvut 2, 3, 7. Jokaista alkulukua otetaan
mukaan suurimman eksponentin ilmaisema mééra.

pym(63, 18)=2-3%.7=126
Vastaus: a)l8=2-3-3ja 63=3-3-7

b) 9
c) 126



K44

a) Koska +/379 =19,467... taytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,
jotka ovat pienempid tai yhtiasuuria kuin luku 19 eli alkuluvuilla
2,3,5,7,11, 13,17, 19.

b)

379

379
379

:2=189,5
379 :
379 :
379 :

3=126,333...
5=175,8
7=54,142...

:11=34,454. ..
:13=29,153...
379 :
379 :

17=22,294...
19=19,947...

Koska mikéén jakolaskuista ei mene tasan, luku 379 on
alkuluku.

Koska /8671 =93,118... tiytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,
jotka ovat pienempid tai yhtiasuuria kuin luku 93.

8671
8671
8671
8671
8671

:2=4335,5
:3=2890,333...
:5=1734,2
:7=1238,714...

: 11 ="788,272...
8671 :

13 =667

Koska jakolasku 8671 : 13 = 667 menee tasan, luku 8671 ei
ole alkuluku.



c) Koska /79625 =282,179... tiytyy tutkia jaollisuutta
alkuluvuilla, jotka ovat pienempid tai yhta suuria kuin luku 282.

79625 : 2 =39812,5
79625 : 3 =26541,666...
79625 : 5 =15925

Koska jakolasku 79625 : 5 =159251 menee tasan, luku 79625
ei ole alkuluku.

Tama ndhdéén toisaalta jo suoraan siitd, ettd luku 79625 paittyy
numeroon 3.

Vastaus: a) On. Luku on jaettava lukua +/379 =19,467...
pienemmilld alkuluvuilla.

b) Ei ole. Luku on jaollinen luvulla 13.
c) Ei ole. Luku on jaollinen luvulla 5.



K45
a)

Hyoddynnetdédn Eratostheneen seulaa tehtdvéstd 250, jossa on
korostettuna kaikki alkuluvut lukuun 120 saakka.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29

31 37

41 43 47
33 59

61 67
71 73 79
&3 89

97
101 103 107 109

113

Kahdeksan ensimméistd alkulukuparia ovat:

(3,5),(5,7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43), (59, 61), (71, 73)



b) Jokainen lukua 3 suurempi kokonaisluku on muotoa:

6n-2, 6n—1, 6n, 6n+1, 6n+2 tai 6n+3, kun n on
positiivinen kokonaisluku.

Huomataan, etti luvut 6n -2, 6n, 6n+2 ja 6n+ 3 voidaan

on-2=203n-1)
6n =2(3n)

on+2=203n+1)
on+3=32n+1).

Siispd vain luvut 6n —1 ja 6n+1 voivat olla alkulukuja. o

Vastaus:  a)(3,5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43),
(59, 61), (71, 73)



K46

Jokainen lukua 3 suurempi kokonaisluku on muotoa:

3q, 3¢ +1 tai 3¢ +2, kun g on positiivinen kokonaisluku.

n n+?2 n+4

3q 3g+2 3g +4

3g+1 3g+1+2=3¢g+3=3(g+1) |3g+1+4=3g+5

3g+2 |3¢g+2+2=3qg+4 3g+2+4=3g+6=3(q+2)

Huomataan, ettd vahintdén yksi luvuista n, n + 2 ja n + 4 on aina
yhdistetty luku.

Siten kaikki luvut n, n + 2 ja n + 4 eivét voi olla alkulukuja. o




K47

Eukleideen lemman mukaan: ”’jos kokonaislukujen a ja b tulo on
jaollinen alkuluvulla p, niin ainakin toinen luvuista a ja  on
jaollinen luvulla p.”

a) Koska luku 19 on alkuluku, niin ainakin toinen luvuista a ja b on
jaollinen luvulla 19.

Viite on tosi. O

b) Koska luku 18 ei ole alkuluku, niin kumpikaan luvuista a ja b ei
vélttdmattd ole jaollinen luvulla 18.

Etsitdén vastaesimerkki:

Valitaana =4, b =9. Nyt ab=4-9 =36 ja luku 36 on jaollinen
luvulla 18, mutta kumpikaan luvuista 4 ja 9 ei ole jaollinen
luvulla 18.

Koska 16yty1 vastaesimerkki, véite ei ole tosi. O

Vastaus: a) Tosi, silld luku 19 on alkuluku.
b) Epédtosi. Vastaesimerkki: 36 =4-9.



K48

Luku 12 voidaan esittdé alkulukujen tulona 12=2-2-3 jaluku 18
voidaan esittdd alkulukujen tulona 18=2-3-3.

Koska luku a on jaollinen luvuilla 12 ja 18, luku @ on my0s jaollinen
ndiden lukujen tekijoilld, joiden suurin yhteinen tekijé on luku 1.

Koska lukujen 2-2 =4 ja 3-3 =9 suurin yhteinen tekiji on luku 1,
luku @ on jaollinen ndiden lukujen tulolla eli luvulla 36.o



K49

Lukion opiskelijamdiré » on vililld 300 <#n <600 .
Opiskelijaméérin tulee olla jaollinen luvuilla 5, 4 seké 13. Ndiden
lukujen suurin yhteinen tekijd on 1, joten opiskelijaméérén tulee olla

jaollinen néiden tulolla 4-5-13=260.

Etsitdédn vililtd 300 <n <600 kokonaisluku n, joka on jaollinen
luvulla 260.

300:260=1,153...
600:260 = 2,307...

Opiskelijamédrin tulee siis olla: 2-260 = 520.

Vastaus: 520



K50
a) Ilmaistaan luku 8 530 002 kdyttden muotoa
a, 10" +a, ;10" 1+ +a,-10+a,.

8530002 =8-10% +5-10° +3-10* +0-103 +0-102 +0-10+2
=8-10%+5-10° +3-10% +2

Koska 10 =1 (mod 3), niin kaikilla eksponenteilla £ > 0 pitee,

ettd 10F =1% =1 (mod 3).

Siten voidaan kirjoittaa:

8-10°+5-105+3-10* +2=8-1+5-1+3-1+2
=18=0 (mod 3).

Siis luku 8 530 002 on jaollinen luvulla 3. o



b) Ilmaistaan luku 13 080 627 kdyttden muotoa
a, 10" +a, 110"+ . +a,-10+aq,.

13080627 =1-107 +3-10°+0-10° +8-10* +0-10° +6-10% +2-10+7
=1-107 +3-10° +8-10%* +6-10%> +2-10+7
Koska 10=1 (mod 9), niin kaikilla eksponenteilla £ > 0 pitee,
ettd 10X =1¥ =1 (mod 9).
Siten voidaan kirjoittaa:

1-107 +3-100+8-10* +6-10° +2-10+7=1-1+3-1+8-1+6-1+2-1+7
=27=0 (mod 9).

Siis luku 13 080 627 on jaollinen luvulla 9. o



M1

Lause “’tdndén on siivouspiivd, jos tdnddn on perjantai” voidaan
ilmaista toisin: ’jos tdnddn on perjantai, niin tdndin on
siivouspdiva”.

Formalisoidaan lause.

A= B

Vastaus: a



M2
Lause —4 A B voidaan suomentaa: ’tdnddn ei ole perjantai ja

tdnddn on siivouspdiva” eli ’tdnddn ei ole perjantai, mutta tindén on
siivouspdiva”.

Vastaus: C



M3

Tutkitaan lauseen Av B totuutta totuustaulun avulla.

A B Av B

S| O
O == —

1
1
0
0

Lause Av B on tosi, kun
e A ontosija B on tosi,
e A4 ontosija B on epitosi ja
e A onepidtosija B on tosi.

Vastaus: ajab



M4

Tutkitaan lauseen (A A B)= C totuutta totuustaulun avulla.

A | B | C | AAB | (ArB)=C
1 1 1 1 1
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1
0 0 0 0 1

Lause (A A B)= C on tosi kaikissa muissa tapauksissa paitsi, kun
A ontosi, B ontosija C on epitosi.

Vastaus: ajac



MS

Tutkitaan lausetta Av —A4 totuustaulun avulla.

A | =4 | Av—A
1 0 1
1 1

Koska lause 4v —A4 on aina tosi, se on tautologia.

Vastaus: a



Mo

Lause P on tosi, kun 4 on epédtosija B on tosi eli lause P on
loogisesti ekvivalentti lauseen —4 A B kanssa.

Vastaus: b



M7

Lause dx: M (x) A—P(x) voidaan suomentaa seuraavasti:

”on olemassa x, joka kuuluu ankkojen joukkoon, ja jolle pétee: x on
McAnkka ja x ei ole pihi”

eli ”on olemassa McAnkka, joka ei ole pihi”

eli ’kaikki McAnkat eivit ole piheja”.

Vastaus: ajab



M8

Lause ”jokaisen kokonaisluvun itseisarvo on epanegatiivinen”
voidaan sanoa toisin:

“kaikille kokonaisluvuille x pétee: x:n itseisarvo on suurempi tai
yhtd suuri kuin luku 0.

Vastaus: C



M9

Muodostetaan kahden parittoman kokonaisluvun 2n+ 1 ja 2m + 1,
missd n ja m ovat kokonaislukuja, summa.

Crn+)+(2Cm+1)=2n+2m+2=2(n+m+1)

Havaitaan, ettd summa on parillinen kokonaisluku.

Vastaus: C



M10

Tutkitaan lukua n? +1.

Jos n onluku 2,luku n?>+1=4+1=5 on pariton.
Jos n onluku 3,luku #n?+1=9+1=10 on parillinen.
Joten luku 7% +1 voi olla joko parillinen tai pariton.

2

Kun 7 on kokonaisluku, niin n< on epénegatiivinen kokonaisluku.

Siten luku 72 +1 on aina positiivinen kokonaisluku.

Eli luku 72 +1 on aina luonnollinen luku.

Vastaus: C



Mi1
Jos x=—4, x> =(-4)?=16>9.

Tama sopii vastaesimerkiksi, kun todistetaan lauseen ”jos x <3,
niin x? <9” olevan epitosi.

Vastaus: C



M12
Tutkitaan tuloa: 5-4 =20.
Havaitaan, etti:

3-:6=18<20
3-7=21>20.

Siis kun todistetaan lauseen “’parillisen ja parittoman luvun tulo on
aina jaollinen luvulla kolme” olevan epétosi, niin vastaesimerkiksi
sopii 5-4 =20,

Vastaus: b



M13

Alkuaskeleessa tulee osoittaa, ettd a; =5.Eli (-1)!71.5=5.

Vastaus: b



M14

Induktio-oletuksessa oletetaan, ettd viite pitee mielivaltaisella
luvulla.

Eli a,=(-1)""'-5 mielivaltaisella luvulla n.

Vastaus: a



M15

Induktiovéitteessd véitetddn, ettd viite pitee myos mielivaltaista
lukua seuraavalla luvulla eli luvulla n+1.

Eli a,,=)0*D-1.5=(-1).5.

Vastaus: C



M16

Koska 13-(-1)=-65, luku —65 on jaollinen luvulla 13.

Vastaus: b



M17

Koska 5-(-4)+3=-17,luku —17 voidaan ilmaista jakoyhtdlolla
-17=5-(-4)+3.

Vastaus: C



M18
Tapal:
Koska lukujen 18 ja 39 alkulukuhajotelmat ovat

18=2-9=2-3.3
39=3-13,

niin lukujen suurin yhteinen tekijd on 3.
Tapa 2:

Maiiritetddn lukujen 18 ja 39 suurin yhteinen tekija Eukleideen
algoritmilla.

39=2-18+3
18=6-3

syt(18, 39) =3

Vastaus: b



M19
Tapa 1:

Maiiritetddn lukujen 93 ja 201 suurin yhteinen tekijd Eukleideen
algoritmilla.

201=93-2+15
93=15-6+3
15=3-5+0

syt(201, 93) =3

Koska lukujen suurin yhteinen tekijad on luku 3, voidaan murtoluku

93 supistaa luvulla 3.

201
Tapa 2:

Koska lukujen 93 ja 201 alkulukuhajotelmat ovat:

93=3.31
201=3-67,
lukujen suurin yhteinen tekiji on luku 3 eli murtoluku ;—031 voidaan

supistaa luvulla 3.

Vastaus: a



M20

Koska lukujen 21 ja 35 alkulukuhajotelmat ovat:

21=3-7
35=5-7,

lukujen pienin yhteinen monikerta on luku 3-5-7 =105.

Vastaus: b



M21

Koska 4=(-1) (mod 5), niin 4* =(-1)* =1 (mod 5).

Vastaus: a



M22

Koska 9=(—-1) (mod 10),
niin
977 =(-1)"7 ==1=9 (mod 10).

Siten, kun luku 977 jaetaan luvulla 10, jakojdinnds on 9.

Vastaus: C



M23

Koska
4=1 (mod 3)
=—1 (mod 3)
=—-1 (mod 3)
7=1 (mod 3),
niin

4-25+77=1-(=1> +17 =0 (mod 3)
4-204+75=1-(-1)®+1° =2 (mod 3)
3.26 457 =3.(=1)° +(=1)" =2 (mod 3).

Eli luku 4-2°+77 onjaollinen luvulla 3.

Vastaus: a



M24

Alkulukuja ovat lukua 1 suuremmat luonnolliset luvut, jotka ovat
jaollisia vain itselldén ja luvulla 1.

Luku 27 =3 - 9, joten se ei ole alkuluku.

Luku 37 on alkuluku.

Vastaus: C



M25
Laaditaan luvun 60 alkulukuhajotelma.

60=6-10
=2-3-2-5
=2-2-3-5
=22.3.5

Vastaus: bjac



Al
a) Huomataan, ettd 8 - 20=160 ja 163 — 160 = 3.

Luku 8 menee 163:een 20 kertaa, ja yli jdd 3.
Jakolaskun 163 : 8 osaméérd on 20 ja jakojddnnos 3.
Jakoyhtdlo on 163 =8 - 20 + 3.

b) Huomataan, ettd 11 -9=99 ja 100-99 = 1.
Luku 11 menee 100:aan 9 kertaa, ja yli jaa 1.
Jakolaskun 100 : 11 osamdird on 9 ja jakojdannos 1.

Jakoyhtiils on 100 =11 - 9 + 1.

Vastaus: a) osamadra 20, jakojaannos 3, jakoyhtdlo
163=8-20+3
b) osaméérd 9, jakojdannds 1, jakoyhtilo
100=11-9+1



A2
a) Saadaan -35:7=-5
Siis -35=7-(-5)+0.
b) Laskimella saadaan —36:7 =-5,142...

Etsitddn suurin luvun 7 monikerta, joka on pienempi kuin —36.

7-(=5)=-35>-36
7-(=6) =—42 < -36

Lasketaan lukujen —-36 ja —42 erotus: -36—(—42)=6

Siis —36="7-(=6)+6.

Vastaus a) -35=7-(-5)+0
b) -36=7-(-6)+6



A3
a)

b)

Etsitdén luvuille 18 ja 42 pienin yhteinen monikerta.

Maiiritetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekija Eukleideen
algoritmilla.

42=18-2+6 syt(42, 18) = syt(18, 6)
18=6-3+0 syt(18, 6) = 6
Saatiin syt(42, 18) = 6.

Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

3
4225{ =42.3=126 pym(a,b)ZSyt?s B

1

Selvitetddn laventajat.
;

3
42'J/S{=42.3=126 M'18=7-18=126

£ £

1 1
Yhteinen nimittdjd on 126. Laventajat ovat 3 ja 7.

Vastaus: a) 126

1 _7 .01 _ 3
®) 18 =126 1 22 " 126



A4
a) Muodostetaan lukujen 24 ja 150 alkulukuhajotelmat.

24=3.8=3-2-2-2=23.3
150=10-15=2-5-3-5=2-3.52

a) Suurin yhteinen tekiji on se yhteinen osa, joka sisdltyy jokaiseen
alkulukuhajotelmaan. Jokaisesta hajotelmasta 16ytyy 3.

syt(24,150)=2-3=6

b) Pienin yhteinen monikerta sisiltdé jokaisen alkulukuhajotelmissa
esiintyvian alkuluvun eli luvut 2, 3, 5. Jokaista alkulukua otetaan
mukaan suurimman eksponentin ilmaisema mééra.

pym(24, 150) =23 -3-52 =600
Vastaus: a) 24=23.3 ja 150=2-3-52

b) 6
¢) 600



AS

Luku 14 voidaan esittdd alkulukujen 2 ja 7 tulona.

Koska 3500:2=1750 ja 3500:7 =500, niin luku 3500 on
jaollinen seka luvulla 2 ettd luvulla 7.

Télloin luku 3500 on jaollinen luvulla 2-7=14.

Vastaus: Koska luku 3500 on jaollinen alkuluvuilla 2 ja 7, se on
jaollinen my®s luvulla 2 - 7= 14.



A6

Maiiritetddn jakojadnnds kongruenssin avulla.

17=-1 (mod 18)
15=-3 (mod 18)
183=3 (mod 18)

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 18.

179 +15-183 = (-1)!° +(=3)-3
=-1-9
=-10
=8 (mod 18)

Kongruenteilla luvuilla on sama jakojddnnds. Kun luku
17" +15-183 jaetaan luvulla 18, niin jakojdannds on 8.

Vastaus: Jakojidénnds on 8.



AT

Oletus

Viite

Todistus

Lukiossa on 63 opiskelijaa.

Ainakin 2 opiskelijalla on syntymépédiva samalla
viikolla.

Oletetaan vastoin vditettd, ettd jokaisen opiskelijan
syntymapiivé on eri viikolla.

Koska viikkoja on vuodessa 52, lukiossa voi olla 52
opiskelijaa. Tdma on ristiriidassa alkuperdisen

oletuksen kanssa.

Alkuperéinen véite on siten totta.o



A8

a) Osoitetaan lause Vn € Z: n < n? epitodeksi vastaesimerkin
avulla.

Valitaan n = 1. Saadaan 1< 1?. T4dmi ei pidi paikkaansa, silld
1=1%.

Lause on epétosi. O

b) Osoitetaan lause Vn e R: Lon epatodeksi vastaesimerkin
n

avulla.

1

Valitaan n =0,5. Saadaan 0.5

<0,5. Tama ei pida paikkaansa,

s 1
silla 0,5—2>0,5.

Lause on epétosi. O



A9

Oletus

Viite

Todistus

Luvut a>0jab>0.
(a+b)? > a? +b?

Léhdetddn tarkastelemaan epédyhtdlod sieventimalld sen
vasenta puolta.

(a+b)? =a?* +2ab+ b?
——
>0
> a? + b?
Saatiin (a +b)? > a® +b?.

Viite pitdd paikkansa. o



Al10
Oletus

Viite

Todistus

n on luonnollinen luku.

Luku 62"*! +1 on jaollinen luvulla 7.

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

Koska 6=-1 (mod 7),

24l | 1 — (_1\2n+1 (=12 =—1,
6 +1=(=1) +1 silld 27 +1 on pariton.

=0 (mod 7).
Kun luku 62"*! +1 jaetaan luvulla 7, jakojaénnds on 0.

Luku 62"*! +1 on siten jaollinen luvulla 7, kun z on
luonnollinen luku. o



B1

b)

”Saadaan kolme klaavaa” voidaan kirjoittaa toisin:

“ensimmadiselld heitolla saadaan klaava ja toisella heitolla
saadaan klaava ja kolmannella heitolla saadaan klaava.”

Lause formalisoituna: AABAC
’Saadaan ainakin yksi klaava” voidaan kirjoittaa toisin:

”ensimmaiselld heitolla saadaan klaava tai toisella heitolla
saadaan klaava tai kolmannella heitolla saadaan klaava.”

Lause formalisoituna: Av Bv C

”Saadaan tasan yksi klaava” voidaan kirjoittaa toisin:

“ensimmaiselld heitolla saadaan klaava ja toisella heitolla
saadaan kruuna ja kolmannella heitolla saadaan kruuna TAI
ensimmadiselld heitolla saadaan kruuna ja toisella heitolla
saadaan klaava ja kolmannella heitolla saadaan kruuna TAI
ensimmadiselld heitolla saadaan kruuna ja toisella heitolla
saadaan kruuna ja kolmannella heitolla saadaan klaava.”

Lause formalisoituna:
(AAN=BA=C)V(mAABA=C)Vv(=AAr=BAC)

Vastaus a) AABAC

b) AvBvC
¢) (AAN—-BA-C)V(mAABA-C)V(=AA—BAC)



B2

Osoitetaan lauseet loogisesti ekvivalenteiksi totuustaulun avulla.

1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1

Koska lauseiden 4 = —B ja —4 v —B totuustaulut ovat samat, ne
ovat loogisesti ekvivalentit. O



B3

Olkoon A4: ”Heimo on kelmi”, B: ”Miia on kelmi” ja C: ”Silja on
kelmi”.

Formalisoidaan lauseet.

Heimo: ”Miia ja Silja ovat molemmat kelmeja” eli "Miia on kelmi ja
Silja on kelmi”.

BAC

Miia: "Heimo ja Silja ovat molemmat ritareita” eli ”Heimo on ritari
ja Silja on ritari”.

—AAN=C
Silja: "Heimo on ritari tai Miia on kelmi.”
—-Av B

Laaditaan totuustaulu.

AB|C|—-4|-C| BAC —AA=C —Av B
1/1(1] 0 0 1 0 1
1/1(0| O 1 0 0 1
1/0{1] 0 0 0 0 0
1/0/0] O 1 0 0 0
0j1)1] 1 0 1 0 1
0/1/0] 1 1 0 1 1
0/0j1] 1 0 0 0 1
0jo0j0] 1 1 0 1 1

Muistetaan, ettd kelmit valehtelevat aina, ja ritarit puhuvat aina totta.



Keskitytddn ensin Heimon véittdméan. Jos Heimo on kelmi, hénen
vditteensd ei ole totta, joten rivit 2, 3, ja 4 ovat mahdollisia. Nailla
riveilld Heimon véittimén totuusarvo on epitosi.

Jos Heimo on ritari, hinen véitteensi on totta. Siten myos rivi 5 on
mahdollinen. Eli rivit 2, 3, 4 ja 5 ovat mahdollisia.

Keskitytddn nyt riveihin 2, 3, 4 ja 5.

Jos Miia on kelmi, hidnen viitteensa ei ole totta, joten rivit 2 ja 5 ovat
edelleen mahdollisia.

Jos Miia on ritari, hiinen véitteensi on totta ja rivit 3 ja 4 eivit voi
pitéé paikkaansa.

Tutkitaan nyt rivejd 2 ja 5.

Jos Silja on kelmi, hdnen viitteensa ei ole totta, joten rivi 5 ei ole
mahdollinen.

Jos Silja on ritari, hinen viitteensi on totta, joten rivi 2 on
mahdollinen.

Rivi 2 on ainoa mahdollinen rivi. Sen perusteella Heimo on kelmi,
Miia on kelmi ja Silja on ritari.

Vastaus Heimo ja Miia ovat kelmejé, Silja on ritari.



B4

Lukua 10 000 pienemmait kokonaisluvut, jotka ovat jaollisia
jokaisella luvuista 11, 13 ja 19 ovat jaollisia ndiden lukujen tulolla,
silld luvut 11, 13 ja 19 ovat alkulukuja.

Lukujen tuloon 11-13-19=2717.

Luvulla 2717 jaollisia lukua 10 000 pienempié lukuja ovat:

2717, 2-2717 =5434 ja 3-2717 =8151.

Vastaus 2717, 5434 ja 8151



BS

Muodostetaan jakoyhtdlot.

59052 =3822 - 15+ 1722 syt(59052, 3822) = syt(3822, 1722)

3822=1722-2+378 syt(3822, 1722) = syt(1722, 378)
1722 =378 - 4+210 syt(1722, 378) = syt(378, 210)
378=210-1+168 syt(378, 210) = syt(210, 168)
210=168 - 1 +42 syt(210, 168) = syt(168, 42)
168=42-4+0 syt(168, 42) = 42

Saatiin syt(59052, 3822) = 42.

Vastaus: 42



B6

a) Osoitetaan, ettd kolmen perdkkéisen parittoman kokonaisluvun
summa ei ole jaollinen luvulla 2.

Esitetddn vastaesimerkki: 1+3+5=9

Luku 9 ei ole jaollinen luvulla 2, joten kolmen perékkaisen
parittoman kokonaisluvun summa ei ole jaollinen luvulla 2.

b) Osoitetaan, ettd kolmen perdkkéisen parittoman kokonaisluvun
summa on jaollinen luvulla 3.

Kolme perékkaistd paritonta kokonaislukua voidaan esittad
muodossa: 2n+1, 2n+3, 2n+5, missid n on kokonaisluku.

Muodostetaan lukujen summa.
Crn+1)+2n+3)+(2n+5)=6m+9=3(12n+3)
Havaitaan, ettd summa on jaollinen luvulla 3.

Vastaus: a) Ei ole.
b) On.



B7

Viite Luku 1_\/5 on irrationaaliluku.

143
Todistus  Oletetaan vastoin véitettd, ettd 1-V3
1+ \/5

irrationaaliluku. T4lloin on olemassa sellaiset

1—\/§_m

1+\/§_n'

el ole

kokonaisluvut m ja n (n#0), ettd

Ratkaistaan \/g )

-3 _m .
N -(1+43)

1—\/§=m(1;\/§) |-n

n(1-3)=m(1++3)
n—n\/§=m+m\/§

o Erotetaan luku \/5
343 =n—m yhteiseksi tekijiksi.
(m+n)\/§=n—m |: (m+n)
J3=n=-—m
m+n

Saatiin, ettd \/5 on rationaaliluku.

On péadytty ristiriitaan, silld /3 on irrationaaliluku.

Alkuperdinen véite pitdé siis paikkansa.
Luku 1= V3

1+\/§

on irrationaaliluku. o




B8

Oletus Luku n on positiivinen kokonaisluku.

Viite Luku 73 +11zn on jaollinen luvulla 6.

Todistus  Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Jokainen
kokonaisluku » toteuttaa yhden kongruensseista n =0,
n=1,n=2,n=3 n=4tai n=5 (mod 6)

Osoitetaan, ettéd kaikissa tapauksissa
n3+11n=0 (mod 6).

1)Jos n=0 (mod 6), niin

n3+11n=03+11-0=0 (mod 6).
2)Jos n=1 (mod 6), niin

3 +11ln=13+11-1=12=0 (mod 6).
3)Jos n=2 (mod 6), niin

n3+11n=23+11-2=30=0 (mod 6).
4)Jos n=3 (mod 6), niin

3 +11n=33+11-3=60=0 (mod 6).
3)Jos n=4 (mod 6), niin

3 +11n=4%+11-4=108=0 (mod 6).
3)Jos n=5 (mod 6), niin

n3+11n=53+11-5=180=0 (mod 6).

Huomataan, ettd aina 7> +11n=0 (mod 6).

Siispé kaikilla kokonaisluvuilla 7 luku #3 +11n on
jaollinen luvulla 6. o



B9

Tulee osoittaa;

1) Jos luvun n alkulukuhajotelmassa jokaisen tekijan eksponentti
on jaollinen luvulla 3, niin kokonaisluku » on toisen
kokonaisluvun kuutio.

ja

2) Jos kokonaisluku n on toisen kokonaisluvun kuutio, niin luvun »
alkulukuhajotelmassa jokaisen tekijén eksponentti on jaollinen
luvulla 3.

Osoitetaan ensin kohta 1:

Jos luvun 7 alkulukuhajotelmassa jokaisen tekijan eksponentti on
jaollinen luvulla 3, luvun » alkulukuhajotelma on muotoa:

— 3, 3% 3q
n=py Py Dp

Sievennetdédn alkulukuhajotelma potenssikaavojen avulla.

3-q, . 3-q,

n:pl qk)3 3

3.
D> -...~pqu:(pf‘~pgz~...~pk =m
=m
Saatiin, ettd kokonaisluku # on toisen kokonaisluvun kuutio.




Osoitetaan sitten kohta 2:

Jos kokonaisluku # on toisen kokonaisluvun kuutio, voidaan merkita

n=m?>, missi m on kokonaisluku. Luvun m alkulukuhajotelma on

muotoa:

— 9 q q
I’l’l—pll _p22 '...'pkk.

Sijoitetaan tdmai lausekkeeseen n = m3 .

k 3q, 3-q, 3q;
n:m3:(plql pqu pg )3:plq .pzq '-~-'pkq

Saatiin, ettd luvun n alkulukuhajotelmassa jokaisen tekijén
eksponentti on jaollinen luvulla 3.

Koska molemmat kohdat 1 ja 2 pitevit, kokonaisluku # on toisen
kokonaisluvun kuutio tdsmaélleen silloin, kun luvun »
alkulukuhajotelmassa jokaisen tekijidn eksponentti on jaollinen
luvulla 3.0



B10

1— n+l

n
Viite qu = gq ,missd g #0,q #1
k=0

1
kaikilla n=0, 1, 2, ....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi, kun 7 = 0.

Viite on tosi, kun n =0.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
_ n+l

L 1

k _ q
E,q 1—
k=0 9

mielivaltaisellan =0, 1, 2... .

Induktioviite:
n+l l_q(n+l)+1 B 1— n+2

zqk _ _1-49
k=0

1-¢q l-¢g




Induktioviitteen todistus:

Muokataan induktiovéitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella ja sievennetdin
lauseketta.

n+l n
qk — qu +qn+1
k=0 k=0
_ _qr1+l
I-q
induktio-oletuksen
perusteella
n+l
— 1_ q + l—q)anrl
1-¢
B 1_qn+1 +(1_q)qn+l
I-q
B 1_qn+l +qn+l _qn+1+1
I-¢
3 1_ qn+2
I-¢

Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat,
joten induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o



b) 3+32+33+..+32= Z3k ~1=3" 1-797160

Vastaus: b) 797 160
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