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a) Koska 28=4-7,luku 28 on jaollinen luvulla 4.
b) Koska 104 =4-26, luku 104 on jaollinen luvulla 4.

c¢) Koska 4-20=80<82 ja 4-21=84>82,luku 82 eiole
jaollinen luvulla 4.

d) Koska 32=4-8, luku 32 on jaollinen luvulla 4.

Vastaus  a) on, koska 28 =4 -7
b) on, koska 104 =4 - 26
c) eiole, koska 4-20=80<82 ja 4-21=84>82
d) on, koska 32 =4 -8



171

a) Koska 21-1=21<35 ja 21-2=42>35, luku 35 eiole
jaollinen luvulla 21.

b) Koska —42 =21-(-2), luku —42 on jaollinen luvulla 21.

c¢) Koska 21-10=210<219 ja 21-11=231>219,luku 219 ei
ole jaollinen luvulla 21.

d) Koska —105=21-(-5), luku —105 on jaollinen luvulla 21.

Vastaus  a)ei, koska 21-1=21<35 ja 21-2=42>35
b) on, koska —42 =21-(-2)
c) ei, koska 21-10=210<219 ja 21-11=231>219
d) on, koska —105=21-(-5)
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a) Huomataan, ettd 10-2=20 ja 27-20=7.
Luku 10 menee 27:44n 2 kertaa, ja yli jai 7.
Jakolaskun 27 : 10 osamdird on 2 ja jakojdannds 7.

Jakoyhtdlo on27=10-2+7.

b) Huomataan, ettd 100-3 =300 ja 305-300=35.
Luku 100 menee 305:een 3 kertaa, ja yli jai 5.
Jakolaskun 305 : 100 osaméddrd on 3 ja jakojddnnds 5.

Jakoyhtédlo on305=100-3+5.

¢) Huomataan, ettd 1000-9 =9000 ja 9999 —9000 =999 .
Luku 1000 menee 9999:4in 9 kertaa, ja yli jaa 999.
Jakolaskun 9999 : 1000 osamidird on 9 ja jakojdédnnds 999.

Jakoyhtdlo on 9999 =1000-9 +999 .

Vastaus  a) osamiérd 2, jakojdannds 7 ja jakoyhtélo
27=10-2+7.
b) osaméird 3, jakojddnnods 5 ja jakoyhtdlo
305=100-3+5.
c) osamaddrd 9, jakojddnnds 999 ja jakoyhtdld
9999 =1000-9 +999.
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a) Huomataan, ettd 5-7=35 ja 36-35=1.

Luku 5 menee 36:een 7 kertaa, ja yli jaa 1.
Jakolaskun 36 : 5 osamiird on 7 jajakojddannds 1.

Jakoyhtdlo on 36 =5-7+1.

b) Huomataan, ettd 5-14=70 ja 72-70=2.
Luku 5 menee 72:een 14 kertaa, ja yli jda 2.
Jakolaskun 72 :5 osaméird on 14 jajakojdédnnos 2.

Jakoyhtdlo on 72 =5-14+2.

¢) Huomataan,ettd 5-0=0 ja 3-0=3.
Luku 5 menee 3:een 0 kertaa, ja yli jda 3.
Jakolaskun 3 : 5 osamdird on 0 ja jakojddnnos 3.

Jakoyhtédlo on 3=5-0+3.



d) Huomataan, ettd 5-20=100 ja 104-100=4.
Luku 5 menee 104:44n 20 kertaa, ja yli jaa 4.
Jakolaskun 104 :5 osamiird on 20 jajakojddnnds 4.

Jakoyhtédlo on 104 =5-20+4.

Vastaus  a) osamiérd 7, jakojdannds 1 ja jakoyhtdlo on
36=5-7+1
b) osaméird 14, jakojdédnnos 2 ja jakoyhtdlo on
72=5-14+2
c¢) osaméird 0, jakojddnnds 3 ja jakoyhtéld on
3=5-0+3
d) osaméird 20, jakojdédnnds 4 ja jakoyhtdlo on
104=5-20+4
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a) Huomataan, ettd 21:3=7
Luku 3 menee 21:een 7 kertaa ja jako menee tasan.
Siis 21=3-7+0.
b) Laskimella saadaan 43:3=14,333...
Etsitdén suurin luvun 3 monikerta, joka on pienempi kuin 43.

3-14=42<43
3:15=45>43

Lasketaan lukujen 43 ja 42 erotus: 43-42 =1
Siis 43=3-14+1.
c¢) Laskimella saadaan —-28:3=-9,333...
Etsitddn suurin luvun 3 monikerta, joka on pienempi kuin —28.

3-(—-9)=-27>-28
3-(~10) = -30 < -28

Lasketaan lukujen —28 ja —30 erotus: —28 —(—-30) =2

Siis —28 =3-(—10)+2.



d) Laskimella saadaan —44:3 =—-14,666...
Etsitdén suurin luvun 3 monikerta, joka on pienempi kuin —44.

3-(—14)=—42 > 44
3.(—15)=—-45< 44

Lasketaan lukujen —44 ja —45 erotus: —44 —(—45) =1

Siis —44 =3-(-15)+1.

Vastaus a) 21=3-7+0
b) 43=3-14+1
c) 28=3-(-10)+2
d) 44=3-(-15+1
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a) Saadaan 24:10=2,4

Etsitddn suurin luvun 10 monikerta, joka on pienempi kuin 24.

10-2=20<24
10-3=30>24

Lasketaan lukujen 24 ja 20 erotus: 24 -20=4.
Siis 24=10-2+4.
b) Saadaan 541:10=54,1
Etsitddn suurin luvun 10 monikerta, joka on pienempi kuin 541.

10-54 =540< 541
10-55=550> 541

Lasketaan lukujen 541 ja 540 erotus: 541—-540=1.

Siis 541=10-54+1.



¢) Saadaan -28:10=-2,8
Etsitddn suurin luvun 10 monikerta, joka on pienempi kuin —28.

10-(-2)=-20> 28
10-(-3) =30 < —28

Lasketaan lukujen —28 ja —30 erotus: —28 —(—-30)=2.
Siis —28=10-(-3)+2.
d) Saadaan -91:10=-9,1

Etsitdén suurin luvun 10 monikerta, joka on pienempi kuin —91.

10-(-9) =-90> —91
10-(~10) = —100 < 91

Lasketaan lukujen —91 ja —100 erotus: —91—(-100)=9.

Siis —91=10-(~10)+9.

Vastaus a) 24=10-2+4
b) 541=10-54+1
c) 28=10-(-3)+2
d) 91=10-(-10)+9
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a)

b)

Laskimella saadaan 37:15=2,466...
Etsitddn suurin luvun 15 monikerta, joka on pienempi kuin 37.

15-2=30<37
15-3=45>24

Lasketaan lukujen 37 ja 30 erotus: 37-30=7.

Siis 37=15-2+7.

Laskimella saadaan 6:15=0,4

Etsitddn suurin luvun 15 monikerta, joka on pienempi kuin 6.

0-15=0<6
1-15=15>6

Lasketaan lukujen 6 ja 0 erotus: 6-0=6.

Siis 6=15-0+6.



c¢) Laskimella saadaan —224:15=-14,933...

Etsitddn suurin luvun 15 monikerta, joka on pienempi kuin
—224.

15-(—14)=-210 > —224
15-(~15) = —225< —224

Lasketaan lukujen —224 ja —-225 erotus: —224 —(-225)=1.
Siis —224 =15-(-15)+1.
d) Laskimella saadaan —128:15=-8,533...

Etsitddn suurin luvun 15 monikerta, joka on pienempi kuin
—128.

15-(~8) =—120> —128
15-(-9) =—135< 128

Lasketaan lukujen —128 ja —135 erotus: —128 —(-135)=7.

Siis —128 =15-(-9)+7 .

Vastaus a) 37=15-2+7
b) 6=15-0+6
c) —224=15-(-15)+1
d) —-128=15-(-9)+7
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Jos kokonaisluvuista pienintd merkitién kirjaimella £, niin sitd
seuraavat 4 kokonaislukvaovat k+1, k+2, k+3, k + 4 .

Oletus

Viite

Todistus

Luku % on kokonaisluku.

Summa k+(k+1)+(k+2)+(k+3)+(k+4) on
jaollinen luvulla 5.

Summa k+(k+1)+(k+2)+(k+3)+(k+4) on
aritmeettinen, koska kahden perdkkiisen termin erotus
on aina yksi.

Summassa on 5 termid. Ensimmdiinen termi on £ ja
viimeinen on k + 4.

k+(k+D)+(k+2)+(k+3)+(k+4)
o (k+(k+4))
_S'f

< 2k+4C
=5 72

=5-(k+2)

Koska luku & +2 on kokonaisluku, luku 5-(k +2) on
jaollinen luvulla 5.

Siis 5:n perdkkaisen kokonaisluvun summa on
jaollinen luvulla 5. o
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a)
Oletus

Viite

Todistus

Luku a on jaollinen luvulla 28 jaluku b on jaollinen
luvulla 21.

Luku a + b on jaollinen luvulla 7.

Koska luku a on jaollinen luvulla 28, voidaan merkiti
a =28¢q jakoska luku b on jaollinen luvulla 21,

voidaan merkitd »=21r. Luvut ¢ ja » ovat
kokonaislukuja.

Muodostetaan summa a + b.

a+b

28q+21r
7-4g+7-3r

|
Erotetaan 7
yhteiseksi tekijéksi.

=7-(4g+3r)

Koska luku 44 + 3r on kokonaisluku, luku 5-(k +2)
on jaollinen luvulla 7.

Siis luku @ + b on jaollinen luvulla 7. o



b)

Oletus Luku a on jaollinen luvulla 28 jaluku b on jaollinen
luvulla 21.
Viite Luku ab on jaollinen luvulla 12.

Todistus  Koska luku a on jaollinen luvulla 28, voidaan merkiti
a =28¢q jakoska luku b on jaollinen luvulla 21,

voidaan merkitd »=21r. Luvut ¢ ja » ovat
kokonaislukuja.

Muodostetaan tulo ab.

ab=28q-21r
=7-4.q-7-3-r
=12-49-gr

Koska luku 49 -gr on kokonaisluku, luku 12-49- gr
on jaollinen luvulla 12.

Siis luku ab on jaollinen luvulla 12. o
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Oletus

Viite

Todistus

Luku 7n on kokonaisluku.
Luku n(n2+8) on jaollinen luvulla 3.

Jakoyhtdlon nojalla jokainen kokonaisluku n voidaan
esittdd muodossa n=3q, n=3g+1 tai n=3g+2 ,
misséd g on kokonaisluku.

Sijoitetaan ndma yksi kerrallaan lausekkeeseen
n(n?+8).

n(n2+8)

39((39)? +8) =3-q(9¢* +38)

3g +1

Bg+D((3g+1D?*+8)=Bg+1)((3¢)* +2-3-g+1% +8)
=3g+1) (9¢% +6g+9)
N B S

Erotetaan 3 yhteiseksi
tekijéksi.

=(3g+1)-3-(3¢%> +2g+3)
=3.(3g+1)(3¢* +2g+3)

3g +2

(Bg+2)(3¢+2)* +8)=(3q+2)((39)*> +2-3q-2+22% +8)
=(39+2)(9¢* +12¢ +12)

Erotetaan 3 yhteiseksi
tekijaksi.

=(3g+2)-3-(3¢> +4q +4)
=3-(3¢+2)(3¢> +4q+4)

Jokaisessa tapauksessa luku n(n2+8) voidaan esittii

kokonaislukujen tulona niin, ettd yksi tulon tekijoista
on luku 3.

Siis n(n2+8) on aina jaollinen luvulla 3. o
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a) Koska 6-6=36<38 ja 6-7=42>38 ,luku 38 eiole jaollinen
luvulla 6.

b) Koska 72=6-12, luku 72 on jaollinen luvulla 6.

c) Koska 6-(-8)=-48>52 ja 6-(-9)=-54<-52, luku -52 ei
ole jaollinen luvulla 6.

d) Koska 102=6-17, luku 102 on jaollinen luvulla 6.

Vastaus  a)ei, koska 6-6=36<38 ja 6-7=42>38
b) on, koska 72 =6-12
c) el, koska 6-(—-8)=-48>52 ja 6-(-9)=-54<-52
d) on, koska 102=6-17
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a) Koska 2016 =4-504, vuosi 2016 oli karkausvuosi.

b) Koska 4-499 =1996 <1998 ja 4-500=2000> 1998, vuosi
1998 ei ollut karkausvuosi.

c) Koska 1880=4-470, vuosi 1880 oli karkausvuosi.

d) Koska 400-4=1600<1800 ja 400-5=2000> 1800, vuosi
1800 ei ollut karkausvuosi.

e) Koska 2000=400-5, vuosi 2000 oli karkausvuosi.

Vastaus  a) on
b) ei
c) on
d) ei
e) on
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a) Huomataan, ettd 2-25=50 ja 51-50=1.
Luku 2 menee 51:een 25 kertaa, ja yli jai 1.
Jakolaskun 51 : 2 osamiérd on 25 jajakojdannos 1.

Jakoyhtédlo on 51=2-25+1.

b) Huomataan, ettd 3-31=93.
Luku 3 menee 93:een 31 kertaa, ja yli jdi 0.
Jakolaskun 93 : 3 osaméiérd on 31 jajakojdannds 0

Jakoyhtdlé on 93=3-31+0.

¢) Huomataan, ettd 4-25=100 ja 103—-100=3.
Luku 4 menee 103:een 25 kertaa, ja yli jaa 3.
Jakolaskun 103 : 4 osaméddrd on 25 jajakojdénnds 3.

Jakoyhtdlo on 103=4-25+3.



d) Huomataan, ettd 8-125=1000 ja 1005—-1000=5.
Luku 8 menee 1005:een 125 kertaa, ja yli jd4 5.
Jakolaskun 1005 : 8 osaméérd on 125 ja jakojddnnds 5.

Jakoyhtélé on 1005=8-125+5.

Vastaus  a) osamddrd 25, jakojdédnnos 1 ja jakoyhtdlo on
51=2-25+1
b) osamdird 31, jakojddnnds 0 ja jakoyhtdlo on
93=3-31+0
c) osamadrd 25, jakojddnnds 3 ja jakoyhtdlo on
103=4-25+3
d) osamddrd 125, jakojddnnds 5 ja jakoyhtéld on
1005=8-125+5
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a) Laskimella saadaan 111:10=11,1

Etsitddn suurin luvun 10 monikerta, joka on pienempi kuin 111.

10-11=110<111
10-12=120>111

Lasketaan lukujen 111 ja 110 erotus: 111-110=1
Siis 111=10-11+1.
b) Huomataan, ettd 1000:10 =100
Luku 10 menee 1000:een 100 kertaa ja jako menee tasan.
Siis 1000=10-100+0.
¢) Laskimella saadaan —109:10=-10,9

Etsitddn suurin luvun 10 monikerta, joka on pienempi kuin
—-109.

10-(~10) = —100 > —109
10-(~=11)=—-110< -109

Lasketaan lukujen —109 ja —110 erotus: —109—(-110) =1

Siis —109 =10-(~11)+1.



d) Laskimella saadaan —998:10=-99,8

Etsitddn suurin luvun 10 monikerta, joka on pienempi kuin
10-(-99) =-990 > -998..

10-(—99) = —990 > —998
10-(~100) = —1000 < —998

Lasketaan lukujen —998 ja —1000 erotus: —998 — (—1000) =2

Siis ~998 =10-(~100)+2.

Vastaus  a) 111=10-11+1
b) 1000=10-100+0
) =109 =10-(~11)+1
d) 998 =10-(—100) +2
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a)

b)

Laskimella saadaan 37:18 =2,055...
Etsitdén suurin luvun 18 monikerta, joka on pienempi kuin 37.

18-2=36<37
18-3=54>37

Lasketaan lukujen 37 ja 36 erotus: 37—-36=1
Siis 37=18-2+1.
Huomataan, ettd 6:18=0,333...

Etsitddn suurin luvun 18 monikerta, joka on pienempi kuin 6.

18-0=0<6
18-1=18>6

Lasketaan lukujen 6 ja 0 erotus: 6-0=06

Siis 6=18-0+6.



c¢) Laskimella saadaan 215:18 =11,944...

Etsitdén suurin luvun 18 monikerta, joka on pienempi kuin 215.

18-11=198 <215
18-12=216>215

Lasketaan lukujen 215 ja 198 erotus: 215—-198 =17
Siis 215=18-11+17.
d) Laskimella saadaan —128:18=-7,111...

Etsitddn suurin luvun 18 monikerta, joka on pienempi kuin
—-128.

18-(~7)=—126 > —128
18-(-8) =144 < —128

Lasketaan lukujen —128 ja —144 erotus: —128—(—144) =16

Siis —128 =18-(=8) +16.

Vastaus a) 37=18-2+1
b) 6=18-0+6
c) 215=18-11+17
d) —-128=18-(-8)+16
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a)
Oletus

Viite

Todistus

c|a,kun a on kokonaisluku ja ¢ on positiivinen
kokonaisluku.

¢|na, kun n on kokonaisluku.

Oletuksen mukaan c |a eli luku a on jaollinen luvulla

C.

Voidaan siis kirjoittaa: a = cq , kun g on kokonaisluku.

Sijoitetaan saatu arvo tuloon rna.

na = ncq

=cngq
Nyt na =cnqg eli luku na on jaollinen luvulla c.

Viite c¢|na pitdd paikkansa.o



b)
Oletus

Viite

Todistus

clajac|b, kun a ja b ovat kokonaislukujaja ¢ on
positiivinen kokonaisluku.

cla+b.

Oletuksen mukaan c|a eli luku a on jaollinen luvulla
c ja c|b eliluku b on jaollinen luvulla c.

Voidaan siis kirjoittaa: a =cq ja b=cr, kun ¢ ja r
ovat kokonaislukuja.

Sijoitetaan saadut arvot summaan a +b.

a+b= cq+cr
H_/
Erotetaan ¢

yhteiseksi
tekijaksi.

=c(qg+r)

Nyt a+b=c(q+r) eliluku a+b on jaollinen luvulla
c.

Viite c|a+ b pitdd paikkansa.o



c)
Oletus

Viite

Todistus

clajac|b, kun a ja b ovat kokonaislukuja ja ¢
on positiivinen kokonaisluku.

cla+b.

Oletuksen mukaan c |a eli luku a on jaollinen luvulla
c ja c|b eliluku b eiole jaollinen luvulla c.

Oletetaan vastoin véitettd, ettd ¢ |a + b. Télloin
a+b = cq, kun g on kokonaisluku.

Ratkaistaan saadusta yhtalostad b.

a+b=cq
b=cq—a Koskaa onjaollinen c:lli, a = cr, kunr € Z.
b=cq—cr
b=c(q-r)

Nyt b=c(g+r) eliluku b on jaollinen luvulla c.

On péadytty ristiriitaan, silld edelld todettiin, ettd b ei
ole jaollinen luvulla c.

Viite c¢ | a+ b pitdd paikkansa.o
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Oletus Luku n on kokonaisluku.
Viite Luku (n+1)> —(n—1)> onjaollinen luvulla 4.
Todistus  Sievennetiin luku (n+1)% —(n—1)%.

(m+1)2—m-1)2=n?>+2n+1-(n* -2n+1)
=n2+2n+1-n?+2n-1
=4n

Saatiin (n+1)2 —(n—1)2 =4n

Eli luku (n+1)? —(n—1)? on jaollinen luvulla 4. o
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Oletus

Viite

Todistus

Luku » on kokonaisluku.

Luku n(n+1)(2n+1) on jaollinen luvulla 6.

Jakoyhtdlon nojalla jokainen kokonaisluku n voidaan
esittdd muodossa n=6qg, n=6q+1, n=6q +2,
n=6g+3, n=6g+4, n=6q+5, missd g on
kokonaisluku.



Sijoitetaan ndma yksi kerrallaan lausekkeeseen n(n+1)(2n+1).

n n(n+1)(2n+1)
6q 6-q(6g+1)2-6g+1)
(6g+1D)((6g+1)+1)(2(6g+1)+1)=(6g+1)(6g+2)(12g+2+1)
Kerrotaan keskenddn.
6g+1 | =(6g+1) (72¢> +18¢+24q+6) =(6g+1)-6-(12¢> +7q+6)
Erotetetaan 6 yhteiseksi tekijéksi.
=6-(6q +1)(12¢* +7g +6)
(6g+2)(6g+2)+1)(2(6g+2)+1)= (6g+2)(6g+3) (12¢+5)
6012 : KWn
=( 36g° +18¢+12g+6 )(12g+5)=6-(69" +59+1)(12¢g+5)
Otetaan 6 yhteiseksi tekijaksi.
(6g+3)(6g+3)+D(2(6g+3)+1)= (6g+3)6g+4) (12q+7)
Kerrotaan keskenfin.
6g+3 | = 36¢° +24q+18¢+12  )(12g+7)=6-(64 +7g +2)(12q +7)
Erotetaan 6 yhteiseksi tekijaksi.
(6g+4)((6g+4)+1)(2(6g+4)+1)=(6g+4)(6g+5)(129+9)
= (6g+4)12g+9) (6g+5)=( 72q2 +54q+48q+36 )(6g+5)
6q+4 Kerrotaan keskendén. Erotetaan 6 yhteiseksi tekijaksi.
=6-(12¢*> +17q + 6)(6g + 5)
(69 +5)(6g+5)+1D)(2(6g+5)+1)=(6g+5)( 6g+6 )12¢g+11)
Er(;e\.tf;nﬁ
6+ el

=(6g+5)-6-(g+1)(12g+11)=6-(6g+5)(g+1)(12g+11)




Jokaisessa tapauksessa luku n(n +1)(2n +1) voidaan esittda
kokonaislukujen tulona niin, ettd yksi tulon tekijoistd on luku 6.

Siis n(n+1)(2n+1) on aina jaollinen luvulla 6. o
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Oletus

Viite

Todistus

Luku 2n+1 on pariton kokonaisluku.
Luku (2n+1)2 -1 onjaollinen luvulla 8.

Jotta luku on jaollinen luvulla 8 sen pitéé olla
jaollinen sekd luvulla 2 ettd myds luvulla 4.

Muokataan lukua (2n+1)% —1.

2n+1)2 —1= 4n? +4n +1-1
| EER—
Erotetaan 4n
yhteiseksi
tekijaksi.

=4n(n+1)

Saatiin (2n+1)> —=1=4-n-(n+1) eli luku
(2n+1)%? —1 on jaollinen luvulla 4. Luvut 7 ja n+1

ovat perdkkaisid kokonaislukuja. Télloin toinen niista
on valttamattd pariton ja toinen parillinen. Eli luku

(21 +1)% —1 on jaollinen myés luvulla 2.

Koska luku (27 +1)? —1 on jaollinen luvulla 4 ja

lisiksi jaollinen luvulla 2, luku (27 +1)> —1 on
jaollinen luvulla 8. o
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Oletus Summa muodostuu parittomasta maérastd perdkkéisia
kokonaislukuja.
Viiite Summa on jaollinen yhteenlaskettavien lukumaaralla.

Todistus  Jos summa muodostuu parittomasta maarasti
perdkkdisid kokonaislukuja, summassa on 2n +1
yhteenlaskettavaa.

Summa voidaan kirjoittaa:

k+(k+D)+(k+2)+...+(k+2n)
2n+1 kpl

Sievennetdian summa.

k+(k+1)+(k+2)+...+(k+2n)

Aritmeettinen summa, jossa 1. yhteenlaskettava on k,
viimein k+2n ja yhteenlaskettavia on yhteensd 2n+1.

k+(k+2n)
2

= (2n+1) 28520
=2n+1)(k+n)

=(2n+1)

k+(k+1)+(k+2)+...+(k+2n)=2n+1)(k+n) eli
kun lasketaan yhteen pariton méérd perdkkaisid
kokonaislukuja, muodostuva summa on jaollinen
yhteenlaskettavien lukumaérdlla. o
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Oletus

Viite

Todistus

Summa muodostuu parillisesta méaréstd perdkkadisid
kokonaislukuja.

Summa ei ole jaollinen yhteenlaskettavien
lukumaééralla.

Jos summa muodostuu parillisesta médrastd perdkkaisid
kokonaislukuja, summassa on 2n yhteenlaskettavaa.

Summa voidaan kirjoittaa:

k+(k+D)+(k+2)+...+(k+2n-1)
2n kpl

Sievennetdin summa.

k+(k+)+(k+2)+...+(k+2n-1)

Aritmeettinen summa, jossa 1. yhteenlaskettava on £,
viimein k+2n-1 ja yhteenlaskettavia on yhteensi 2n.

k+(k+2n-1)
2
:(21’1) 2k+22n—1

= 2n)(k+n —%)

= (2n)

Saatiin:
k+(k+1)+(k+2)+...+(k+2n—1)=(2n)(k+n—%)

Koska (k+n— %) el ole kokonaisluku, summa ei ole

jaollinen yhteenlaskettavien lukumaéralla. o
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Oletus

Viite

Todistus

Luku a3 + b3, jossa a ja b ovat kokonaislukuja, on
jaollinen luvulla 3.

Luku (a +b)? on jaollinen luvulla 3.

Jos luku a3 + b3, jossa a ja b ovat kokonaislukuja, on
jaollinen luvulla 3, niin a3 + 5> =3¢ (g on
kokonaisluku).

Sievennetiin luku (a +b)3.

(a+b)? = a3 +3a%b+3ab* +b>
Hyodynnetdén tietoa a’+b*=3q.

binomin
kuutio
= 3g+3a’b+3ab?
Erotetaan luku 3 yhteiseksi
tekijaksi.
=3(q+a*b+ab?)
Saatiin:

(a+b)3 =3(q+a*b+ab?)

Eli (a + b)?on jaollinen luvulla 3. o



b)
Oletus Luku (a +b)3, jossa a ja b ovat kokonaislukuja, on
jaollinen luvulla 3.

Viite Luku a3 + 5> on jaollinen luvulla 3.

Todistus  Jos luku (a +b)?, jossa a ja b ovat kokonaislukuja, on

jaollinen luvulla 3, niin (a + b)? =3¢ (g on
kokonaisluku).

Ratkaistaan a3 + A3 binomin kuution lausekkeesta.

(a+b)? =a’ +3a%b+3ab* + b3

a’ +b3 =(a+b)? -3a%b-3ab?
|
3q
a’+b3 = 3g—3a*bh-3ab?
Erotetaan luku 3 yhteiseksi
tekijaksi.

a’ +b3 =3(q—a’b—ab?)

Saatiin:
a’ +b3 =3(qg—a’*b—ab?)

Eli ¢ + b on jaollinen luvulla 3. o
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Viite

Todistus

Luku 9973 +20033 on jaollinen luvulla 3.

Tehtivissd 191 on todistettu, ettd jos luku (a +b)3,
jossa a ja b ovat kokonaislukuja, on jaollinen luvulla 3,
myés luku @3 + b3 on jaollinen luvulla 3.

Tutkitaan, onko luku (997 +2003)? jaollinen luvulla 3.

(997 +2003)3 = 30003
=(3-1000)°
\_ﬁ/_—J
(ab)'=a"b"
=33.1000°
=3-.32.10003

Koska luku (997 +2003)3 on jaollinen luvulla 3, on
my®6s luku 9973 + 20033 jaollinen luvulla 3. o
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Oletus Luku 7 on luonnollinen luku.

Viite 327+1 4 2742 on jaollinen luvulla 7
ontosi kaikilla n = 0, 1, 2, ... .

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun # =0.

3204 42002 =344 =7
Viite on tosi, kun n =0.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
321+l 4 27+2 on jaollinen luvulla 7

eli 3271 4+27+2 = 7k (k on kokonaisluku)
on tosi mielivaltaisellan =0, 1, 2... .

Induktiovaite:
32(n+D)+1 L (14042 op jaollinen luvulla 7.



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktiovéitettd hyodyntdmalla tietoa

32n+l L on+2 _7p el 212 = 7f —32n+1

32(n+1)+1 +2(n+1)+2 — 32n+2+1 + 2n+1+2
— 32 _32n+1 +2. 2n+2
=
— 9_32n+1 +2_(7k_32n+1)
:9_32n+1 +2_7k_2.32n+1
=7.321 427k

Erotetaan luku 7
yhteiseksi tekijéksi.

=7-(3*"1 4+ 2k)

Saatiin 327D+l 4 p(n+D)+2 — 7. (32n+1 4 ok

327+l 4 2k on kokonaisluku, kun & on
kokonaisluku ja # on luonnollinen luku.
Induktiovaite siis on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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a)

b)

Jaetaan luku 96 luvulla 32 ja esitetddn tulos jakoyhtdlona.
96=32-3+0 syt(96, 32) =32

Viimeinen nollaa suurempi jakojddnnds on kysytty suurin
yhteinen tekiji. Siis syt(96, 32) = 32.

Jaetaan luku 45 luvulla 18 ja esitetdén tulos jakoyhtdlona.
45=18-2+9 syt(45, 18) = syt(18, 9)

Jaetaan jakaja 18 jakojddnnokselld 9 ja esitetddn tulos
jakoyhtalona.

18=9-2+0 syt(18,9) =9

Viimeinen nollaa suurempi jakojdannds on kysytty suurin
yhteinen tekijd. Siis syt(45, 18) =9.



c) Jaetaan luku 450 luvulla 42 ja esitetdén tulos jakoyhtdlona.
450=42 - 10+ 30 syt(450, 42) = syt(42, 30)

Jaetaan jakaja 42 jakojddnnokselld 30 ja esitetdédn tulos
jakoyhtdlona.

42=30-1+12 syt(42, 30) = syt(30, 12)
Jaetaan jakaja 30 jakojddnnokselld 12 ja esitetdédn tulos
jakoyhtalona.

30=12-2+6 syt(30, 12) = syt(12, 6)

Jaetaan jakaja 12 jakojdanndkselld 6 ja esitetddn tulos
jakoyhtdlona.

12=6-2+0 syt(12,6) =6
Viimeinen nollaa suurempi jakojdénnds on kysytty suurin

yhteinen tekijd. Siis syt(450, 42) = 6.

Vastaus: a) 32
b) 9
c)6
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a) Jaetaan luku 160 luvulla 54 ja esitetddn tulos jakoyhtdlona.
160 =54 -2+52 syt(160, 54) = syt(54, 52)

Jaetaan jakaja 54 jakojddnnokselld 52 ja esitetdédn tulos
jakoyhtalona.

54=52-1+2 syt(54, 52) = syt(52, 2)

Jaetaan jakaja 52 jakojdanndkselld 2 ja esitetddn tulos
jakoyhtdlona.

52=2-26+0 syt(52,2) =2

Viimeinen nollaa suurempi jakojdénnds on kysytty suurin
yhteinen tekijd. Siis syt(160, 54) = 2.



b) Jaetaan luku 629 luvulla 111 ja esitetddn tulos jakoyhtilona.
629=111-5+74 syt(629, 111) =syt(111, 74)

Jaetaan jakaja 111 jakojdannokselld 74 ja esitetdén tulos
jakoyhtdlona.

111=74-1+37 syt(111, 74) = syt(74, 37)

Jaetaan jakaja 74 jakojaanndkselld 37 ja esitetdédn tulos
jakoyhtdlona.

74=37-2+0 syt(74, 37) =37
Viimeinen nollaa suurempi jakojdénnds on kysytty suurin

yhteinen tekijd. Siis syt(629, 111) =37.

Vastaus: a)2
b) 37
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a) Muodostetaan jakoyhtdlot.

495=364 -1+ 131 syt(495, 364) = syt(364, 131)
364=131-2+102 syt(364, 131) = syt(131, 102)
131=102 - 1+29 syt(131, 102) = syt(102, 29)
102=29 -3 +15 syt(102, 29) = syt(29, 15)
29=15 1+ 14 syt(29, 15) = syt(15, 14)
15=14-1+1 syt(15, 14) = syt(14, 1)
14=1-14+0 syt(14, 1) =1

Saatiin syt(495, 364) = 1.

b) Koska lukujen 364 ja 495 ainoa yhteinen tekija on 1, niin
364

murtolukua 495

el voi supistaa.

Vastaus: a) syt(364, 495) =1
b) ei voi supistaa
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Etsitddn Eukleideen algoritmin avulla suurin luku, jolla murtoluku

168 | 5idaan supistaa.

182

Muodostetaan jakoyhtdlot.
182=168 - 1 + 14 syt(182, 168) = syt(168, 14)
168=14-12+0 syt(168, 14) = 14

Saatiin syt(182, 168) = 14.
168

Eli 14 on suurin luku, jolla murtoluku 130 voidaan supistaa.

Vastaus: 14
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a) Madritetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekija Eukleideen

algoritmilla.

182=140-1+42 syt(182, 140) = syt(140, 42)
140=42 -3+ 14 syt(140, 42) = syt(42, 14)
42=14-3+0 syt(42, 14) = 14

Saatiin syt(182, 140) = 14.
Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

10
182140 _ 105 10— 1820

a,b)= ab
/14 pym( ) Syt(a, b)
1

b) Mairitetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekija Eukleideen
algoritmilla.
300=255-1+45 syt(300, 255) = syt(255, 45)
255=45-5+30 syt(255, 45) = syt(45, 30)
45=30-1+15 syt(45, 30) = syt(30, 15)
30=15-2+0 syt(30, 15) =15

Saatiin syt(300, 255) = 15.

Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

ab

20
300-255 _ 50 555-5100
syt(a,b)

15 pym(a,b)=

1

Vastaus: a) 1800
b) 5100
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a) Etsitdédn luvuille 116 ja 87 pienin yhteinen monikerta.

Maiiritetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekija Eukleideen

algoritmilla.
116 =87 -1+29 syt(116, 87) = syt(87, 29)
87=29-3+0 syt(87,29) =29

Saatiin syt(116, 87) = 29.

Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

3
116- 87 ab
=116-3=34 =82
25 6-3=348 pym(a,b) syt(a.b)
1
Selvitetddn laventajat.
3 4
11622///=116-3=348 ’]/1/26;7=4-87=348

1 1
Yhteinen nimittdjd on 348. Laventajat ovat 3 ja 4.

3 3 D14

116 348 87 348



b) Etsitdén luvuille 70 ja 25 pienin yhteinen monikerta.

Maiiritetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekija Eukleideen

algoritmilla.

70=25-2+20 syt(70, 25) = syt(25, 20)
25=20-1+5 syt(25, 20) = syt(20, 5)
20=5-4+0 syt(20, 5) =5

Saatiin syt(70, 25) = 5.

Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

N

70-

1

1

=70-5=350 pym(a,b)=syt?£b)

Selvitetddn laventajat.

5 14
1025 05350 2925 _14.05_350

8 5

1 1

Yhteinen nimittdja on 350. Laventajat ovat 5 ja 14.

V3 _1s 9 4 _ 56
70 350 25 350
Vastaus: a) yhteinen nimittdji 348, laventajat 3 ja 4.

b) yhteinen nimittdjd 350, laventajat 5 ja 14
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Tumman nelidn sivu on lukujen 378 ja 180 pienin yhteinen
monikerta eli pym(378, 180)

Selvitetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekijd Eukleideen
algoritmilla.

378 =180 -2+ 18 syt(378, 180) = syt(180, 18)
180=18 - 10+0 syt(180, 18) = 18

Saatiin syt(378, 180) = 18.

Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

10
378- 180
22 Y ~3780 pym(a,b) =
18

1

ab
syt(a,b)
Nelion sivun pituus on siis 3780 mm.

Nelion ala on siten:
3780 mm - 3780 mm = 14 288 400 mm? ~ 14,3 m?2.

Selvitetddn pienimman yhteisen monikerran lauseketta laventamalla
nelidn sivuihin tarvittavien laattojen maarét:

10 21
M:378-10:3780 m:21-180:3780

Laattoja tarvitaan 21-10=210.

Vastaus: 210 laattaa, pinta-ala 14,3 m?
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Maiiritetddn lukujen 70, 315 ja 133 suurin yhteinen tekijé
hyddyntamilla tietoa: syt(a,b,c)= syt(syt(a,b),c).

syt(70, 315, 133) = syt(syt(70, 315), 133)
Selvitetddn ensin lukujen 70 ja 315 suurin yhteinen tekijé.

315=70 - 4 + 35 syt(315, 70) = syt(70, 35)
70=35-2+0 syt(70, 35) = 35

Saatiin syt(315, 70) = 35.

Selvitetddn lukujen 35 ja 133 suurin yhteinen tekija.

133=35-3+28 syt(133, 35) = syt(35, 28)
35=28-1+7 syt(35, 28) = syt(28, 7)
28=7-4+0 syt(28,7) =7

Saatiin syt(133, 35) = 7. Eli sy(70, 315, 133) = 7.

Vastaus: 7



202

a)

Jaetaan luku 202 luvulla 102 ja esitetddn tulos jakoyhtélona.
202=102 -1+ 100 syt(202, 102) = syt(102, 100)

Jaetaan jakaja 102 jakojadnnokselld 100 ja esitetddn tulos
jakoyhtdlona.

102 =100 - 1+2 syt(102, 100) = syt(100, 2)

Jaetaan jakaja 100 jakojddnnokselld 2 ja esitetdédn tulos
jakoyhtalona.

100=2 - 50+ 0 syt(100, 2) =2

Viimeinen nollaa suurempi jakojdannds on kysytty suurin
yhteinen tekiji. Siis syt(202, 102) = 2.



b) Jaetaan luku 308 luvulla 165 ja esitetddn tulos jakoyhtdlona.
308 =165 1+ 143 syt(308, 165) = syt(165, 143)

Jaetaan jakaja 165 jakojddnnokselld 143 ja esitetdédn tulos
jakoyhtalona.

165=143 - 1 +22 syt(165, 143) = syt(143, 22)
Jaetaan jakaja 143 jakojdannokselld 22 ja esitetdén tulos
jakoyhtdlona.

143=22-6+11 syt(143, 22) = syt(22, 11)

Jaetaan jakaja 12 jakojdanndkselld 6 ja esitetddn tulos
jakoyhtdlona.

22=11-2+0 syt(22, 11) =11
Viimeinen nollaa suurempi jakojdénnds on kysytty suurin

yhteinen tekijd. Siis syt(308, 165)=11.

Vastaus: a)2
b) 11
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a) Ratkaistaan Eukleideen algoritmilla.

29614 = 11055 - 2 + 7504 syt(29614, 11055) = syt(11055, 7504)
11055 =7504 - 1 + 3551 syt(11055, 7504) = syt(7504, 3551)

7504 = 3551 - 2 + 402 syt(7504, 3551) = syt(3551, 402)
3551 =402 - 8 + 335 syt(3551, 402) = syt(402, 335)
402=335-1+67 syt(402, 335) = syt(335, 67)
335=67-5+0 syt(335, 67) = 67

Viimeinen nollaa suurempi jakojdannds on kysytty suurin
yhteinen tekijd. Siis syt(29 614, 11 055) = 67.

b) Koska syt(29 614, 11055) = 67, murtolausekkeen 11055

supistaa luvulla 67.

Vastaus: a) 67
b) Voi supistaa luvulla 67.
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a) Madritetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekija Eukleideen

algoritmilla.
396 =363 - 1 +33 syt(396, 363) = syt(363, 33)
363=33-11+0 syt(363, 33) =33

Saatiin syt(396, 363) = 33.
Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

11
396};&:396-11 _ 4356 pym(a,b)=

1

ab
syt(a,b)

Saatiin pym(396, 363) = 4356.



b) Madritetdédn ensin lukujen suurin yhteinen tekijd Eukleideen

algoritmilla.

504=320-1+184 syt(504, 320) = syt(320, 184)
320=184 - 1+ 136 syt(320, 184) = syt(184, 136)
184=136-1+48 syt(184, 136) = syt(36, 4)
136 =48 - 2+ 40 syt(136, 48) = syt(48, 40)
48=40-1+8 syt(48, 40) = syt(40, 8)
40=8-5+0 syt(40, 8) =8

Saatiin syt(504, 320) = 8.

Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

ab

40
504-320_ 5044020160 syt(a,b)

pym(a,b)=
4

Saatiin pym(504, 320) = 20160

Vastaus: a) 4356
b) 20160



205

a) Etsitdédn luvuille 130 ja 429 pienin yhteinen monikerta.

Maiiritetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekija Eukleideen

algoritmilla.

429=130-3+39 syt(429, 130) = syt(130, 39)
130=39 -3+ 13 syt(130, 39) = syt(39, 13)
39=13-3+0 syt(39, 13) =13

Saatiin syt(429, 130) = 13.
Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

10
429330 _ 419 1024290

m(a,b)= ab
/1/3/ py ( ) Syt(a,b)
1
Selvitetddn laventajat.
10 33
429)'/;36 = 42910 = 4290 /4%;130 —33.130 = 4290
1

1

Yhteinen nimittdja on 4290. Laventajat ovat 10 ja 33.

1 _ 33 W1 _ 10
130 4290 429 4290



b) Etsitidédn luvuille 220 ja 99 pienin yhteinen monikerta.

Maiiritetddn ensin lukujen suurin yhteinen tekija Eukleideen

algoritmilla.

220=99 -2 +22 syt(220, 99) = syt(99, 22)
99=22-4+11 syt(99, 22) = syt(22, 11)
22=11-2+0 syt(22, 11) =11

Saatiin syt(220, 99) = 11.

Lasketaan seuraavaksi lukujen pienin yhteinen monikerta.

220

i

~220-9=1980 pym(a,b)zsyt?fb)

Selvitetddn laventajat.

9 20
220-99 _ 550.9-1980 220-99 _50.99 - 1980
" %4
1

1

Yhteinen nimittdja on 1980. Laventajat ovat 9 ja 20.

3 _ 27 5 _ 100
220 1980 99 1980

Vastaus: a) yhteinen nimittdja 4290, laventajat 10 ja 3
b) yhteinen nimittéja 1980, laventajat 9 ja 20
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Tiedetéddn, ettd syt(x, 28) = 14 ja pym(x, 28) = 84.
Hyoddynnetddn pienimmaén yhteisen monikerran laskukaavaa:

___ab
Saadaan:
x-28 _
14 84
28x =14-84
x =42,
Vastaus: x=42
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Maiiritetddn lukujen 510, 1938 ja 3740 suurin yhteinen tekija
hyddyntamilla tietoa: syt(a,b,c)= syt(syt(a,b),c) :

syt(510, 1938, 3740) = syt(syt(510, 1938), 3740)

Selvitetddn ensin lukujen 510 ja 1938 suurin yhteinen tekija.

1938 =510 - 3 + 408 syt(1938, 510) = syt(510, 408)
510 =408 - 1 + 102 syt(510, 408) = syt(408, 102)
408=102-4+0 syt(408, 102) = 102

Saatiin syt(1938, 510) = 102.

Selvitetdén lukujen 102 ja 3740 suurin yhteinen tekija.

3740 =102 - 36 + 68 syt(3740, 102) = syt(102, 68)
102=68 - 1 +34 syt(102, 68) = syt(68, 34)
68=34-2+0 syt(68, 34) = 34

Saatiin syt(3740, 102) = 34. Eli syt(510, 1938, 3740) = 34

Vastaus: 34
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Maiiritetddn lukujen 12, 18 ja 25 pienin yhteinen monikerta

hyddyntamilla tietoa: pym(a,b,c)= pym(pym(a,b),c) .
pym(12, 18, 25) = pym(pym(12, 18), 25)

Selvitetddn ensin lukujen 12 ja 18 suurin yhteinen tekija.

18=12-1+6 syt(18, 12) = syt(12, 6)
12=6-2+0 syt(12, 6) =6

Saatiin syt(18, 12) = 6.
Selvitetdan lukujen 18 ja 12 pienin yhteinen monikerta.

2
18- 17 =18-2=36

£

1

ab
syt(a,b)

pym(a,b)=

Saatiin pym(18, 12) = 36.

Selvitetddn lukujen 36 ja 25 suurin yhteinen tekija.

36=25-1+11 syt(36, 25) = syt(25, 11)
25=11-2+3 syt(25, 11) = syt(11, 3)
11=3-3+2 syt(11, 3) = syt(3, 2)
3=2-1+1 syt(3, 2) = syt(2, 1)
2=1-2+0 syt(2, 1) =1

Saatiin syt(36, 25) = 1.



Selvitetdén lukujen 36 ja 25 pienin yhteinen monikerta.

ab
syt(a,b)

36:23 — 900 pym(a, b)=

Saatiin pym(36, 25) = 900. Eli pym(12, 18, 25) = 900

Vastaus: 90
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Kuution sdrmin pituus on lukujen 24, 18 ja 8 pienin yhteinen
monikerta eli pym(24, 18, 8).

Maédritetddn lukujen 24, 18 ja 8 pienin yhteinen monikerta
hyddyntamélli tietoa: pym(a,b,c)=pym(pym(a,b),c) .

pym(24, 18, 8) = pym(pym(24, 18), 8)
Selvitetddn ensin lukujen 24 ja 18 suurin yhteinen tekijé.

24=18-1+6 syt(24, 18) = syt(18, 6)
18=6-3+0 syt(18, 6) = 6

Saatiin syt(24, 18) = 6.

Selvitetddn lukujen 24 ja 18 pienin yhteinen monikerta.

ab
syt(a,b)

3
2425{ =24-3=72 pym(a,b)=
1
Saatiin pym(24, 18) = 72.

Selvitetddn lukujen 72 ja 8 suurin yhteinen tekijé.

72=8-9+0 syt(72, 8) = 8

Saatiin syt(72, 8) = 8.



Selvitetdén lukujen 72 ja 8 pienin yhteinen monikerta.

ab
syt(a,b)

1
72-/8/:72

;

pym(a,b)=

Saatiin pym(72, 8) = 72. Eli kuution sdrmi on 72 cm. Téll6in
kuution tilavuus on 723 =373248 (cm?) = 0,37 (m?)

Koska
72=8-9+0 ja 72=24-3+0 ja72=18-4+0,

tiilid kuutioon tarvitaan 9 - 3 - 4 = 108.

Vastaus: 108 tiiltd, tilavuus 0,37 m’
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Oletus Luku 7 on luonnollinen luku.
Viite Lukujen 11n+3 ja 7n+ 2 suurin yhteinen tekijd on
luku 1.

Todistus  Etsitddn lukujen 11n + 3 ja 7n + 2 suurin yhteinen
tekijd Eukleideen algoritmin avulla.

ln+3=(Tn+2)-1+(4n+1)
Tn+2=0M4n+1)-1+(3n+1)
4n+1=0CBn+1)-1+n
3n+l=n-3+1
n=1-n+0

Saatiin syt(11n + 3, 7n +2) = 1.

Siispé lukujen 11z +3 ja 7n+ 2 suurin yhteinen
tekijd on luku 1. o
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a) Madritetddn ensin kertoimien 29 ja 11 suurin yhteinen tekija
Eukleideen algoritmilla.

20=11-2+7
11=7-1+4
7=4-1+3
4=3-1+1
3=3-1

Siis syt(29, 11) = 1. Ratkaistaan seuraavaksi jakoyhtéldista
jakojaddnnokset.



Aloitetaan viimeisestd yhtdlosti ja sijoitetaan vuorollaan
jokaisen jakojdannoksen lauseke.

1=4-3-1 Sijoitetaan 3=7—4-1.
=4—-(7-4-1) Poistetaan sulkeet.
=4-7+4-1 Yhdistetdin kertoimet.
=4.2-17 Sijoitetaan 4 =11-7-1.
=(11-7-1)-2-7 Poistetaan sulkeet.
=11-2-7-2-7 Yhdistetddn kertoimet.
=11-2-7-3 Sijoitetaan 7 =29 —11-2.

=11-2—-(29-11-2)-3 Poistetaan sulkeet.
=11-2-29-3+11-6 Yhdistetiddn kertoimet.
=-29-3+11-8

=29-(-3)+11-8

Yhtdlon 29x +11y =1 eréds ratkaisuon x=-3 ja y =8.



b) Tiedetéddn, ettd yhtdlo 29x+11y =1 toteutuu, kun x =-3 ja
y=38.

Eli:

29-(-3)+11-8=1 |13
29-13-(-3)+11-13-8=13-1
29-(-39)+11-104 =13

Yhtdlon 29x +11y =13 erds ratkaisu on x =-39 ja y=104.

Vastaus: a) esimerkiksi x =-3 ja y =8
b) esimerkiksi x =—-39 ja y =104.
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a) Madritetddn ensin kertoimien 15 ja 8 suurin yhteinen tekiji
Eukleideen algoritmilla.

15=8-1+7

8=7-1+1

7=1-7

Siis syt(15, 8) = 1. Ratkaistaan seuraavaksi jakoyhtaloista
jakojaddnnokset.

7=15-8"-1

1=8-7"-1

Aloitetaan viimeisestd yhtdlosti ja sijoitetaan vuorollaan
jokaisen jakojdanndksen lauseke.

1=8-7-1 Sijoitetaan 7=15-8-1.
=8-(15-8-1) Poistetaan sulkeet.
=8-15+8-1 Yhdistetddn kertoimet.
=—15+8-2
=15-(-1)+8-2

Yhtdlon 15x +8y =1 erés ratkaisuon x=-1ja y=2.

Muut ratkaisut ovat:

x=—1+28 - 118y ja y=2-15 2154, nez

1 1



b) Tiedetéddn, ettd yhtdlo 15x+8y =1 toteutuu, kun x =-1 ja
y=2.

Eli:

15-(-1)+8-2=1 |50
15-50-(=1)+8-50-2=50-1
15-(-50)+8-100 =50
Yhtdlon 15x +8y =50 eris ratkaisu on x =-50 ja y =100.
Muut ratkaisut ovat:
x=—50+nT'8=—50+8n ja y=100—%w=100—15n, nel.

Vastaus:

a) x=—14+8n ja y=2-15n, neZ.
b) x=-50+8n ja y=100—15n, neZ.
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a) Madritetddn ensin kertoimien 37 ja 27 suurin yhteinen tekija
Eukleideen algoritmilla.

37=27-1+10
27=10-2+7
10=7-1+3
7=3-2+1
3=1-3

Siis syt(37, 27) = 1. Ratkaistaan seuraavaksi jakoyhtéldista
jakojaddnnokset.

10=37-27-1
7=27-10-2
3=10-7-1
1=7-3-2



Aloitetaan viimeisestd yhtdlosti ja sijoitetaan vuorollaan
jokaisen jakojdannoksen lauseke.

1=7-3-2 Sijoitetaan 3=10—7-1.
=7-(10-7-1)-2 Poistetaan sulkeet.
=7-10-2+7-2 Yhdistetddn kertoimet.
=-10-2+7-3 Sijoitetaan 7 =27 —10-1.

=-10-2+(27-10-2)-3 Poistetaan sulkeet.
=-10-2+27-3-10-6  Yhdistetddn kertoimet.
=-10-8+27-3 Sijoitetaan 10 =37 -27-1
=—(37-27-1)-84+27-3 Poistetaan sulkeet.
=-37-8+27-8+27-3 Yhdistetddn kertoimet.
=37-(-8)+27-11

Yhtélon 37x+27y =1 erdsratkaisuon x=-8 ja y=11.

Muut ratkaisut ovat:
x=—8+”'T27=—8+27n ja y=11—”'T37=11—37n, nel.



b) Tiedetddn, ettd yhtdldo 37x+27y =1 toteutuu, kun x =-8 ja
y=1I.

Eli:

37-(=8)+27-11=1 |-1000
37-1000-(=8)+27-1000-11=1000-1
37-(=8000)+27-11000 = 1000

Yhtélon 37x +27y =1000 erds ratkaisu on x =—-8000 ja
y=11000.

Muut ratkaisut ovat;

x =-8000 + % = -8000+27n ja

y=11000—%=11000—37n, nel.

Vastaus:

a) x=—8+27n ja y=11-37n, missé n € Z.
b) x =-8000+27n ja y=11000—37n, missi n € Z.
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Oletus Luku r, on kokonaislukujen a jab (a>b) suurin
yhteinen tekijé.

Viite Luku 7, on jaollinen jokaisella lukujen a ja b yhteiselld
tekijalla.

Todistus  Olkoon luku ¢ mielivaltainen lukujen a ja b yhteinen
tekija.
Eukleideen algoritmin perusteella:
a=bq +n
b=rq, +1

n=nqz+tn

Nyt siis syt(a, b)=r, .

Jos luku ¢ on lukujen a ja b yhteinen tekiji, niin se
on myos lukujen b ja 7 yhteinen tekija.

Jos luku ¢ on lukujen b ja 5 yhteinen tekijé, se on

my0s lukujen # ja r, yhteinen tekija.

Naéin jatkaen havaitaan, ettd luku ¢ on myds lukujen
r,_1 ja r, yhteinen tekija.

On siis osoitettu, ettd luku 7, on jaollinen jokaisella
lukujen a ja b yhteiselld tekijdlld. o
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Tulee osoittaa:

1) josluku d onlukujena, b ja ¢ yhteinen tekijd, niin se on
lukujen syt(a, b) ja ¢ yhteinen tekija.

ja

2) josluku d onlukujen syt(a, b) ja ¢ yhteinen tekijd, niin se on
lukujen a, b ja ¢ yhteinen tekija.

Osoitetaan ensin kohta 1).
Olkoon d lukujen a, b ja ¢ yhteinen tekija.

Koska d on lukujen a ja b yhteinen tekijd, on se myds luvun
syt(a, b) tekija (tehtdvan 214 perusteella).

Siten luku d on lukujen syt(a, ) ja ¢ yhteinen tekija.

Osoitetaan sitten kohta 2).
Olkoon d lukujen syt(a, b) ja ¢ yhteinen tekija.

Koska d on luvun syt(a, b) tekijd, niin syt(a,b) =d -m , missd m on
kokonaisluku.

Koska molemmat luvuista a ja b ovat jaollisia luvulla
syt(a,b) =d -m , niin molemmat luvuista a ja b ovat jaollisia my0s

luvulla d.

Siten d on lukujen a, b ja ¢ yhteinen tekija.



Koska kohtien 1) ja 2) perusteella lukujen a, b ja ¢ yhteiset
tekijét ovat samat kuin lukujen syt(a, ) ja c, niin niiden suurin
yhteinen tekijdkin on sama.

On siis osoitettu, ettd syt(a, b, ¢) = syt(syt(a, b), ¢).o
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a) Koskal65=12-13+9=9 (mod 12), kello ndyttda aikaa 9.00.

b) Koskal65=24-6+21=21 (mod 24), kello nédyttii aikaa 21.00.

Vastaus: a) 9.00
b) 21.00
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a) Osoitetaan, ettd lukujen 71 ja 3 erotus on jaollinen luvulla 4.
71-3=68=4-17
Siis 71=3 (mod 4). O

b) Osoitetaan, ettd lukujen 48 ja —1 erotus on jaollinen luvulla 7.
48— (-1)=49=7-7
Siis 48=—-1 (mod 7). o

¢) Osoitetaan, ettd luku 72 on jaollinen luvulla 12.
72=12-6

Siis 72 =0 (mod 12). o
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a) Lasketaan lukujen 754 ja 421 erotus.
754 -421=333=3-111

Koska erotus on jaollinen luvulla 3, niin 754 =421 (mod 3).

Siten luvuilla 754 ja 421 on sama jakojddnnds, kun ne jaetaan
luvulla 3.0

b) Lasketaan lukujen 7° +12 ja 7° -9 erotus.
7 +12—(7°-9)=21=3-7

Koska erotus on jaollinen luvulla 3, niin

7° +12=7°-9 (mod 3).

Siten luvuilla 7° +12 ja 7° —9 on sama jakojdinnds, kun ne
jaetaan luvulla 3.0

¢) Lasketaan lukujen 83 —12 ja 2° +1 erotus.

83 -5-22+1) =23 -5-(2° +1)
=29-5-2°-1
=—6=3-(-2)

Koska erotus on jaollinen luvulla 3, niin

83-12=2%+1 (mod 3)

Siten luvuilla 83 —12 ja 2° +1 on sama jakojiiannds, kun ne
jaetaan luvulla 3.0
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Kun luvut jaetaan luvulla 3, niin jakojddnnds on 1. Kahden luvun
erotus on aina jaollinen luvulla 3. Luvut ovat kongruentit modulo 3.
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Jakolaskun 74 : 8 jakojaannds on 2, joten 74 =2 (mod 8).
Jakolaskun 65 : 8 jakojaannds on 1, joten 65=1 (mod 8).

Jakolaskun 57 : 8 jakojaannds on 1, joten 57 =1 (mod 8).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 8.

74-65+2-57=2-1+2-1
=4 (mod 8)

Kongruenteilla luvuilla on sama jakojddnnds. Kun luku
74-65+2-57 jaetaan luvulla 8, niin jakojddnnds on 4.

Vastaus: 4
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Viite
Todistus

924 _512 =0 (mod 4)

Tulee siis todistaa, ettd luku on jaollinen
luvulla 4. Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

924 _ 512

Jakolaskun 9 : 4 jakojddnnds on 1, joten

9=1 (mod 4).
Jakolaskun 5 : 4 jakojdannds on 1, joten
5=1 (mod 4).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla
luvuilla modulo 4.

924 _ 512 —124_q12
=1-1
=0 (mod 4)

Viite 924 — 52 =0 (mod 4) pitid paikkansa. o
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a) Erotus 20— (—1) =21 on jaollinen luvulla 21, joten
20=-1 (mod 21).

Korvataan laskutoimituksen luku kongruentilla luvulla
modulo 21.

2015 = (_1)15
=-1
=20 (mod 21)

Jakojaannds on 20.

b) Erotus 62— (—1)=63=21-3 on jaollinen luvulla 21, joten
63=—1 (mod 21).

Erotus 85—-1=84=21-4 on jaollinen luvulla 21, joten
85=1 (mod 21).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla
modulo 21.

6251 +85°1 = (-1)°1+13!
=-1+1
=0 (mod 21)

Jakojaannds on 0.

Vastaus: a) 20
b) 0
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Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Luku on jaollinen
luvulla 3, jos se on kongruentti nollan kanssa modulo 3.

Erotus 4 —1=3 on jaollinen luvulla 3, joten 4=1 (mod 3).

Erotus 2 —(—1) =3 on jaollinen luvulla 3, joten 2 =—1 (mod 3).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 3.

42017 +22017 = 12017+(_1)2017

=1+(-1)
=0 (mod 3)

Jakojaannds on 0, joten luku 42017 + 22017 on jaollinen luvulla 3. o
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Maiiritetddn jakojadnnds kongruenssin avulla.
Muokataan lukua 2°'% .

22100 — (23)700 — 8700

Erotus 8—1=7 on jaollinen luvulla 7, joten 8=1 (mod 7).

Korvataan laskutoimituksen luku kongruentilla luvulla modulo 7.
22100 = 8700 = 1700 El (mOd 7)

Jakojdaannds on 1.

Vastaus: 1
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a) Erotus 1000—1=999=111-9 on jaollinen luvulla 111, joten
1000=1 (mod 111).o

b) Osoitetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

112110=112-1000+110 1000=1(mod 111), 110 = —1 (mod 111)
=112-1+(-1)
=111=0 (mod 111)

Saatiin 112110=0 (mod 111) eli luku 112 110 on jaollinen
luvulla 111. o
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a) Erotus 3% —(—~1)=81+1=82=41-2 onjaollinen luvulla 41,
joten 3* =—1 (mod 41). o

b) Tutkitaan jaollisuutta kongruenssin avulla.

323 -14=33.320_14
=27-(3%)° -14
=27-(-1)° -14
=-27-14
=—41=41-(-1)=0 (mod 41)

Saatiin 32> —14 =0 (mod 41) eli luku 32> —14 on jaollinen
luvulla 41.

Vastaus: b) on
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Luvun 23'2% viimeinen numero on jakojdannés, kun luku jaetaan

luvulla 10. Tutkitaan siis kongruenssia modulo 10.

23128 = 3128 23=3 (mod 10)
= (32)64 3128 _ 32:64 _ (32 )64
=964 =—1 (mod 10)
=(-D)*
=1 (mod 10)

Saatiin 23'%® =1 (mod 10) eli luvun 23!?® viimeinen numero
on luku 1.

Vastaus: 1
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Uudenvuodenpéivéstd vuonna 2000 uudenvuodenpdiviin vuonna
2017 on kulunut 17 vuotta. Télle ajalle osuvat vuosien 2000, 2004,
2008, 2012 ja 2016 karkauspdivit. Ajanjakson pdivien lukuméérd on
17 - 365 +5.

Maiiritetddn kongruenssin avulla jakojadnnds, kun péivien lukumééra
17 - 365 + 5 jaetaan luvulla 7.

17 =3 (mod 7) 17-3=14=7-2
365=1(mod 7)  365-1=364=7-52
17-365+5=3-1+5=8=1 (mod 7)

Jakojaannods on 1. Vuoden 2000 uudenvuodenpéivéstd on kulunut
kokonaisten viikkojen lisdksi 2 pdivdd. Koska vuoden 2017
uudenvuodenpdiva oli sunnuntai, vuoden 2000 uudenvuodenpéiva oli
1 viikonpéivdd aiemmin eli lauantaina.

Vastaus: Lauantai
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Oletus
Viite
Todistus

Luku » on kokonaisluku.
Luku n(n? +5) on jaollinen luvulla 3.

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Jokainen
kokonaisluku z toteuttaa yhden kongruensseista n =0,
n=1tai n=2 (mod 3)

Osoitetaan, ettéd kaikissa tapauksissa
n(n?+5)=0 (mod 3).

1)Jos n=0 (mod 3), niin
n(n?+5)=0(0+5)=0 (mod 3).

2)Jos n=1 (mod 3), niin
n(n?+5)=1(1+5=6=3-2=0 (mod 3).

3)Jos n=2 (mod 3), niin
n(n*+5)=22%+5)=18=3-6=0 (mod 3).

Huomataan, ettd aina n(n? +5)=0 (mod 3).

Siispi kaikilla kokonaisluvuilla »n luku n(n? +5) on
jaollinen luvulla 3. o
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Oletus Luku #» on kokonaisluku.

Viite Luku #° —n on jaollinen luvulla 5.

Todistus  Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Jokainen
kokonaisluku » toteuttaa yhden kongruensseista n =0,
n=1l,n=2,n=3 tai n=4 (mod 5)

Osoitetaan, ettéd kaikissa tapauksissa
n>—n=0 (mod 5).

1)Jos n=0 (mod 5), niin
n—n=0-0=0 (mod 5).
2)Jos n=1 (mod 5), niin
n’—n=1-1=0 (mod 5).
3)Jos n=2 (mod 5), niin
n-n=2>-2=30=5-6=0 (mod 5).
4)Jos n=3 (mod 5), niin
n—n=3-3=240=5-48=0 (mod 5).
5)Jos n=4 (mod 5), niin
n’—n=4°>-4=1020=5-204=0 (mod 5).

Huomataan, ettd ainan® —n =0 (mod 5).

Siispi kaikilla kokonaisluvuilla 7 luku 7> —n on
jaollinen luvulla 5. o
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a) Koska 394=24.16+10=10 (mod 24) ja 9+10=19 kello
ndyttdd aikaa 9+10=19 19.00.

b) Koska217=12-18+1=1 (mod 12) ja 9—1=8 kello ndyttdd
aikaa 8.00.

Vastaus: a) 19.00
b) 8.00
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b)

Osoitetaan, ettd lukujen 332 ja —1 erotus on jaollinen luvulla
111.

332—-(-1)=333=111-3
Siis 332=-1 (mod 111). O

Osoitetaan, ettd lukujen 43 ja 2193 erotus on jaollinen luvulla
25.

43-2193=-2150=25-(-86)

Siis 43=2193 (mod 25). o

Osoitetaan, ettd luku 1000 on jaollinen luvulla 8.
1000 =8-125

Siis 1000=0 (mod 8). o
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Lasketaan lukujen 20 —3 ja 16! +18 erotus.

200 _3_ (1615 +18)=2%0 —3-(24)15 —18
=260 _3_260_18
=-21=7-(-3)

Koska erotus on jaollinen luvulla 7, niin
2600 _3=16!+18 (mod 7).

Siten luvuilla 2%° —3 ja 16! +18 on sama jakoj4innds, kun ne

jaetaan luvulla 7.0
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Kun luvut jaetaan luvulla 5, niin jakojddnnds on 3.
Kahden luvun erotus on aina jaollinen luvulla 5.

Luvut ovat kongruentit modulo 5.
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Muodostetaan lukujen 16, 28 ja 4 kongruentit luvut modulo 5.

16=1 (mod 5)
28=3 (mod 5)
4=-1 (mod 5)

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 5.

162016 _28_42019 = 12016 -3 .(_1)2019
=1-3-(-1)
=4 (mod 5)

Kongruenteilla luvuilla on sama jakojddnnds. Kun luku

162016 —28.42019 jaetaan luvulla 5, niin jakojiéinnds on 4.

Vastaus: 4



236

Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Luku on jaollinen
luvulla 3, jos se on kongruentti nollan kanssa modulo 3.

Erotus 7—1=3-2 on jaollinen luvulla 3, joten 7=1 (mod 3).

Erotus 2 —(—1) =3 on jaollinen luvulla 3, joten 2 =—1 (mod 3).

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla luvuilla modulo 3.

72502 4 71573 = 12502+(_1)1573

=1+(-1)
=0 (mod 3)

Jakojaannds on 0, joten luku 72°%% 4 21573 on jaollinen luvulla 3. o
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Tutkitaan luvun 173 kongruenssia modulo 15.

Erotus 17—2 =15 on jaollinen luvulla 15, joten 17 =2 (mod 15).

Korvataan laskutoimituksen luku 17 kongruentilla luvulla modulo
15.

173 =23
=8 (mod 15)

Vastaus: x=28
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a) Erotus 112 -4=121-4=117 on jaollinen luvulla 117, joten
112 =4 (mod 117). o

b) Osoitetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

1% —2% = (112)22 —(22)%2 112 = 4(mod 117)
= 422 _422

=0 (mod 117)

Saatiin 11%* —24 =0 (mod 117) eli luku 1144 —2% on
jaollinen luvulla 117. o
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a) Luvun 992°19 kaksi viimeistd numeroa ovat jakojiannds, kun
luku jaetaan luvulla 100. Tutkitaan siis kongruenssia modulo
100.

992019 = (_1)2019 99 =—1 (mod 100)
=-1
=99 (mod 100)

Saatiin 992919 =99 (mod 100) eli luvun 992°!° viimeinen
numero on luku 99.

b) Luvun 51%2°'8 kaksi viimeistd numeroa ovat jakojaannds, kun
luku jaetaan luvulla 100. Tutkitaan siis kongruenssia modulo
100.

5 12018 = (5 12 )1009
=2601'9°  2601=1 (mod 100)
= 11009

=1 (mod 100)

Saatiin 512918 =1 (mod 100) eli luvun 512°'8 kaksi viimeisti
numeroa ovat 01.

Vastaus: a) 99
b) 01
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Talle ajalle osuvat karkausvuodet vuodesta 1920 vuoteen 2016
eli yhteensd 25 karkauspéivid. Ajanjakson pdivien lukumaird on
100 - 365 + 25.

Madéritetddn kongruenssin avulla jakojdédnnos, kun paivien
lukumééra 100 - 365 + 25 jaetaan luvulla 7.

100 =2 (mod 7) 100-2=98=7-14
365=1 (mod 7) 365-1=364=7-52
25=4 (mod 7) 25-4=21=7-3

100-365+25=2-1+4=6 (mod 7)
Jakojdannds on 6. Joulukuun 6. péivéstd vuonna 1917 on kulunut
kokonaisten viikkojen lisdksi 6 pdivaa.

Koska 6.12.2017 on keskiviikko, 6.12.1917 oli 6 viikonpdivai
aiemmin eli torstaina.

Vastaus: torstai
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Oletus
Viite
Todistus

Luku n on positiivinen kokonaisluku.

Luku 16-72" —28-32"*+3 on jaollinen luvulla 5.
Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

16 =1 (mod 5)

7 =2 (mod 5)

28 =3 (mod 5)
= -2 (mod 5)

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla
luvuilla modulo 5.

16.72" _28.32n+3

=1.221 _3.(=2)2+3

=227 _3.(=2)3-(=2)*" (-2)*" =2?" koska 2n on parillinen.
=22"(1+24) Erotetaan 22" yhteiseksi tekijéksi.
=221.25

=22".5.5

=0 (mod 5)

Havaitaan, ettd 16-7%" —28-32"*3 =0 (mod 5). Luku

16-7%" —28-32"+3 on jaollinen luvulla 5 kaikilla
positiivisilla kokonaisluvuilla n. o
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Oletus
Viite
Todistus

Luku n on pariton positiivinen kokonaisluku.

Luku 17 +2" +3" +4" + 5" on jaollinen luvulla 5.
Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

3=-2 (mod 5)
4=-1 (mod 5)
5=0 (mod 5)

Korvataan laskutoimituksen luvut kongruenteilla
luvuilla modulo 5.

1" +2" +3" +4" + 5" (=2)" =—(2")ja(=1)"
=1n n _I\n -1 noAT - Ja = -
=1"+2" +(=2)" +(-1)" +0 koska n on pariton.
=1"+2"-(2")-(1")

=0 (mod 5)

Havaitaan, ettd1” + 2" + 3" +4" +5" =0 (mod 5) .

Luku 1”7 +2" +3" + 4" + 5" on jaollinen luvulla 5
kaikilla parittomilla positiivisilla kokonaisluvuilla #n. o

~(1")



243

Oletus Luku »n on kokonaisluku.
Viite Luku n(n? +1)(n* +4) on jaollinen luvulla 5.

Todistus  Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla. Jokainen
kokonaisluku z toteuttaa yhden kongruensseista n =0,
n=1,n=2,n=3 tai n=4 (mod 5)

Osoitetaan, ettéd kaikissa tapauksissa
n(n® +1)(n? +4)=0 (mod 5).

1)Jos n=0 (mod 5), niin
n(n? +1)(n*> +4)=0-(0+1)-(0+4)=0 (mod 5).
2)Jos n=1 (mod 5), niin
n(n?+D)n>+4)=1-(1+1)-(1+4)
=1-2-5=0 (mod 5).
3)Jos n=2 (mod 5), niin
n(n? +1)(n? +4)=2-(2%+1)- (22 +4)
=2-5-9=0 (mod 5).
4)Jos n=3 (mod 5), niin

n(n? +D)(n? +4)=3-32+1)-(32+4)
=3-10-13=3-5-2-13=0 (mod 5).
5)Jos n=4 (mod 5), niin

n(n? +1)(n> +4)=4-(4> +1)- (4% +4)
=4-17-20=4-17-5-4=0 (mod 5).



Huomataan, ettd aina n(n? +1)(n? +4)=0 (mod 5).

Siispé kaikilla kokonaisluvuilla # luku
n(n? +1)(n? +4) on jaollinen luvulla 5. o
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Oletus Luku 7 ei ole jaollinen luvulla 3.

Viiite Luku 7°—1 on jaollinen luvulla 9.
Todistus  Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

Jos luku 7 ei ole jaollinen luvulla 3, silloin
tarkastellaan lukuja n, jotka toteuttavat kongruenssit
n=1l,n=2,n=4,n=5,n=7 tai n=8 (mod 9).

Osoitetaan, ettéd kaikissa tapauksissa
n%—1=0 (mod 9).

1)Jos n=1 (mod 9), niin
n®—1=1-1=0 (mod 9).

2)Jos n=2 (mod 9), niin
n%—-1=20-1=63=9.7=0 (mod 9).

3)Jos n=4 (mod 9), niin
n®—1=4%-1=4095=9-455=0 (mod 9).

4)Jos n=5 (mod 9), niin
n®—-1=5%-1=15624=9-1736 =0 (mod 9).

5)Jos n="7 (mod 9), niin
n®—1=7-1=117648=9-13072=0 (mod 9).

6) Jos n=8 (mod 9), niin
n®—1=8°-1=262143=9-29127=0 (mod 9).



Huomataan, etti aina, kun » ei ole jaollinen luvulla 3,
n%—1=0 (mod 9).

Siispd n(n? +1)(n? +4) on jaollinen luvulla 9, kun # ei
ole jaollinen luvulla 3. o
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Oletus Luku » on satanumeroinen kokonaisluku, jonka kaikki
numerot ovat yhdeksikkdja.

Viite Luku 7 on jaollinen luvulla 101.
Todistus  Luku n voidaan kirjoittaa muodossa 10190 —1 .
Todistetaan jaollisuus kongruenssin avulla.

10100 1= (102)50 -1
=100 -1  100=-1 (mod 101)

= (- -1
=1-1
=0 (mod 101)

Huomataan, ettd 10'%° —1=0 (mod 101).

Siispéd satanumeroinen kokonaisluku, jonka kaikki
numerot ovat yhdeksikkoja on jaollinen luvulla 101. o
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a)

Merkitdédn a =ng, +1 ja b=nq, +r,, missi q;,q, €Z jaluvut
1 ja r, ovat suurempia tai yhtd suuria kuin nolla seké pienempié kuin
luku 7.

Luvut ovat kongruentit modulo 7, jos niiden erotus on jaollinen
luvulla 7.

Tutkitaan lukujen a ja b erotusta.

a—b=nq +r—(nqy+n)
=ngqy—ng,+tn-—n
=n(q—q)+1n—n

Huomataan, etté lukujen a ja b erotus on jaollinen luvulla # jos ja
vainjos r—n =0c¢li B =n.

Eli saatiin, ettd luvut a ja b ovat kongruentit modulo #, jos ja vain jos
luvuilla a ja b on sama jakojddnnds, kun ne jaetaan luvulla n.o



b) Koska tiedetddn, ettd jakolaskun a :n jakojddnnos on 7,
merkitddn a =ng+r,missd ge”Z ja 0<r<n.

Luvut ovat kongruentit modulo 7, jos niiden erotus on jaollinen
luvulla 7.

Muodostetaan lukujen a ja r erotus.
a-r=(nqg+r)—r=nq
Huomataan, ettd lukujen erotus on jaollinen luvulla .

Luvut a ja r ovat siten kongruentit modulo #. o
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b)

Koska /89 =9,433... tiytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,
jotka ovat pienempid tai yhtd suuria kuin luku 9 eli alkuluvuilla
2,3,5ja7.

Tarvitaan siis korkeintaan 4 jakolaskua.

Koska /751 =27,404... taytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,
jotka ovat pienempié tai yhtd suuria kuin luku 27 eli alkuluvuilla
2,3,5,7,11, 13,17 ja 23.

Tarvitaan siis korkeintaan 8 jakolaskua.

Koska /4507 =67,134... taytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,

jotka ovat pienempid tai yhtd suuria kuin luku 67 eli alkuluvuilla
2,3,5,7,11, 13,17, 23,29, 31, 41, 43, 47, 51, 53, 57, 59, 61 ja

67 .

Tarvitaan siis korkeintaan 19 jakolaskua.

Vastaus: a) 4

b) 8
¢) 19
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a)

b)

Koska /79 =8,888... tiytyy tutkia jaollisuutta
alkuluvuilla, jotka ovat pienempiai tai yhtd suuria kuin luku 8 eli
alkuluvuilla 2, 3, 5ja 7.

79:2=39,5

79 : 3 =27,666...

79:5=158

79:7=11,285...

Koska mik&én jakolaskuista ei mene tasan, luku 79 on
alkuluku.

Koska +/143 =11,958... tdytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,
jotka ovat pienempid tai yhtd suuria kuin luku 11 eli alkuluvuilla
2,3,5,7jall.

143:2=71,5
143 : 3 =47,666...
143 :5=28,6
143 : 7=20,428...
143 :11=13

Koska jakolasku 143 : 11 = 13 menee tasan, luku 143 eiole
alkuluku.



c¢) Koska 961 =31 tiytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla, jotka

ovat pienempid tai yhtd suuria kuin luku 31 eli alkuluvuilla 2, 3,
5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31.

961 : 2 =480,5

961 :3=320,333...
961:5=192,2

961 :7=137,285...
961:11=287363...
961 :13=73923...
961 :17=56,529...
961 :19=50,578...
961 :23=41,782...
961 :29=133,137...
961:31=31

Koska jakolasku 961 : 31 =31 menee tasan, luku 961 ei ole
alkuluku.

Tédmai nidhdéén toisaalta jo suoraan
laskutoimituksesta+/961 =31, josta seuraa, ettd 31-31=961.

Vastaus: a) 2,3, 5,7, on alkuluku
b)2,3,5,7, 11, ei ole alkuluku
c)2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, ei ole alkuluku
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a) Koska +187 =13,674... tdytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,
jotka ovat pienempid tai yhtd suuria kuin luku 13 eli alkuluvuilla
2,3,5,7,11, 13.

b)

187

187

:2=935
187 :
187 :
187 :

3=62,333...
5=374
7=126,714...

:11=17

Koska jakolasku menee tasan, 187 ei ole alkuluku.

Koska /299 =17,291.. taytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,
jotka ovat pienempié tai yhtd suuria kuin luku 17 eli alkuluvuilla
2,3,5,7,11, 13, 17.

299
299

:2=149,5

:3=99,666...
299 .
299 :
299 .
299 :

5=59,8
7=42,714...
11=27,181...
13=23

Koska jakolasku menee tasan, luku 299 ei ole alkuluku.



c¢) Koska /113 =10,630... tdytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,

jotka ovat pienempié tai yhtd suuria kuin luku 10 eli alkuluvuilla
2,3,5,7.

113:2=56,5
113 :3=37,666...
113:5=22,6
113:7=16,142...

Koska mikéén jakolasku ei mene tasan, luku 113 on alkuluku.

Vastaus: a) eiole
b) ei ole
c) on
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Kirjoitetaan luvut 2, ..., 120 taulukkoon. Taulukosta on poistettava

kaikkien korkeintaan +/120 =10,954... suuruisten alkulukujen
monikerrat.

Korostetaan luku 2 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 2 monikerrat.

2 3 5 7 9
11 13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39
41 43 45 47 49
51 53 55 57 59
61 63 65 67 69
71 73 75 77 79
81 83 85 87 89
91 93 95 97 99
101 103 105 107 109
111 113 115 117 119




Korostetaan luku 3 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 3 monikerrat,
joita ei ole vield poistettu.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 25 29

31 35 37
41 43 47 49
53 55 59

61 65 67
71 73 77 79
83 85 89

91 95 97
101 103 107 109
113 115 119

Korostetaan luku 5 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 5 monikerrat,
joita ei ole vield poistettu.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29

31 37
41 43 47 49
53 59

61 67
71 73 77 79
83 89

91 97
101 103 107 109
113 119




Korostetaan luku 7 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 7 monikerrat,
joita ei ole vield poistettu.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29

31 37

41 43 47
53 59

61 67
71 73 79
83 89

97
101 103 107 109

113

Seuraava jdljelld oleva luku on 11, joka on suurempi kuin +/120 . Nyt
taulukossa on jéljelld kaikki korkeintaan 120 suuruiset alkuluvut.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29

31 37

41 43 47
53 59

61 67
71 73 79
&3 89

97
101 103 107 109

113

Eli luvut: 2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,29, 31, 37, 41, 43,47, 53,
59,61,67,71,73,79, 83, 89,97, 101, 103, 107, 109 ja 113



Vastaus: 2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59,61,67,71,73,79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109 ja
113
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alkulukujen tuloon.

48=4-12 4=2-2ja12=2-6
=2-2-2.6 6=2-3
=2-2-2-2-3 Tulon kaikki tekijét ovat alkulukuja.
=243

b) Jaetaan luku 105 tekijoihin vaiheittain, kunnes pdédytdan
alkulukujen tuloon.

105=5-21 21=3-7
=5-3-7  Tulon kaikki tekijét ovat alkulukuja.
=3.5.7

alkulukujen tuloon.

252=2-126 126=3-42
=2-3-42 42=6-7
=2-3-6-7 6=2-3
=2-3-2-3-7 Tulon kaikki tekijat ovat alkulukuja.
=22.32.7

Vastaus: a) 24.3
b) 3-5-7
c) 22.32.7
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alkulukujen tuloon.

1575=15-105 15=3-5 ja 105=5-21
=3.5.5-21 21=3.7
=3.5-5-3-7 Tulon kaikki tekijét ovat alkulukuja.
=32.52.7

b) Jaetaan luku 2244 tekijoihin vaiheittain, kunnes paddytédan
alkulukujen tuloon.

2244 =22-102 22=2-11 ja 102=3-34
=2-11-3-34  34=2-17
=2-3-11-2-17 Tulon kaikki tekijét ovat alkulukuja.
=22.3-11-17

alkulukujen tuloon.

14641=11-1331 1331=11-121
=11-11-121 121=11-11
=11-11-11-11 Tulon kaikki tekijat ovat alkulukuja.
=114



Vastaus:  a) 32-52.7
b) 22.3-11-17
c) 11*
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Muodostetaan lukujen 36, 88, 100 alkulukuhajotelmat.

36=4-9 4=2-2 ja 9=3-3
=2-2-3-3 Tulon kaikki tekijat ovat alkulukuja.
=22,32

88=8-11 8=2-4

=2.4.11 4=2-2
=2-2-2-11 Tulon kaikki tekijit ovat alkulukuja.

=2311
100=5-20 20=4-5
=5-4.5 4=2-2
=5-2-2-5 Tulon kaikki tekijét ovat alkulukuja.
=22.52

a) Suurin yhteinen tekijd on se yhteinen osa, joka sisdltyy jokaiseen
alkulukuhajotelmaan. Jokaisesta hajotelmasta 16ytyy 22.

syt(36, 88, 100)=2 ?=4



b) Pienin yhteinen monikerta sisiltdé jokaisen alkulukuhajotelmissa
esiintyvian alkuluvun eli luvut 2, 3, 5, 11. Jokaista alkulukua
otetaan mukaan suurimman eksponentin ilmaisema mééara.

pym(36, 88, 100) =23 -32.52.11=19800

Vastaus: a)4
b) 19800
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a) Muodostetaan lukujen 24 ja 90 alkulukuhajotelmat.

24=4-6 4=2-2 ja 6=2-3
=2-2-2-3 Tulon kaikki tekijit ovat alkulukuja.
=233

90=9-10 9=3.3 ja 10=2-5
=3.3-2-5  Tulon kaikki tekijat ovat alkulukuja.
=2.32.5

b) Suurin yhteinen tekiji on se yhteinen osa, joka sisdltyy
kumpaakin alkulukuhajotelmaan. Kummastakin hajotelmasta

16ytyy 2-3.
syt(24, 90) =2-3=6
Pienin yhteinen monikerta siséltii jokaisen alkulukuhajotelmissa

esiintyvén alkuluvun eli luvut 2, 3 ja 5. Jokaista alkulukua
otetaan mukaan suurimman eksponentin ilmaisema mééra.

pym(24, 90) =23 -32.5=360



¢) Muodostetaan alkulukuhajotelmien avulla tulo ja ryhmitellédén
sitd uudelleen.

24.90=(2-2-2-3)-(2-3-3-5)
=(2-3)-(2-2-2-3-3.5)
= syt(24, 90) - pym(24, 90) o

Vastaus: a)24=2-2-2-3ja90=2-3-3-5
b) syt(24,90)=2-6=6 ja
pym(24,90)=2-2-2-3-3-5=360
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Hyddynnetdén Eratostheneen seulaa. Huomataan tehtévésti 250, ettd
lukujen 2, ..., 120 joukossa on 6 palindromialkulukua.

Laajennetaan lukujoukkoa lukuun 200 saakka.

Kirjoitetaan luvut 2, ..., 200 taulukkoon. Taulukosta on poistettava

kaikkien korkeintaan /200 =14,142... suuruisten alkulukujen
monikerrat.

Korostetaan luku 2 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 2 monikerrat.

2 3 5 7 9
11 13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39
41 43 45 47 49
51 53 55 57 59
61 63 65 67 69
71 73 75 77 79
81 83 85 87 89
91 93 95 97 99
101 103 105 107 109
111 113 115 117 119
121 123 125 127 129
131 133 135 137 139
141 143 145 147 149
151 154 155 157 159
161 164 165 167 169
171 174 175 177 179
181 184 185 187 189
191 194 195 197 199




Korostetaan luku 3 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 3 monikerrat,
joita ei ole vield poistettu.

2 3 5 7

11 13 17 19
23 25 29

31 35 37

41 43 47 49
53 55 59

61 65 67

71 73 77 79
83 85 89

91 95 97

101 103 107 109
113 115 119

121 125 127

131 133 137 139
143 145 149

151 155 157

161 163 167 169
173 175 179

181 185 187

191 193 197 199




Korostetaan luku 5 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 5 monikerrat,
joita ei ole vield poistettu.

2 3 5 7

11 13 17 19
23 29

31 37

41 43 47 49
53 59

61 67

71 73 77 79
83 89

91 97

101 103 107 109
113 119

121 127

131 133 137 139
143 149

151 157

161 163 167 169
173 179

181 187

191 193 197 199




Korostetaan luku 7 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 7 monikerrat,
joita ei ole vield poistettu.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29
31 37
41 43 47
53 59
61 67
71 73 79
83 89
97
101 103 107 109
113
121 127
131 137 139
143 149
151 157
163 167 169
173 179
181 187
191 193 197 199




Korostetaan luku 11 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 11
monikerrat, joita ei ole vield poistettu.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29
31 37
41 43 47
53 59
61 67
71 73 79
83 89
97
101 103 107 109
113
127
131 137 139
149
151 157
163 167 169
173 179
181
191 193 197 199




Korostetaan luku 13 ja poistetaan sitd suuremmat luvun 13
monikerrat, joita ei ole vield poistettu.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29
31 37
41 43 47
53 59
61 67
71 73 79
83 89
97
101 103 107 109
113
127
131 137 139
149
151 157
163 167
173 179
181
191 193 197 199




Seuraava jiljelld oleva luku on 17, joka on suurempi kuin +/200 .
Nyt taulukossa on jéljelld kaikki korkeintaan 200 suuruiset alkuluvut.
Korostetaan ndiden joukosta palindromialkuluvut.

2 3 5 7
11 13 17 19
23 29
31 37
41 43 47
53 59
61 67
71 73 79
83 89
97
101 103 107 109
113
127
131 137 139
149
151 157
163 167
173 179
181
191 193 197 199

Eli luvut: 2,3,5,7,11, 101, 131, 151, 181 ja 191

Vastaus: 2,3,5,7,11,101, 131, 151, 181 ja 191
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Muodostetaan luvun 2-3!1.45.6° alkulukuhajotelma ja muokataan
sitd. Hyodynnetdén potenssin laskusaantoja.

2-311.45.6% =2.311.(22)°.(2-3)°
—9.311.210 99 39
— 920,320
= (210.310)2
= (610)2

Vastaus: (610)2



257

Oletus

Viite
Todistus

Luvut a, b ja n ovat sellaisia positiivisia
kokonaislukuja, ettd ab=n.

Luku aS\/; tai luku be/;.

Oletetaan vastoin véitettd, ettd a > Jn ja b> NS
Talloin:

ab>x/;- n=n.

Eli saadaan ab > n, joka on ristiriidassa oletuksen
kanssa.

Siispé alkuperdinen véite “luku a < Jn tai luku
b <~/n ” on tosi. o
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Oletus
Viite
Todistus

Luku p >3 on alkuluku.

Luku p? —1 on jaollinen luvulla 4.

Alkuluvut, jotka ovat suurempia tai yhté suuria kuin
luku 3, ovat vélttimétta parittomia.

Télloin p =2n+1, kun n on positiivinen kokonaisluku.

Sijoitetaan p =2n+1 lausekkeeseen p? —1.

p?—1=2n+1)? -1
=4n®> +4n+1-1 Erotetaan 4 yhteiseksi tekijaksi.

=4(n?* +n)

Saadaan p? —1=4(n? +n).Koska luku n% +#n on

kokonaisluku, p? —1 on jaollinen luvulla 4.

Viite on tosi. O
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Korkeintaan kymmenelld jakolaskulla voidaan 16ytdé alkuluvut, jotka
ovat pienempid kuin 11. alkuluvun nelio.

Yhdestoista alkuluku on luku 31, joten 312 =961 .

Vastaus: Alkuluvut, jotka ovat pienempid kuin 312 =961 .
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a)

b)

Koska /323 =17,972... tiytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,
jotka ovat pienempid tai yhtd suuria kuin luku 17 eli alkuluvuilla
2,3,5,7,11, 13, 17.

323:2=161,5
323:3=107,666...
323:5=64,6
323:7=46,142...
323 :11=29,363...
323 : 13 =24,846...
323:17=19

Koska jakolasku menee tasan, luku 323 ei ole alkuluku.

Koska +/109 =10,440.. tiytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,
jotka ovat pienempié tai yhtdsuuria kuin luku 10 eli alkuluvuilla
2,3,5,7.

109 :2=154,5
109 :3=36,333...
109:5=21,8
109 : 7=15,571...

Koska jakolaskut eivit mene menee tasan, luku 109 on
alkuluku.



c) Koska /1793 =42,343... tiytyy tutkia jaollisuutta alkuluvuilla,

jotka ovat pienempid tai yhtd suuria kuin luku 42 eli alkuluvuilla
2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41.

1793 : 2 =2896,5
1793 : 3 =1597,666...
1793 : 5=358,6
1793 : 7=1256,142...
1793 : 11 =163

Koska jakolasku menee tasan, luku 1793 ei ole alkuluku.

Vastaus: a) eiole
b) on
c)eiole
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Kirjoitetaan luvut 200, ..., 299 taulukkoon. Taulukosta on poistettava

kaikkien korkeintaan /299 =17,291... suuruisten alkulukujen
monikerrat.

Poistetaan siis lukujen 2, 3, 5, 7, 11, 13 ja 17 monikerrat.

211
223 227 229
233 239
241
251 257
263 269
271 277
281 283
293

Alkulukuja ovat: 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263,
269,271,277, 281, 283 ja 293.

Vastaus: 211, 223,227,229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269,
271,277,281, 283 ja 293
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b)

alkulukujen tuloon.

396=9-44 9=3.3 ja 44=4-11
=3-3-4-11 4=2.2
=3-3-2-2-11 Tulon kaikki tekijat ovat alkulukuja.
=22.32.11

alkulukujen tuloon.

606=6-101 6=2-3
=2-3-101 Tulon kaikki tekijét ovat alkulukuja.

alkulukujen tuloon.

945=5-189 189=3-63
=5-3-63 63=9.7
=5-3.9.7 9=3.3
=5-3-3-3.7 Tulon kaikki tekijit ovat alkulukuja.
=33.5.7

Vastaus:  a) 2%2-32-11

b) 2-3-101
c) 33.5.7
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Muodostetaan lukujen 4158 ja 37240 alkulukuhajotelmat laskimella.

4158=2-33.7-11

37240=23.5-72.19

a) Suurin yhteinen tekijd on se yhteinen osa, joka sisdltyy jokaiseen
alkulukuhajotelmaan. Jokaisesta hajotelmasta 16ytyy 2-7.

syt(4158,37240)=2-7 =14

b) Pienin yhteinen monikerta sisiltdé jokaisen alkulukuhajotelmissa
esiintyvan alkuluvun eli luvut 2, 3, 5, 7, 11, 19. Jokaista
alkulukua otetaan mukaan suurimman eksponentin ilmaisema
maara.

pym(4158, 37240)=23-3%.5.72.11-19 = 11060280

Vastaus: a) 14
b) 11 060 280
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Muodostetaan lukujen 475, 7502 ja 809 874 alkulukuhajotelmat
laskimella.

475=5%-19
7502=2-112-31
809875=5%-11-19-31

a) Suurin yhteinen tekiji on se yhteinen osa, joka sisdltyy jokaiseen
alkulukuhajotelmaan. Koska hajotelmista ei 10ydy yhteisti osaa,
suurin yhteinen tekijd on 1.
syt(475, 7502, 809875) =1

b) Pienin yhteinen monikerta sisiltdé jokaisen alkulukuhajotelmissa

esiintyvan alkuluvun eli luvut 2, 5, 11, 19, 31. Jokaista alkulukua
otetaan mukaan suurimman eksponentin ilmaisema mééara.

pym(475, 7502, 809875) =2-5%-112-19-31=17817250

Vastaus: a) l
b) 17 817 250
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Tutkitaan alkulukuja alkulukuun 37 saakka, silld 37 on suurin lukua
40 pienempi tai yhtd suuri alkuluku.

Alkulukup | 2p+1 | Onko alkuluku?
2 5 on
3 7 on
5 11 on
7 15 el
11 23 on
13 27 el
17 35 el
19 39 el
23 47 on
29 59 on
31 63 el
37 75 el

Alkuluvut 2, 3,5, 11, 23, 29 ovat Sophie Germainin alkulukuja.

Vastaus: 2,3,5,11, 23,29
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a) Hyddynnetdédn Eratostheneen seulaa, joka saatiin tehtdvan 255

lopputuloksena.
2 3 5 7
11 13 17 19
23 29
31 37
41 43 47
53 59
61 67
71 73 79
83 89
97
101 103 107 109
113
127
131 137 139
149
151 157
163 167
173 179
181
191 193 197 199

Loydetéddn esimerkiksi summat:

200=97+103 202=89+113
204=97+107 206=97+109
208=101+107 210=103+107



b)
Oletus Luku 7 on lukua 3 suurempi pariton kokonaisluku.

Viiite Kaikki lukua 3 suuremmat parittomat kokonaisluvut
voidaan esittdd kahden alkuluvun summana.

Todistus  Kiydéén lépi parittomia lukua 3 suurempia
kokonaislukuja ja esitetddn ne kaikkina mahdollisina
kahden kokonaisluvun summina, joista molemmat
yhteenlaskettavat ovat suurempia tai yhtd suuria kuin

luku 2.
Luku n» | Summa Mahdollista esittii
alkulukujen summana?
5 2+3 kylla
7 2+5 kylla
3+4
9 2+7 kylla
3+6
4+5
11 2+9 el
3+8
4+7
5+6

Koska 16ytyy ainakin yksi vastaesimerkki eli tilanne,
jossa viite ei pade, viite on epitosi.

Eli kaikkia lukua 3 suurempia parittomia
kokonaislukuja ei voi esittdd kahden alkuluvun
summana. O
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Oletus

Viite

Todistus

Luku p on lukua 3 suurempi alkuluku.

Luku p vodaan kirjoittaa joko muodossa 6k +1 tai
6k + 5, kun k on kokonaisluku.

Jokainen kokonaisluku voidaan esittdd muodossa
6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3, 6k+4 tai 6k+5,
kun k£ on kokonaisluku.

Huomataan, ettd luvut 6k, 6k +2, 6k+3 ja 6k +4

6k =2(3k)

6k +2=203k+1)
6k +3=3(12k+1)
6k +4 =203k +2).

Eli ainoastaan luvut 6k +1 ja 6k +5 voivat olla
alkulukuja.

Lukua 3 suurempi alkuluku p vodaan kirjoittaa joko
muodossa 6k +1 tai 6k + 5, kun & on kokonaisluku. o
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Oletus Luku p on lukua 3 suurempi alkuluku.
Viite p? +5 eivoi olla alkuluku.

Todistus Tiedetddn, ettd lukua 3 suuremmat alkuluvut voidaan
kirjoittaa muodossa 6k +1 tai 6k +5, missd k on
kokonaisluku.

Télloin:

p?+5=(6k+1)%+5
=36k +12k +1+5
=36k% +12k+6
= 6(6k? +2k +1)

tai

p*+5=(6k+5)?%+5
=36k? + 60k +25+5
= 36k2 + 60k + 30
= 6(6k2 +10k +5)

Molemmissa tapauksissa luku p? +5 on jaollinen

luvulla 6 eli luku p? +5 ei voi olla alkuluku. o
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a)
Oletus

Viite

Todistus

Luku #n > 2 on kokonaisluvun nelid.

Luvun n alkulukuhajotelmassa jokaisen tekijén
eksponentti on parillinen.

Koska luku » on kokonaisluvun nelio, se voidaan

2

kirjoittaa muodossa n = m~, missd m on kokonaisluku.

Luvun m alkulukuhajotelma on muotoa

Lot t,
pl 'p2 '...'pk .
Talloin:

n= m2

Saatiin, ettd luvun n alkulukuhajotelmassa jokaisen
tekijén eksponentti on parillinen, jos luku n > 2 on
kokonaisluvun neli6. o



b)
Oletus

Viite

Todistus

Kokonaisluvun 7n >2 alkulukuhajotelmassa jokaisen
tekijén eksponentti on parillinen.

Luku » on kokonaisluvun nelio.

Luvun n on alkulukuhajotelma on muotoa

21, 21, 2:t,
pl * p2 “eee pk .

Talloin:

24 24 24,
pl * pz ‘e pk

2 L I 2
(pl ']72 pk)
mz.

Saatiin, ettd luvun » alkulukuhajotelma voidaan
muokata potenssin laskusdéntdjen avulla kokonaisluvun
nelioksi.

Viite pitdd paikkansa.o
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Jos kokonaisluku #z on jaollinen luvulla 120, se on jaollinen myos
luvun 120 alkulukutekijoilla.

Luvun 120 alkulukuhajotelma on: 120=23-3-5,

Jos n on lisdksi jonkin kokonaisluvun nelid, sen
alkulukuhajotelmassa jokaisen tekijan eksponentti on parillinen
(todistettu tehtdvin 269 a-kohdassa).

T4lloin luvun 7 tulee olla: 2432 -52 = 3600

Vastaus: 3600
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a)

Viite

Todistus

Luku \/7 on irrationaaliluku.

Oletetaan vastoin viitetta, ettd luku \/7 ei ole
irrationaaliluku. Téll6in luku voidaan kirjoittaa

supistetussa murtolukumuodossa *, missd m ja n
n

ovat kokonaislukuja.

Korotetaan molemmat puolet neli6on:

J7 = % Korotetaan molemmat puolet nelidon.
2 2
—_[m
m> : 2
7= - Ratkaistaan m~-.
n
m? =7-n?

Saatiin, ettd luku m? = 7-n2. Tdm4 on ristiriita, koska
nyt kokonaisluvun nelién alkulukuhajotelmassa
jokaisen tekijén eksponentti ei ole parillinen.

Alkuperidinen viite pitdd siten paikkansa. o



b)
Viite

Todistus

Luku \/; , jossa p on alkuluku, on irrationaaliluku.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd luku \/; ei ole
irrationaaliluku. Télloin luku voidaan kirjoittaa

supistetussa murtolukumuodossa 7%, missi m ja n
n

ovat kokonaislukuja.

Korotetaan molemmat puolet nelioon:

\/; = % Korotetaan molemmat puolet nelioon.
2 2
(M
() ()
m? : 2
pP="5 Ratkaistaan m~=.
n

Saatiin, ettd luku m? = p-n?. Tdmi on ristiriita, koska

nyt kokonaisluvun nelién eli luvun m?

alkulukuhajotelmassa jokaisen tekijan eksponentti ei
ole parillinen.

Alkuperidinen viite pitdd siten paikkansa. o
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Oletus

Viite

Todistus

Luku #* +1 on lukua 2 suurempi alkuluku ja luvut z ja
k ovat kokonaislukuja.

Luku 7 on parillinen.

Oletetaan vastoin véitettd, ettd luku » on pariton.
Télldin n voidaan kirjoittaa muodossa 2m +1, missa
m on kokonaisluku.

Tehdién sijoitus 7 =2m +1 ja tutkitaan luvun #¥ +1
kongruenssia modulo 2.

nF+1=Cm+1DF+1  2m+1=1 (mod 2),
1k 4 (1) I=-1 (mod 2)

=1-1
=0 (mod 2)

Saatiin, ettd n¥ +1=0 (mod2) . Tdmi on ristiriita,

koska luku 7% +1 on alkuluku.

Alkuperidinen viite pitdd siten paikkansa. o



273

a)  My,; =217 -1=1,701...-10°® eli luvussa on 38 + 1 =39

numeroa.
Mys7 =2%7 -1=2,315...-10"7 eli luvussa on 77 + 1 = 78
numeroa.
b)
Oletus Luku % on alkuluku.
Viite Luku 2% —1 on alkuluku vain jos & on alkuluku.
Todistus  Oletetaan, ettd luku k = mn, missd m ja n ovat lukua
1 suurempia kokonaislukuja.
Tehdéén sijoitus & = mn ja tutkitaan lukua 2% —1.
2k —1=2mm—1
=(2™)" —1" a" —b" on jaollinen luvulla a — b.
=" =DM+ 2 2 4L+ ])
Saatiin, etti luku 2% —1 on jaollinen luvulla 2™ —1.
T4ma4 on ristiriita, koska luku 2% —1on alkuluku.
Alkuperidinen viite pitdd siten paikkansa. o
Vastaus: a)39ja78
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Eukleideen lemman mukaan: ”’jos kokonaislukujen a ja b tulo on
jaollinen alkuluvulla p, niin ainakin toinen luvuista a ja  on
jaollinen luvulla p.”

a) Koska luku 31 on alkuluku, niin ainakin toinen luvuista a ja b on
jaollinen luvulla 31.

Viite on tosi.

b) Koska luku 32 ei ole alkuluku, niin kumpikaan luvuista a ja b ei
vélttdmattd ole jaollinen luvulla 32.

Etsitdén vastaesimerkki:

Valitaana =6, b =16. Nyt ab=6-16 =96 ja luku 96 on
jaollinen luvulla 32, mutta kumpikaan luvuista 6 ja 16 ei ole
jaollinen luvulla 32.

Koska 16yty1 vastaesimerkki, véite ei ole tosi.

Vastaus: a) on
b) eiole
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Aritmetiikan peruslauseen mukaan:
1) Kaikki lukua 1 suuremmat kokonaisluvut voidaan esittda

alkulukujen tulona.
2) Tulon tekijéat voidaan valita vain yhdell4 tavalla.

a) Muodostetaan tulojen alkulukukehitelmat.
24-50=(3-8)-(2-25)=(3-2-2-2)-(2-5-5)=2%4.3.52

25-48=(5-5)-(6-8)=(5-5)-(2-3-2-2-2)=2%4.3.52

Aritmetiikan peruslauseen mukaan ndmai ovat lukujen ainoat
alkulukuhajotelmat. Koska ne ovat identtiset, luvut ovat yhtd
suuret.

b) Muodostetaan tulojen alkulukukehitelmat.

35-44=(5-7)-(4-11)=(5-7)-(2-2-11)=22-5.7-11
55-42=(5-11)-(6-7)=(5-11)-(2-3-7)=2-3-5-7-11

aritmetiikan peruslauseen mukaan ndmai ovat lukujen ainoat
alkulukuhajotelmat. Koska ne eivit ole identtiset, luvut eivit ole
yhti suuret.

Vastaus: a) ovat
b) eivit ole
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Tutkitaan lukua a,a,_,...a,a,a,, joka voidaan esittdd summana

a, 10" +a, ;- 10"+ +a,-10+a,.

Koska 10=1 (mod 3), niin 10 =1¥ =1 (mod 3) kaikilla
eksponenteilla £ > 0. Témén perusteella

n n—1
a,-10" +a,_;-10"" +...+a;-10+q,
=a,-1+a, ;-1+..+a;-1+q

=a,+a,_;+..+a; +ay (mod 3).

Eli luvulla a,a,_,...aa;a, ja sen summalla on sama jakojdédnnos

n—1+
jaettaessa luvulla 3.

On siis osoitettu, ettd luku on jaollinen luvulla 3 tdsmaélleen silloin,
kun sen numeroiden summa on jaollinen luvulla 3.
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a) Tutkitaan luvun 56 456 numeroiden summaa.

546+4+5+6=26
=2 (mod 3) 26-2=24=3-8

Luku 56 456 ei ole jaollinen luvulla 3, koska sen numeroiden
summa ei ole jaollinen luvulla 3.

b) Tutkitaan luvun 23 501 + 53368 yhteenlaskettavat erikseen.

24+3+5+0+1=11
=2 (mod 9)

5+43+3+6+8=25
=7 (mod 9)

Yhdistetdadn saadut tulokset:

23501+53368=2+7
=9=0 (mod 9)

Luku 23 501 + 53368 on jaollinen luvulla 9.

Vastaus: a) eiole
b) on
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a) Luku 21 voidaan esittdd alkulukujen 3 ja 7 tulona.

Koska 1470:3=490 ja 1470:7 =210, niin luku 1470 on
jaollinen seka luvulla 3 ettd luvulla 7.

Télloin luku 1470 on jaollinen luvulla 3-7 = 21.

b) Luku 24 voidaan esittdé lukujen 3 ja 8 tulona. Lukujen 3 ja 8
suurin yhteinen tekijd on 1.

Koska 960:3 =320 ja 960:8 =120, niin luku 960 on
jaollinen seké luvulla 3 ettd luvulla 8.

Talloin luku 960 on jaollinen luvulla 3-8 =24

Vastaus: a) on
b) on
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a) Koskalukujen 8 ja 6 suurin yhteinen tekija on luku 2, eikd
luku 1, luku a ei ole vilttdmittd jaollinen lukujen 8 ja 6
tulolla.

Etsitdan vastaesimerkki.

Luku 24 on jaollinen luvulla 8 jaluvulla 6, mutta luku 24 ei
ole jaollinen lukujen 8 ja 6 tulolla.

Luku a ei siis vilttdmattd ole jaollinen lukujen 8 ja 6 tulolla.

b) Koska lukujen 7 ja 5 suurin yhteinen tekija on luku 1, luku a
on jaollinen lukujen 7 ja 5 tulolla (Lause 2 s. 124).

Vastaus: a) eiole
b) on
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Esitetdén luku a,a,_;...a,a,a, muodossa:

a, 10" +a, ;10" 1+ +a,-10+a,.
Tutkitaan luvun jaollisuutta luvulla 10.

a, 10" +a, ;10" +..+a,-10+a, 10% =0 (mod 10)
=a,-0+a, 1-0+...+a,-0+q,
=a, (mod 10)

Koska luvun viimeinen numero eli a, on nolla, jakojddnnos
jaettaessa luvulla 10 on my®ds 0. Siispa luku a,a,,_,...a,a;a, on
jaollinen luvulla 0.

On siis osoitettu, ettd luku on jaollinen luvulla 10 tdsmélleen silloin,
kun se paittyy numeroon 0.0
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a) Tutkitaan jaollisuutta luvulla 2 jakamalla luvulla 2.

b)

2342:2=1171
5784 :2=2892
7662 :2 =3831

Eli luvut ovat jaollisia luvulla 2.

Tutkitaan jaollisuutta luvulla 3 numeroiden summan avulla
(todistettu tehtidvéssd 276) .

2+3+4+2=11=2 (mod 3)
5+47+8+4=24=0 (mod 3)
7+6+6+2=21=0 (mod 3)

Luvut 5784 ja 7662 ovat jaollisia my0s luvulla 3.



c) Tutkitaan jaollisuutta luvulla 8 tarkastelemalla luvun kolmen
viimeisen numeron muodostaman luvun jaollisuutta luvulla 8
(todistettu esimerkissi 5).

342:8=42,75
784 :8 =98
662:8=282,75

Koska luku 784 on jaollinen luvulla 8, on myos luku 5784
jaollinen luvulla 8.

Vastaus: a) kaikki
b) 5784 ja 7662
c) 5784
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a) Tutkitaan jaollisuutta luvulla 3 numeroiden summan avulla
(todistettu tehtévissd 276) .
7+54+6+2+1+9=30=0 (mod 3) 30=3-10
Eli luku 756 219 on jaollinen luvulla 3, koska sen numeroiden
summa on jaollinen luvulla 3.

b) Tutkitaan jaollisuutta luvulla 9 numeroiden summan avulla
(todistettu esimerkissé 3) .
7+5+46+2+1+9=30=3 (mod 9)
Luku 756 219 ei ole jaollinen luvulla 9, koska sen numeroiden
summa ei ole jaollinen luvulla 9.

c) Luku 756219 ei ole jaollinen luvulla 27 =3-9 , koska se ei ole
jaollinen luvulla 9.

Vastaus: a) on

b) ei
c)ei
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a)

b)

Jos luku on jaollinen alkuluvuilla 3 ja 5, se on jaollinen luvulla
15.

Ensimmadinen tillainen luku on 15 ja viimeinen 90.
Lukuja on 6 kappaletta (90 : 15 =6).

Jos luku on jaollinen alkuluvuilla 3 tai 5, selvitetdén ensin
luvulla 3 jaolliset ja sitten luvulla 5 jaolliset.

Néiden lukumaiirit lasketaan yhteen ja vdhennetdén tasti
lukuméiérasta niiden lukujen lukumadiré, jotka ovat jaollisia sekd
luvulla 3 ettd luvulla 5.

Ensimmainen luvulla 3 jaollinen luku on 3 ja viimeinen 99.
Luvulla 3 jaollisia lukuja on 33 kappaletta (99 : 3 = 33).
Ensimmaéinen luvulla 5 jaollinen luku on 5 ja viimeinen 100.
Luvulla 5 jaollisia lukuja on 20 kappaletta (100 : 5 = 20).

A-kohdan perusteella luvulla 15 jaollisia lukuja on 6 kappaletta.

Siispd luvuilla 3 tai 5 jaollisia lukuja on: 33+20—-6 =47



c) Tasmalleen toisella luvuista 3 ja 5 jaolliset luvut saadaan, kun
luvuilla 3 tai 5 jaollisten lukujen joukosta poistetaan luvut, jotka
ovat jaollisia luvuilla 3 ja 5.

Siten tdsmélleen toisella luvuista 3 ja 5 jaollisia lukuja on:
47-6=41.

Vastaus: a) 6 kpl
b) 47 kpl
c) 41 kpl
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Luvuilla 4 ja 10 jaollisia lukuja ovat lukujen 4 ja 10 pienimmill&
yhteiselld monikerralla jaolliset luvut.

Selvitetdéin pienin yhteinen monikerta:

410 _40_
pym (4, 10)_syt(4, 0= 2 20.

Ensimmaéinen téillainen luku on 20 ja viimeinen 10 000. Lukuja on
10000:20 =500 kpl.
Luvuista muodostuu aritmeettinen jono:

20, 40, 60,..., 9980, 10 000.

Jonon ensimmadinen termi on 20, viimeinen 10 000 ja erotusluku on
20.

Lukujen summa on siten aritmeettinen summa.

Ss00 = 500'(20; 10000) _ 5505000 Sy = e +a,) 2+ %)

Vastaus: 2 505 000
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Koska lukujen 2-5=10 ja 12 suurin yhteinen tekija on luku
2, eikd luku 1, luku a ei ole vilttamatta jaollinen lukujen 10 ja
12 tulolla 120.

Etsitddn vastaesimerkki.

Luku 60 on jaollinen luvulla 2,5 ja 12, mutta luku 60 ei ole
jaollinen luvulla 120.

Luku a ei siis vélttamittd ole jaollinen luvulla 120.

Vastaus: eiole
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a) Muodostetaan tulojen alkulukukehitelmait.

72-320=(8-9)-(8-40)=(2-2-2-3-3)-(2-2-2-5-2-2-2)=22.32.5
48-480=(6-8)-(6-8-10)=(2-3-2-2-2)-(2-3-2-2-2-2-5)=2°.32.5
Aritmetiikan peruslauseen mukaan ndmai ovat lukujen ainoat

alkulukuhajotelmat. Koska ne ovat identtiset, luvut ovat yhtd
suuret.

b) Muodostetaan tulojen alkulukukehitelmat.

88-25=(8-11)-(5-5)=(2-2-2-11)-(5-5)=23-52 .11
20-165=(4-5)-(11-15)=(2-2-5)-(11-3-5)=22.3-52 .11
Aritmetiikan peruslauseen mukaan ndmé ovat lukujen ainoat

alkulukuhajotelmat. Koska ne eivit ole identtiset, luvut eivit ole
yhti suuret.

Vastaus: a) ovat
b) eivit ole
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a) Koskalukujen 7 ja 6 suurin yhteinen tekijd on luku 1, luku a
on jaollinen lukujen 7 ja 6 tulolla (Lause 2 s. 124).

b) Koska lukujen 10 ja 15 suurin yhteinen tekijd on luku 5, eikd
luku 1, luku a ei ole vilttdmattd jaollinen lukujen 10 ja 15
tulolla.

Etsitdan vastaesimerkki.

Luku 30 on jaollinen luvulla 10 ja luvulla 15, mutta luku 30
ei ole jaollinen lukujen 10 ja 15 tulolla.

Luku a ei siis vilttdmattd ole jaollinen lukujen 10 ja 15
tulolla.

Vastaus: a) on
b) eiole
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a) Alkulukuhajotelma on:
48-2766 =(6-8)-(8-40)=(2-3-2-2-2)-(2-3-461)=2"-3%-461.
b) Koska 5532 =2-2766, alkulukuhajotelma on:
2.2766=2-2-3-461=22-3-461

¢) Koska 1383 =2766:2, alkulukuhajotelma on:

2766\ ((2-3-461)
13834:() =(j = (3-461)* =3%.461*

2 Z

Vastaus:  a) 2°-3%-461
b) 22-3-461
c) 3*-4614
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Jos luku on korkeintaan kaksinumeroinen, on se sama kuin sen
kahden viimeisen numeron muodostama luku. T&lloin viite on
tosi.

Oletetaan, ettd luvussa on vihintdin 3 numeroa. Tutkitaan tdlloin
lukua a,a,_;...a,a,a,, joka voidaan esittdd summana

a, 10" +a, ;10" 1+ +a,-10+a,.

Ryhmitelldén summa:

a, 10" +a, ;-10"'+ . +a,-10+a,

=100(a, 10" 2 +a, 10" 3 +...+a,) +(a; - 10+ a,)
b

=100b+(a; -10+ay).

Koska 1006 :4 = 25b, niin luku 1005 on jaollinen luvulla 4.

Summa 10056 + (a; -10+a) on jaollinen luvulla 4 tismélleen

silloin, kun luku a; -10+ a, on jaollinen luvulla 4.

On siis osoitettu, ettd luku on jaollinen luvulla 4 tismaélleen
silloin, kun sen kahden viimeisen numeron muodostama luku on
jaollinen luvulla 4. o
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Viite ”’luku on jaollinen luvulla 6 tismélleen silloin, kun se on
jaollinen luvuilla 2 ja 3” tarkoittaa, ettd véitteiden

1) ”jos luku on jaollinen luvulla 6, niin se on jaollinen luvuilla 2
ja 3.7

ja

2) ”jos luku on jaollinen luvuilla 2 ja 3, niin se on jaollinen
luvulla 6”

tdytyy olla molempien totta.
Todistetaan ensin vdite 1.

Jos luku on jaollinen luvulla 6, niin se voidaan kirjoittaa muodossa
6q, jossa g on kokonaisluku.

Koska 6g=2-3-¢, 6q on jaollinen sekd luvulla 2, ettd luvulla 3.

Viite 1 on siten totta.



Todistetaan sitten véite 2.

Jos luku on jaollinen luvuilla 2 ja 3, jotka ovat alkulukuja, se on
silloin jaollinen ndiden lukujen tulolla. Tulo 2-3 =6 on jaollinen
luvulla 6.

Viite 2 on siten totta.

Koska molemmat viitteet 1 ja 2 ovat totta, on luku jaollinen luvulla 6
tdsmadlleen silloin, kun se on jaollinen luvuilla 2 ja 3. o
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a) Tutkitaan jaollisuutta luvulla 2 jakamalla luvulla 2.

b)

69223:2=34611,5
594720:2 =297360
8368292:2 =4184146

Eli luvut 594 720 ja 8 368292 ovat jaollisia luvulla 2.

Tutkitaan jaollisuutta luvulla 4 luvun kahden viimeisen numeron
muodostaman luvun jaollisuuden perusteella (todistettu
tehtavissi 289) .

23:4=5,75
20:4=5
92:4=23

Eli luvut 594 720 ja 8 368292 ovat jaollisia luvulla 4.



c) Tutkitaan jaollisuutta luvulla 6 tarkastelemalla luvun jaollisuutta
luvuilla 2 ja 3 (todistettu tehtdvéssd 290).

Luku 69 233 ei ole jaollinen luvulla 2, joten se ei ole jaollinen
myoskain luvulla 6.

Luvun jaollisuutta luvulla 3 voidaan tutkia luvun numeroiden
summan jaollisuuden perusteella.

5494+4+7+2+0=27=0 (mod 3)
8+3+6+8+2+9+2=38=2 (mod 3)

Koska luku 594 720 on jaollinen seké luvulla 2 ja luvulla 3,
luku 594 720 on jaollinen luvulla 6.

Vastaus: a) 594 720 ja 8 368292
b) 594 720 ja 8 368292
c) 594 720
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Tutkitaan lukua a,a,_,...a,a,a,, joka voidaan esittdd summana

a, 10" +a, ;- 10"+ +a,-10+a,.

Koska 10 =-1 (mod 11), niin kaikilla eksponenteilla £ > 0 pitee,
ettd 10F = (=1)f (mod 11).

Eli:
a, 10" +a,_; 10" + .. +a;-10+a,
=a, -(-1)"+a,_, (=Dt ay (<12 + g ‘(=1)+ay (mod 11).

Siten luku a,a,_,...a,a,a, on jaollinen luvulla 11, jos ja vain jos

n—1-
luku a, -(=1)" +a, ;- (=1)" +...+a, (1) +a; - (1) +ay on

jaollinen luvulla 11.o
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a) Tutkitaan jaollisuutta luvulla 3 luvun numeroiden summan
jaollisuuden perusteella.

1+0+7+1=9=0 (mod 3)

1+1+5+5=12=0 (mod 3)
1+8+8+7=24=0 (mod 3)
2+249+9=22=1 (mod 3)

Luvut 1071, 1155 ja 1887 ovat jaollisia luvulla 3.

b) Tutkitaan jaollisuutta luvulla 9 luvun numeroiden summan
jaollisuuden perusteella.

1+0+7+1=9=0 (mod 9)
1+1+5+5=12=3 (mod 9)
1+8+8+7=24=6 (mod 9)
2424+9+9=22=4 (mod 9)

Luku 1071 on jaollinen luvulla 9.



c) Tutkitaan jaollisuutta luvulla 11 tehtdvan 292 mukaisesti.

1-(=1)3+0-(=-1)2+7-(-1)+1=-7=4 (mod 11)

1- (=132 +1-(=1)> +5-(=1)+5=0 (mod 11)

1-(=1)3® +8-(=1)> +8-(=1)+7=6 (mod 11)

2-(-12+2-(-1)>+9-(=1)+9=0 (mod 11)

Luvut 1155 ja 2299 ovat jaollisia luvulla 11.
Vastaus: a) 1071, 1155 ja 2299

b) 1071
¢) 1155 ja 2299
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a) Luvut 7 ja 17 ovat alkulukuja, joten luvun #z tulee olla jaollinen
lukujen 7 ja 17 tulolla eli luvulla 119.

Tutkitaan laskimella:

1000:119 =8,403...
1100:119=9,243... .

Eli luvun 7 tulee olla 9-119 =1071.

b) Luvut 5, 8 ja 12 eivit kaikki ole alkulukuja, joten luvun 7 tulee
olla jaollinen lukujen 5, 8 ja 12 pienimmalld yhteiselld
monikerralla.

Selvitetddn laskimella:
pym(5, 8, 12) = pym(pym(5, 8), 12) = 120.

Tutkitaan laskimella:

1000:120=8,333...
1100:120=9,166...

Eli luvun # tulee olla 9-120=1080.

Vastaus: a) 1071
b) 1080
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a) Jos luku on jaollinen luvuilla 6 tai 8, selvitetddn ensin luvulla 6
jaolliset ja sitten luvulla 8 jaolliset.

Néiden lukuméérit lasketaan yhteen ja vihennetién tisti
lukumairastd niiden lukujen lukumaéri, jotka ovat jaollisia sekd

luvulla 6 ettd luvulla 8.

Ensimméinen luvulla 6 jaollinen luku on 6 ja viimeinen 498.
Luvulla 6 jaollisia lukuja on 83 kappaletta (498 : 6 = 83).

Ensimmadinen luvulla 8 jaollinen luku on 8 ja viimeinen 496.
Luvulla 8 jaollisia lukuja on 62 kappaletta (496 : 8 = 62).

Luvuilla 6 ja 8 jaollisia ovat luvut, jotka ovat jaollisia lukujen 6
ja 8 pienimmalla yhteiselld monikerralla eli luvulla

pym(6, 8) = 24.

Ensimmaéinen luvulla 24 jaollinen luku on luku 24 ja viimeinen
480. Luvulla 24 jaollisia lukuja on 20 kappaletta (480 : 24 = 20).

Siispé luvuilla 6 tai 8 jaollisia lukuja on: 83+ 62 —20=125.



b) Jos luku on jaollinen luvulla 11, mutta ei luvulla 2 eiki 3,
selvitetddn ensin luvulla 11 jaolliset luvut. Tastd madrasti
vihennetddn luvut, jotka ovat luvun 11 lisdksi jaollisia luvulla 2
tai luvulla 3.

Ensimmainen luvulla 11 jaollinen luku on 11 ja viimeinen 495.
Luvulla 11 jaollisia lukuja on 45 kappaletta (495 : 11 =45).

Luvut, jotka ovat jaollisia luvuilla 11 ja 2, ovat jaollisia ndiden
lukujen tulolla eli luvulla 22. Ensimmaéinen luvulla 22 jaollinen
luku on 22 ja viimeinen 484. Luvulla 22 jaollisia lukuja on 22
kappaletta (484 : 22 = 22).

Luvut, jotka ovat jaollisia luvuilla 11 ja 3, ovat jaollisia ndiden
lukujen tulolla eli luvulla 33. Ensimmaéinen luvulla 33 jaollinen
luku on 33 ja viimeinen 484. Luvulla 33 jaollisia lukuja on 15
kappaletta (495 : 33 = 15).

Viela pitad selvittdad luvut, jotka ovat jaollisia luvuilla 2, 3 ja 11.
Néma luvut ovat jaollisia lukujen 2, 3 ja 11 tulolla 66.
Ensimmaéinen luvulla 66 jaollinen luku on 66 ja viimeinen 462.
Luvulla 66 jaollisia lukuja on 7 kappaletta (462 : 66 = 7).

Nyt lasketaan yhteen niiden lukujen lukumaiird, jotka ovat
jaollisia luvuilla 22 tai 33 ja vihennetédn tdstd summasta 66
jaollisten lukujen lukumédrd. Saadaan: 22 +15-7 =30.

Saatu tulos vdhennetédédn luvulla 11 jaollisten lukujen
lukuméérasta.

Siispd luvulla 11, mutta ei luvulla 2 eika 3 jaollisia lukuja on
45-30 =15 kappaletta.



Vastaus: a) 125 kpl
b) 15 kpl
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a) Jos alkulukuhajotelmassa on vain lukuja 2 tai 3 (tai molempia),
tiytyy tutkia kuinka monta lukua, jotka ovat muotoa 2”7, 3" ja
2" .3™ on lukujoukossa {2, ..., 1000}.

Etsitddn laskimella ensin luvut, jotka ovat muotoa 2” tai 3".

n on 3
1 2 3
2 4 9
3 8 27
4 16 81
5 32 | 243
6 64 | 729
7 | 128 |2187
8 | 256

9 | 512

10 | 1024

Naitd lukuja on yhteensd 9 + 6 = 15 kappaletta.



Seuraavaksi selvitetddn laskimen avulla muotoa 2” -3 olevat luvut.
Hyddynnetdén taulukossa edelliseen taulukkoon koottuja lukuja.

3 9 27 81 243 729
2"
2 6 18 54 162 486 1458
4 12 36 108 324 972
8 24 72 216 648 1944
16 48 144 432 1296
32 96 288 864
64 192 576 1728
128 384 1152
256 768
512 1536

Naitd lukuja on yhteensd 8 + 6 + 5 + 3 + 2 = 24 kappaletta.

Huomataan, ettd kysyttyjd lukuja on yhteensd 9 + 6 + 24 =39
kappaletta.

b)
Luvuista, jotka ovat muotoa 2" tai 3" muodostuu geometriset
summat.

Ensimmaisessd summassa suhdeluku on 2, ensimmaéinen termi on 2
ja termejé on 9 kappaletta.

(1_99
59=2(11_22)=1022




Toisessa summassa suhdeluku on 3, ensimmaéinen termi on 3 ja
termejd on 6 kappaletta.

_3:(1-3%

Se=""1_3 =109

Vastaavasti muotoa 2" - 3" olevista luvuista muodostuu 5
geometrista summaa, joissa kaikissa suhdeluku on 2. Eli summat:

58=6'(11__228):1530

S6=18’1(1__226)=1134
SS=54'1(1__225)=1674
S3=162'1(_1;23)=1134
S2=486'1(_1£22)=1458

Eli kaikkien lukujen, joiden alkulukuhajotelmassa on vain lukuja 2
tai 3 (tai molempia), summa on:

1022 + 1092 + 1530 + 1134 + 1674 + 1134 + 1458 = 9044.

Vastaus: a) 39 kpl
b) 9044
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Koska oppikirjassa on 12 lukua, joissa jokaisessa on 20 tai 21
harjoitustehtividi, oppikirjan tehtivien miéra »n on lukujen
12-20=240 ja 12-21=252 vilillaeli 240<n <252.

Koska Jukan tehtdvdmddrd j on kolminkertainen Mikan
tehtavimairdédn m néhden ja seitsenkertainen Paavon

tehtdvamairddn p ndhden, voidaan merkiti:

j=3m ja j=Tpeli

S ia =)
m==z jap=sy
Tehtdvid on siis yhteensd j + EANAS 317 , joten:
37 21
_3 i 21n
T T

Koska lukujen 31 ja 21 pienin yhteinen tekiji on 1, luvun # pitdd olla
jaollinen luvulla 31 (ja luvun ; taas luvulla 21).

Etsitddn véliltd 240 <n <252 luku, joka on jaollinen luvulla 31.

240:31="7.741...
252:31=8.129...
31-8=248.



Nyt saadaan:
j= 21-n _ 21-248 ~ 168, m =168 _

168 _
31 31 3 =24

56 ja p= 7

Eli Jukka teki 168 tehtdvai, Mika teki 56 tehtdvii ja Paavo 24
tehtavaa.

Vastaus: Jukka 168, Mika 56 tehtidvad ja Paavo 24
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Oletus

Viite

Todistus

Kokonaisluvun a nelié a? on jaollinen alkuluvulla p.

Luku @2 on jaollinen luvulla p?.

Luku «? voidaan kirjoittaa tulona @ -a . Jos
kokonaislukujen tulo on jaollinen alkuluvulla p, niin
ainakin yksi tulon tekijoistd on jaollinen luvulla p
(Eukleideen lemma).

Nyt siis luku @ on jaollinen luvulla p. Eli luku a = pq,
jossa g on kokonaisluku.

Saadaan:

a’=a-a=pq-pq=p*q*.

Koska luku a? = p%¢?, luku a? on jaollinen luvulla

P>

Viite on tosi. O
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Oletus

Viite

Todistus

Tulo a;a,...a, on jaollinen alkuluvulla p.

Ainakin yksi tulon tekijdistd on jaollinen luvulla p .

1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

a; on jaollinen alkuluvulla p.

Viite on tosi, kun n =1.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
Ainakin yksi tulon a;a,...a, tekijdistd on jaollinen
alkuluvulla p mielivaltaisellan =1, 2, 3... .

Induktiovaite:
Ainakin yksi tulon a;a,...a,,; tekijoistd on
jaollinen alkuluvulla p.



Induktioviitteen todistus:
Muokataan tuloa aa,...a, ;.

qay.ay = (@ay..a,)  -dy
%’_J
Induktio-oletuksen
mukaan ainakin yksi

tulon tekijoistd on
jaollinen alkuluvulla p.

Ainakin yksi tulon a,a,...a, tekijoistd on jaollinen
alkuluvulla p, kun tulo aa,...a, on jaollinen
alkuluvulla p. Talloin myos tulo aa,...a,,; on

jaollinen alkuluvulla p. Siten ainakin yksi tulon
a,a,...a, . tekijoistd on jaollinen alkuluvulla p.

Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel. Viite on ndin
todistettu. o
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