83

b)

Tekija e Pitkd matematiikka 11 e 17.2.2017

Osoitetaan sijoittamalla, ettd yhtalo toteutuu, kun x =2.

2242-6=0
6-6=0
0=0

tosi

Luku x =2 toteuttaa yhtilon x> +x—-6=0. O

Osoitetaan ratkaisemalla yhtilo.

x?+x-6=0
1412 -4.1-(-6)
* 21
_—1+:25
X =
2
_—1+5
)

x=2taix=-3

Yhtilon ainoat ratkaisut ovat x =2 ja x=-3. O
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Osoitetaan sieventimilld binomin kuutio (a —5b)3.
Kéytetddn apuna binomin kuution muistikaavaa:

(a+b)3 =a’ +3a*b+3ab?> +b>.

(a—b)? = a® +3a%(=b) + 3a(~b)? + (=b)3

=a® -3a’b+3ab* -b® O
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TAPA 1:

Osoitetaan ratkaisemalla epdyhtdlo f(x)>0.

3x2-6x+9>0

Ratkaistaan funktion nollakohdat:

3x2 -6x+9=0
_ 614/(-6)>—4-3-9
= 2.3
_ 6++/-108
v = 6Fv-108
6
FEi nollakohtia.

Koska funktion kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, jolla ei ole
nollakohtia, funktio saa vain positiivisia arvoja. o



TAPA 2:

Osoitetaan muokkaamalla funktion lauseketta.

3x2—6x+9=2x2+x2-6x+9
=2x2 +(x* —6x+9) Binomin nelid
=2x2 +(x-3)?
Koska summalausekkeen molemmat yhteenlaskettavat ovat

positiivia, summa on positiivinen. Funktio saa vain positiivisia
arvoja. O
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Oletuksena on, ettd luvut a ja b ovat parittomia kokonaislukuja.
Pitdi osoittaa, ettd tdlloin myos lukujen tulo ab on pariton
kokonaisluku.

Oletus

Viite

Todistus

a ja b ovat parittomia kokonaislukuja.
ab on pariton kokonaisluku.

Koska luvut a ja b ovat parittomia, on olemassa
sellaiset kokonaisluvut n ja m, ettd a =2n+1 ja
b=2m+1.

Muodostetaan tulo ab.

ab=02n+1)2m+1)
=2n-2m+2n+2m+1
=4nm+2n+2m+1
=22mm+n+m)+1

2nm+n+m on vilttdmattd kokonaisluku. Nyt voidaan
merkitd 2nm+n+m=p (peZ).Lukujen a ja b

tulo voidaan nyt esittdd muodossa ab=2p +1, joka on
pariton kokonaisluku. o
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Oletuksena on, ettd luku a on pariton kokonaisluku. Pitdd osoittaa,
etti tilldin myds luvun kuutio a3 on pariton kokonaisluku.

Oletus a on pariton kokonaisluku.

Viite a? on pariton kokonaisluku.

Todistus  Koska luku a on pariton, on olemassa sellainen
kokonaisluku n, ettd a =2n+1.

Muodostetaan kuutio a3 .

a =2n+1)>
=(2n)3 +3-(2n)* +3-2n+1
=8n> +12n% +6n+1

=2(4n> +6n+3)+1

4n3 +6n + 3 on vilttimitti kokonaisluku. Nyt voidaan
merkitd 473 +6n+3=p (peZ).Luvun a kuutio

voidaan esittii muodossa a> =2p +1, joka on pariton
kokonaisluku. o
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Oletuksena on, ettd luku on kahdella jaolliseen eli parilliseen
numeroon paittyva kokonaisluku. Pitdé osoittaa, ettd télloin koko
luku on my®&s parillinen.

Oletus

Viite

Todistus

Luvun a viimeinen numero on parillinen.

a on parillinen kokonaisluku.

Koska luvun a viimeinen numero on parillinen, on
olemassa sellainen kokonaisluku 7 ja sellainen
parillinen kokonaisluku £, ettd a =10n+k .
Merkitéddn, ettd k =2m (meZ).

Télloin

a =10n+2m

=2-5n+2m
=2(5n+m)

5n + m on vélttdméttad kokonaisluku. Nyt voidaan
merkitd Sn+m=p (peZ).Luku a voidaan esittdd

muodossa a =2 p, joka on parillinen kokonaisluku. o
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Oletuksena on, ettd luku on luvulla 3 jaollinen kokonaisluku. Pitdd
osoittaa, ettd tdlloin luvun kuutio on jaollinen luvulla 27.

Oletus a jaollinen luvulla 3.

Viite a> on jaollinen luvulla 27.

Todistus  Koska luku a on jaollinen luvulla 3, on olemassa
sellainen kokonaisluku #, ettd a =3n.

Muodostetaan luvun a kuutio.
a’ =(3n)?

=333

=27n3

Koska luku @ on kokonaislukujen 27 ja n> tulo, niin
se on jaollinen luvulla 27. o
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Maiiritelmén mukaan suunnikas on nelikulmio, jonka vastakkaiset
sivut ovat yhdensuuntaiset. Lisdksi esimerkin 3 perusteella
vastakkaiset sivut ovat yhté pitka.

Oletus  Nelikulmion 4BCD y
vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaiset ja yhti
pitkat.
A B
Viite Nelikulmion ldvistdjat puolittavat toisensa.

Todistus  Piirretddn lavistdjat.

Lévistdjien leikkauskohtaan syntyvit ristikulmat ovat
yhti suuret:

XCED = <AEB (=)
XDEA=<XBEC (=y).

Koska vastakkaiset sivut ovat yhdensuuntaiset,
samankohtaiset kulmat ovat myds yhtd suuret:

<EDC = <EBA (= )
<ADE = <«CBE (= 6).

Kolmioiden yhdenmuotoisuuslauseen (kk) perusteella
kolmiot ADE ja CBE sekd kolmiot DCE ja BAE ovat
yhdenmuotoiset ja niiden vastinsivujen suhteet ovat
yhtd suuret.



Esimerkissd 3 osoitettiin, ettd vastinsivujen 4D ja CB
suhdeon 1:1 ja |AD|=CB]| (eli |AD|=|BC]).

Télloin my6s kolmioiden ADE ja CBE muiden
vastinsivujen suhde on 1:1 ja vastinsivut ovat yhtd
pitkat.

Kolmion ADE sivun DE vastinsivu kolmiossa CBE
on BE. Sivujensuhdeon1:1 ja |DE |= BE|.

Vastaava patee myds kolmioille DCE ja BAE. Eli
vastinsivujen suhde on 1 : 1 ja vastinsivut ovat yhté
pitkat.

Kolmion DCE sivun CE vastinsivu kolmiossa BAE
on AE. Sivujensuhdeonl:1 ja |CE|=|A4E|.

Koska | DE |=| BE | ja |CE |=| AE |, piste E eli
lavistdjien leikkauspiste on ldvistdjien puolivalissa.
Toisin sanoen suunnikkaan lavistdjéit puolittavat
toisensa. O
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Mairitelméin mukaan vieruskulmat muodostavat oikokulman eli
vieruskulmien summa on 180°.

Oletus Vieruskulmien summa on
180°. A
Viite Vieruskulmien puolittajat ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Eli vieruskulmien puolittajat muodostavat 90°
kulman.

Todistus Piirretddn kuva.

Hyddynnetéén tietoa
vieruskulmien summasta:

a+f=180° d

a =180°— 4.
Vieruskulmien puolittajien vélinen kulma:
1loslg_1g0°o— 1
2a+2ﬁ 2(180 ﬂ)+2ﬂ

—9po_lpg, 1
=90 2ﬂ+2,8
=90°. o
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Oletus

Viite

Todistus

n on kokonaisluku.

3

n”> —n on jaollinen luvulla 3.

n3—n=n(n?-1)
=n(n+1)(n-1).

Koska n on kokonaisluku, luvut n—1, n jan+1 ovat

kolme perdkkiistd kokonaislukua. Koska luvut ovat
perdkkdiset, néistd tismaélleen yksi luku on jaollinen
luvulla 3.

Koska yksi luvun 73 —n tekijdisti on jaollinen luvulla
3, on luku 7> —n jaollinen luvulla 3. o
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Sievennetiin lauseke (a + b+ c)?.

(a+b+c)? =(a+b)?+2(a+b)c+c? Sieventimisessé
hyodynnetty binomin
nelion muistikaavaa.

=a? +2ab+b? +2ac+2bc + c?

=a? +b% +c? +2ab+2ac+2bc. O
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Tutkitaan tulon —x?(4x? —4x +1) merkkii.

Ratkaistaan tekijoiden nollakohdat.

—x2=0 4x? —4x+1=0
x=0 2x-1)?%=0
2x—-1=0

_1

)

Hahmotellaan kuvaajat.

Laaditaan merkkikaavio.

—-X —

4x? —4x+1 + |+ +

—x%(4x% —4x+1) - | - -~

D |—

a4



1
2
arvoltaan negatiivinen, funktion f(x)=—x%(4x%* —4x+1)—1 arvot
ovat aina negatiivisia. O

Koska tulo —x?(4x2 —4x+1)on 0, kun x =0 tai x = = ja muutoin
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Oletus

Viite

Todistus

n on kokonaisluku.

3

n> +n on parillinen.

n3+n=n(n?+1).

Tutkitaan erikseen tapauksia, joissa n on parillinen ja
pariton.

1. Jos n on parillinen, tulo n(n? +1) on parillinen eli

3

n’> +n on parillinen.

2 on my®s pariton (osoitettu

2. Jos n on pariton, n
esimerkissi 1), ja siten 72 +1 on parillinen. Tulo

n(n? +1) on parillinen eli 73 +7n on parillinen.

Kohtien 1 ja 2 perusteella #3 + 7 on parillinen. o
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Oletus

Viite

Todistus

a<bjac<d
atc<b+d
Lasketaan oletuksen epdyhtélot puolittain yhteen.

a<b
c<d
at+c<b+c

Epayhtild a + c < b+d pitdd paikkansa. o
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Oletus
Viite

Todistus

Luvut a, b, ¢, d, e ovat perédkkéisid ja luonnollisia.
Tulo abcde on jaollinen luvulla 5.

Koska viisi lukua ovat perdkkéisid ja luonnollisia,
ndistd tdsmilleen yksi luku on jaollinen luvulla 5.

Koska yksi tulon abcde tekijoistd on jaollinen luvulla
5,on tulo abcde jaollinen luvulla 5. o
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Oletus

Viite

Todistus

Luku » kokonaisluku.

Luku 7° —9n on parillinen.

n3 —9n =n(n’*-9)
=n(n+3)(n-3)

Tarkastellaan erikseen tapaukset, joissa # on parillinen
ja n on pariton.

1. Jos n on parillinen, tulo n(n + 3)(n —3) on myds

parillinen. Eli #n3 —9n on parillinen.

2. Jos n on pariton, n + 3 on parillinen (tai vastaavasti
n—3 on parillinen) ja tulo n(n+3)(n—3) on

parillinen. Eli #n3 —9n on parillinen.

Kohdista 1 ja 2 seuraa, etti 73 —9n on parillinen. o
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Oletus
Viite

Todistus

Kolmio on tasakylkinen.
Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhté suuret.

Piirretdan
mallikuva.

Jaetaan kolmio
korkeusjanalla
kahdeksi
suorakulmaiseksi
kolmioksi.

Tasakylkisen
kolmion huipusta
piirretty korkeusjana puolittaa huippukulman.

Kolmiot ABD ja CBD ovat yhdenmuotoisuuslauseen
(kk) perusteella yhdenmuotoiset, koska

XABD = <«DBC ja
<BDA =<« CDB.

Koska kolmiot ovat yhdenmuotoiset, ovat myds kulmat
o ja f yhté suuret. Eli tasakylkisen kolmion

kantakulmat ovat yhtd suuret. o
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Oletus

Viite

Todistus

Luvut b, ¢ ja d eivit ole nollia.

.c_a. d
‘d b c

SN

Hyddynnetdén jakolaskun mairitelmaé:

m:n=gq,josng=m (n#0).

_a _C =Q.i
Merkltaan.m—b,n d,q b ¢
—c.a. d
T
_a-c-d
b-c-d
:%:m
-Q.in.i
Eli b d b C-D
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Oletus
Viite

Todistus

Luvut x ja y ovat reaalilukuja.
| x|y =l xy|

Hyoddynnetéén itseisarvon mééritelmaa.

Tutkitaan kaikki 4 tapausta erikseen.

I. x<0,y<0
x|y E(=x)(=y)=xy=|xy|

2. x<0,y>0
[ x[[yI=(=x)y=—xy=|xy]

3. x20,y<0
x| yFEx-(—y)=—xy=|xy|

4. x=20,y=>0
x|y =xy=[xy|

Kohdista 1-4 seuraa, ettid kun x ja y ovat reaalilukuja,
| x|y =lxy]. o
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Oletus X ja y ovat vektoreita.

Viite X+ y|<|x|+|p| eli vektoreiden
summavektorin pituus on
pienempi tai yhtd suuri kuin
vektoreiden pituuksien summa.

T
Todistus  Koska viitteend olevan epidyhtdlon molemmat puolet
ovat epanegatiivisia, epayhtdlo sdilyy yhtdpitdvini, kun
sen molemmat puolet korotetaan nelioon.
<[5+ [y 107

o 31 < ] +[51)?

Tutkitaan epayhtélon vasenta puolta.

X+ =(x+y)(x+¥) al"=a-a
=X-X+2X-Y+y-y a-a=|al’
=[x’ +2x-y+[3] a-b =|a||b|cos(@,b)

—[x[* +2[||p|cos(x, ) +|¥] —1<cosa<1
<[l +2[x{||+ (3"
= (x| +[7)?

Nyt on todistettu, etté [¥ + y|° < (] +|¥])?.

Samalla on todistettu, ettd vditteend ollut epayhtélo
|x + y| <|x|+|y| pitdd paikkansa. o
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Oletus

Viite

Todistus

x ja y ovat reaalilukuja.
x| =l <[x+ ]
Hyoddynnetéén tietoa:

x| =[x+ y—y[=[(x+y)+(-y)| ja
‘y‘z‘x+y—x‘:\(x+y)+(—x)\.

Sovelletaan ndihin tuloksiin kolmioepayhtdloa:

‘x\z‘(x+y)+(—y)‘ \a+b‘£\a\+‘b‘
< ‘x+y‘ +‘—y‘
=[x+ y[+]y]
ja

Y] =[x+ »)+(—x)| la +b| <|a|+|b|

S‘x+y‘+‘—x‘

=|x + y|+]x].

Nyt siis x| <|x+y|+|y| ja [y]<[x+y|+]x].



Muokataan saatuja epayhtdloita.
x| <ot ]y
x| =yl <]+
ja

lslety]+lx
\y‘—\x‘ﬁ\x+y\ b—a=—(a-b)
(x| =D <lx+ v,

Eli saadaan epdyhtilot:
=<l o] da =] =yh sl

Itseisarvon mairitelmén perusteella voidaan nyt todeta,
ettd kddnteinen kolmioepayhtélo

Hx\—\yHS\x+y\ pitee. O
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Laaditaan lauseille vastaesimerkki.

a) Kuvan suorakulmion ldvistdjien vélinen terdvi kulma on
kooltaan:

tan(%a) = %

1y —tan-1(1) » °
,a tan (3) 18,43

o =36°

Kyseisen suorakulmion lavistdjdt eivit ole kohtisuorassa toisiaan
vastaan, joten a-kohdan lause on epétosi. O

b) Kyseisen suorakulmion lavistdjat jakavat suorakulmion kulmat

noin 18° (samankohtainen kuin a-kohdan kulma %a) ja 72°

kokoisiksi kulmiksi.

Kyseisen suorakulmion lavistdja ei jaa suorakulmion kulmaa
kahteen yhtd suureen osaan, joten b-kohdan lause on epitosi. o
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a)

b)

Laaditaan lauseelle vastaesimerkki.

Mikédn kyseisen kolmion kérjestd vastakkaiselle sivulle piirretty
keskijana ei ole kohtisuorassa vastakkaista sivua vastaan. o

Lause pétee tasakylkiselle kolmiolle, silld voidaan osoittaa, ettid
tasakylkisen kolmion huippukulman kérjesti piirretty keskijana

on kohtisuorassa vastakkaista sivua vasten.

Laaditaan lauseelle vastaesimerkki.

.

Kyseisen kolmion ainakin yhden sivun keskinormaali ei kulje
vastakkaisen kérkipisteen kautta, joten lause on epétosi. o

Lause pétee tasasivuiselle kolmiolle, silld voidaan osoittaa, ettd
tasasivuisen kolmion jokaisen sivun keskinormaali kulkee
vastakkaisen kérkipisteen kautta.
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a)

b)

Etsitddn lauseelle vastaesimerkki jarjestelmailliselld kokeilulla.

n | n? n3 n?<n?
1 1 1 tosi

2 4 8 tosi

3 9 27 tosi
-1 1 -1 epétosi

Huomataan, ettd kokonaisluku —1 kéy lauseen vastaesimerkiksi.

Koska lauseella “Vn € Z: n? < n*” on ainakin yksi
vastaesimerkki, lause on epétosi. o

Etsitddn lauseelle vastaesimerkki jarjestelmailliselld kokeilulla.

n | n?| n n3 —n? n3—n? <50
1 1 1 0 tosi

21 4 8 4 tosi
319 |27 18 tosi

4 |16 | 64 48 tosi

5 |25 ] 125 100 epatosi

Huomataan, ettd luonnollinen luku 5 kiy lauseen
vastaesimerkiksi.

Koska lauseella “Vn € N: n® —n? <50 on ainakin yksi
vastaesimerkki, lause on epétosi. o
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a) Etsitddn lauseelle vastaesimerkki jéarjestelmaélliselld kokeilulla.

x | x? x<3 x2<9
2 4 tosi tosi

1 1 tosi tosi
0 0 tosi tosi
-1 1 tosi tosi
2| 4 tosi tosi
319 tosi tosi
—4 | 16 tosi epéatosi

Huomataan, etti reaaliluku —4 kéy lauseen vastaesimerkiksi.

Koska lauseella “ jos x < 3, niin x> <9 on ainakin yksi
vastaesimerkki, lause on epitosi. O

b) Etsitdédn lauseelle vastaesimerkki jarjestelmélliselld kokeilulla.

x | x? x2>1 x>1
2 4 tosi tosi
3 9 tosi tosi
4 |16 tosi tosi
-1 | 1 tosi tosi
-2 1 4 tosi epétosi

Huomataan, etti reaaliluku —2 kéy lauseen vastaesimerkiksi.

Koska lauseella “ jos x% > 1, niin x > 1> on ainakin yksi
vastaesimerkki, lause on epitosi. O
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a) Oletus Luvut x ja y ovat rationaalilukuja.

Viite Luku x+ y on rationaaliluku.

Todistus  Koska x ja y ovat rationaalilukuja, ne voidaan

esittdd muodossa x =" ja y =2 missi n, m, p ja
n q

q ovat kokonaislukuja (n #0,g #0).

Lasketaan summa x + y .

q) ") .
x+y=—m P 1avennetaan samannimisiksi.
n q

_gqm + P Lasketaan osoittajien summa.
qn  nq
= %qnp Nimittdjdksi tulee yhteinen nimittdja.

Koska luvut mg +np ja ng (ng#0) ovat
kokonaislukuja, luku x + y on rationaaliluku. o



b) Muodostetaan lause: ”Kahden irrationaaliluvun summa on aina
irrationaaliluku.”

Esitetdadn lauseelle vastaesimerkki:

—J2+2=0

Koska luku O ei ole irrationaalinen, kahden irrationaaliluvun
summa ei ole aina irrationaalinen.

Alkuperéinen lause on epétosi. O
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a) Oletus Luvut n, n+1 jan+2 ovat perdkkéisid
kokonaislukuja.
Viiite Lukujen n, n+1jan+2 summa on jaollinen
luvulla 3.

Todistus  Lasketaan summa lukujen n, n+1 ja n+2 summa.

n+(n+1)+(n+2)=3n+3 Erotetaan
=3(n+1) yhteinen tekijé 3.

Koska lukujen n, n+1 ja n+2 summa voidaan
esittdd tulona 3(n +1), jossa toisena tekijdnd on
luku 3, summa on jaollinen luvulla 3.0

b) Muodostetaan lause: Neljin perékkdisen kokonaisluvun summa
on aina jaollinen luvulla 4.”
Esitetddn lauseelle vastaesimerkki:
O0+1+2+3=6.

Koska luku 6 ei ole jaollinen luvulla 4, neljén perdkkéisen
kokonaisluvun summa ei ole aina jaollinen luvulla 4.

Alkuperéinen lause on epétosi. O
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Laaditaan lauseelle vastaesimerkki.

Kuvan nelikulmion kolmen sivun keskinormaalit eivit leikkaa
samassa pisteessa.

Koska lauseella on ainakin yksi vastaesimerkki, lause on epétosi. o
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a) Riittda, ettd 10ydetddn yksi esimerkki suorakulmaisesta,
tasakylkisestd kolmiosta.

Lause on tosi. O

b) Laaditaan lauseelle vastaesimerkki.

Kuvan kolmion kulmat ovat:

tanaz% tanﬁ:% ¥ =180°— 63°— 34°
o~ 63° P ~34° =83°

Kuvan kolmion kaikki kulmat ovat terdvid, mutta erisuuria, joten
kolmio ei ole tasakylkinen. Alkuperdinen véite on epétosi. O
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Oletus

Viite

Todistus

x on reaaliluku.

Jdx e R:3—4x% >0 eli on olemassa (ainakin 1)
reaaliluku x, joka toteuttaa epayhtilon 3 —4x2 >0.

Riittaa, ettd 10ydetdédn yksi reaaliluku, joka
toteuttaa timén epayhtilon.

Sijoitetaan x =0 epdyhtdlon vasemmalle puolelle.
3-4.0>=3
Saatu tulos 3 on suurempi tai yhtd suuri kuin 0.

Viite on totta. O
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Oletus

Viite

Todistus

x on reaaliluku.

x2 —6x+5<0,kun 1<x<5.

Todistetaan ratkaisemalla epayhtalo.

Ratkaistaan funktion x2 —6x + 5 nollakohdat.

e 6+(~6)> —4-1-5

2-1

_ 6%++/36-20




Hahmotellaan funktion kuvaaja.

Laaditaan merkkikaavio.

x2 —6x+5 + — +

1 5

Merkkikaaviosta ja kuvaajasta ndhdién, etta
x2—6x+5<0,kun 1<x<5.

Viite ”x2 —6x+5<0, kun 1< x<5” on tosi. O
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a) Monikulmio on sddnndllinen, jos sen kaikki sivut ovat yhta
pitkid ja sen kaikki kulmat yhté suuria.

Neljakés on suunnikas, jonka kaikki sivut ovat yhté pitkdt.

Laaditaan lauseelle vastaesimerkki.

Kuvan neljékés ei ole sddnnollinen monikulmio, koska sen
kulmat eivét ole yhté suuret.

Lause on epétosi.O



b) Suunnikas on nelikulmio, jonka vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaiset.

Laaditaan lauseelle vastaesimerkki.

Neli6 on suunnikas, jonka kaikki sivut ovat yhté pitkat ja kaikki
kulmat ovat yhté suuret. Nelid on siten my0s sddnndllinen
monikulmio.

Lause on epétosi.O
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a)

b)

Maidritelménsd mukaisesti suorakulmio on suunnikas, jonka
kaikki kulmat ovat suoria.

Joten kaikki suunnikkaille voimassa olevat ominaisuudet ovat
voimassa myos kaikille suorakulmioille.

Viite on tosi. O

Madritelmédnsd mukaisesti nelié on suorakulmio, jonka kaikki
sivut ovat yhtd pitkét.

Laaditaan lauseelle vastaesimerkki.

-

Kuvan suorakulmion kaikki sivut eivit ole yhta pitkét, joten
kaikki nelidn ominaisuudet eivit ole voimassa kaikille
suorakulmioille.

Viite on epétosi. O



b) Suunnikas on nelikulmio, jonka vastakkaiset sivut ovat
yhdensuuntaiset.

Laaditaan lauseelle vastaesimerkki.

Neli6 on suunnikas, jonka kaikki sivut ovat yhté pitkat ja kaikki
kulmat ovat yhté suuret. Nelid on siten my0s sddnndllinen
monikulmio.

Lause on epétosi.O
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Osoitetaan lause Vn e Z:n? —n? >0 eli

kaikilla kokonaislukuarvoilla patee: luvun kuution ja luvun

nelidn erotus on suurempi tai yhtd suuri kuin nolla”

epatodeksi vastaesimerkilla.

Etsitddn lauseelle vastaesimerkki jarjestelmailliselld kokeilulla.

n | n?| n n3 —n? n—n?>0
1 1 1 0 tosi
2 4 4 tosi
3 9 | 27 18 tosi
-1 |1 ] -1 -2 epétosi

Huomataan, ettid kokonaisluku —1 kiy lauseen vastaesimerkiksi.

Koska lauseella “Vn € Z: n> —n? >0 on ainakin yksi

vastaesimerkki, lause on epétosi. o




b) Osoitetaan lause Vne R:—n<n eli

’kaikilla reaalilukuarvoilla pétee: luvun vastaluku on pienempi
tai yhtd suuri kuin luku itse”

epatodeksi vastaesimerkilla.

Etsitddn lauseelle vastaesimerkki jarjestelmaélliselld kokeilulla.

n —n —-n<n
1 1 tosi
2 | =2 tosi

3 1 -3 tosi
-1 1 epéatosi

Huomataan, ettd reaaliluku —1 kiy lauseen vastaesimerkiksi.

Koska lauseella “Vn € R: —n < n” on ainakin yksi

vastaesimerkki, lause on epitosi. o
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a) Osoitetaan lause jos x < y, niin x? < y? epitodeksi
vastaesimerkilla.

Etsitddn lauseelle vastaesimerkki kokeilulla.

x |y | x| y? x2 < y?
1|21 4 tosi
2 13| 4 tosi
4109 16 tosi

-110]1 0 epétosi

Huomataan, ettd arvot x =—1, y =0 kiyvit lauseen
vastaesimerkiksi, silla:

—1<0, mutta (—1)? =1, joka on suurempi kuin 0.

Koska lauseella “ jos x < y, niin x2 < y2”
] Y, y

vastaesimerkki, lause on epétosi. O

on ainakin yksi



b) Osoitetaan lause jos x < y jax #0 jay #0, niin % > 1
epdtodeksi vastaesimerkill.
Etsitdédn lauseelle vastaesimerkki kokeilulla.
1L 1
AV x|y | Ty
P21 | 3] tosi
2
1 | 1 -
2 |3 7 3 tosi
1 | 1 :
314 3 n tosi
1)1 o
212 S| 2 epatosi
Huomataan, ettd arvot x = -2, y =2 kiyvit lauseen
vastaesimerkiksi, silla:
1_1
-2 <2, mutta ——<=.
<2, mutta - <
Koska lauseella “jos x < y jax #0 jay # 0, niin % > )1; ” on

ainakin yksi vastaesimerkki, lause on epédtosi. O
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a) Oletus

Viiite

Todistus

Luvut x ja y ovat rationaalilukuja.
Luku xy on rationaaliluku.

Koska x ja y ovat rationaalilukuja, ne voidaan

esittid muodossa x =" ja y =L missin, m, p ja
n q

q ovat kokonaislukuja (n #0,q #0).

Lasketaan tulo xy .

xy =", P Osoittajat kerrotaan keskendéin
n o q ja nimittdjat kerrotaan keskenéén.
_mp
nq

Koska luvut mp ja ng (ng#0) ovat
kokonaislukuja, luku xy on rationaaliluku. o



b) Muodostetaan lause: ”Kahden irrationaaliluvun tulo on aina
irrationaaliluku.”

Esitetdadn lauseelle vastaesimerkki:
22==2

Koska luku —2 ei ole irrationaalinen, kahden irrationaaliluvun
tulo ei ole aina irrationaalinen.

Alkuperéinen lause on epétosi. O
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a) Oletus Luvut 2n+1 ja 2n +3 ovat perdkkiisiad
parittomia kokonaislukuja.

Viite Lukujen 2n+1 ja 2rn+3 summa on jaollinen
luvulla 4.

Todistus  Lasketaan summa lukujen 2n +1 ja 2n +3 summa.

(2n+1)+(2n+3)=4n+4  Erotetaan
=4(n+1) yhteinen tekija 4.

Koska lukujen 27 +1 ja 2n+3 summa voidaan
esittdd tulona 4(n +1), jossa toisena tekijand on

luku 4, kahden perdkkiisen parittoman
kokonaisluvun summa on jaollinen luvulla 4.0

b) Muodostetaan lause: "Kahden peréikkéisen parillisen
kokonaisluvun summa on aina jaollinen luvulla 4.”
Esitetddn lauseelle vastaesimerkki:

2+4=6.

Koska luku 6 ei ole jaollinen luvulla 4, kahden perdkkiisen
parillisen kokonaisluvun summa ei ole aina jaollinen luvulla 4.

Alkuperéinen lause on epétosi. O
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Laaditaan lauseelle vastaesimerkki.

Kuvan nelikulmion kolmen kulman kulmanpuolittajat eivét leikkaa
samassa pisteessa.

Koska lauseella on ainakin yksi vastaesimerkki, lause on epétosi. o
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a) Todistetaan lause.

Olkoon ABCD leija, jonka sivut AB ja AD ovat yhti pitkit ja
sivut CB ja CD ovat yhtd pitkit. Talloin kdrjet 4 ja C ovat
janan BD keskinormaalilla.

Eli leijan ldvistdjdt ovat aina kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Viite on tosi. O



b) Laaditaan vastaesimerkki véitteelle.

Nelion kaikki sivut ovat yhta pitkét eli nelidsséd on 2 paria yhta
pitkid vierekkaisid sivuja. Nelio on siten leija.

Nelion vastakkaiset sivut ovat kuitenkin yhdensuuntaiset. Ei
pida siis paikkaansa, ettd leijan kaikki sivut ovat aina
erisuuntaiset.

Viite on epétosi. O
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a) Todistetaan vdite Vx3y :xy = x eli “kaikilla reaaliluvuilla x on
olemassa jokin y siten, ettd xy = x”.

Olkoon x mika tahansa reaaliluku. Valitaan y =1. Jos luku x
kerrotaan luvulla y (joka on 1), tuloksena on luku x.

Eli jos luvulla 1 kerrotaan miké tahansa reaaliluku, tuloksena on
reaaliluku itse.

Viite on tosi. O

b) Todistetaan viite Vy3x:xy =x eli “kaikilla reaaliluvuilla y on
olemassa jokin x siten, ettd xy =x".

Olkoon y miké tahansa reaaliluku. Valitaan x = 0. Jos nyt luku y
kerrotaan luvulla x (joka on 0), tuloksena on luku x.

Eli jos luvulla 0 kerrotaan miké tahansa reaaliluku, tuloksena
on (.

Viite on tosi. O



b) Laaditaan vastaesimerkki véitteelle.

Nelion kaikki sivut ovat yhtd pitkét eli nelidsséd on 2 paria yhta
pitkid vierekkaisid sivuja. Nelio on siten leija.

Nelion vastakkaiset sivut ovat kuitenkin yhdensuuntaiset. Ei
pida siis paikkaansa, ettd leijan kaikki sivut ovat aina
erisuuntaiset.

Viite on epétosi. O
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a)

b)

Todistetaan vdite Vx3y: x+ y = x eli “kaikilla reaaliluvuilla x
on olemassa jokin y siten, ettd x+ y =x".

Olkoon x mika tahansa reaaliluku. Valitaan y =0. Jos lukuun x
lisdtddn luku y (joka on 0), tuloksena on luku x.

Eli jos luku 0 lisdtdédn mihin tahansa reaalilukuun, tuloksena on
reaaliluku itse.

Viite on tosi. O

Todistetaan vdite Vy3x:x+ y =x eli “kaikilla reaaliluvuilla y
on olemassa jokin x siten, ettd x+ y =x".

Esitetadn vastaesimerkki.

Valitaan y =1. Téll6in mikdan luku x ei toteuta yhtilod
x+1l=x.

Viite on epétosi. O



b) Laaditaan vastaesimerkki véitteelle.

Nelion kaikki sivut ovat yhta pitkét eli nelidsséd on 2 paria yhta
pitkid vierekkaisid sivuja. Nelio on siten leija.

Nelion vastakkaiset sivut ovat kuitenkin yhdensuuntaiset. Ei
pida siis paikkaansa, ettd leijan kaikki sivut ovat aina
erisuuntaiset.

Viite on epétosi. O
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Oletus Lapsia on kahdeksan.
Viiite Ainakin kaksi lasta on syntynyt samana viikonpdivana.

Todistus  Oletetaan vastoin viitettd, ettd kaikki lapset ovat
syntyneet eri viikonpaivina.

Koska viikonpdivié on seitsemén, lapsia voi olla
enintdin seitseman.

On osoitettu, ettd jos véite on epétosi,
niin oletus on epitosi.

Siis vdite on tosi. O
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Oletus Péivittdin syntyy noin 360 000 lasta.
Viiite Ainakin viisi lasta syntyy samalla sekunnilla.

Todistus  Oletetaan vastoin viitettd, ettd enintdin nelja lasta
syntyy samalla sekunnilla.

Koska vuorokaudessa on

24-60-60 = 86400 sekuntia,

vuorokaudessa voisi syntyéd enintddn
4-86400 = 345600 lasta.

On osoitettu, ettd jos viite on epitosi,
niin oletus on epétosi.

Siis vdite on tosi. O
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Oletus

Viite

Todistus

Kokonaisluvun nelié a2 on pariton.
Kokonaisluku a on pariton.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd kokonaisluku a on
parillinen.

Télloin on olemassa sellainen kokonaisluku #, etta
a=2n.

Lasketaan nelio a?.

a’ =(2n)?
= 4n?
=2(2n?%)

Koska luku 272 on kokonaisluku, niin kokonaisluvun
nelié a? =2(2n?) on parillinen.

On osoitettu, ettd jos véite on epétosi,
niin oletus on epitosi.

Siis vdite on tosi. O
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Oletus Kokonaislukujen a ja b tulo ab on parillinen.
Viiite Ainakin toinen luvuista a ja b on parillinen.

Todistus  Oletetaan vastoin viitettd, ettd molemmat luvut a ja b
ovat parittomia.

T&lloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n,
ettd a=2m+1 ja b=2n+1.

Lasketaan tulo ab.

ab=02m+1)(2n+1)
=4dmn+2m+2n+1
=22mn+m+n)+1

Koska luku 2mn +m + n on kokonaisluku, niin kahden
kokonaisluvun tulo ab =2(2mn+m+n)+1 on pariton.

On osoitettu, ettd jos viite on epitosi,
niin oletus on epétosi.

Siis vdite on tosi. O
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Oletus

Viite

Todistus

ABC on kolmio.
Kolmiossa on enintdin

yksi kulma, joka on B
suurempi kuin  90°.

Oletetaan vastoin véitettd, ettd ainakin kulmat 4 ja B
ovat suurempia kuin 90°.

Talloin kulmien 4 ja B summa on suurempi kuin
90°+90° =180°.

Koska kolmion kulmien summa on aina 180°, on
paddytty ristiriitaan.

Siis vdite on tosi. O
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Oletus

Viite

Todistus

ABC on kolmio.

Kulma a on suurempi kuin
90°.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd kulma o on pienempi
tai yhtd suuri kuin 90°.

Koska kolmion kulmien summa on aina 180°, talloin
kolmion ABD kantakulmien summa on vahintdan
180°—90° =90°.

Koska kolmion ABD kantakulmat ovat kolmion ABC
kantakulmien puolikkaita, kolmion ABC kantakulmien

(kaksi kulmaa) summa on véhintdédn 2-90°=180°.

Koska kolmion kaikkien kulmien summa on aina 180°,
on paidytty ristiriitaan.

Siis vdite on tosi. O
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Oletus x% on irrationaaliluku.

Viite x on irrationaaliluku.
Todistus Oletetaan vastoin viitettd, ettd x on rationaaliluku.

Talloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n,
ettdi x="1",
n

Lasketaan nelié x°.

2
n
2

m

[\

n

Koska m” ja n* ovat kokonaislukuja,
on x” rationaaliluku.

On osoitettu, ettd jos véite on epéatosi,
niin oletus on epitosi.

Siis x on irrationaaliluku. O
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Viite

Todistus

Luku \/E on irrationaaliluku.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd \/g on rationaaliluku.

Talloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n
(n#0), ettd V6 = % . Koska murtoluku ei enii

supistu, enintdin toinen luvuista m ja n on parillinen.

Tutkitaan luvun 6 neliéti.
2 2
-2
n
2
6="_  Ratkaistaan tisti yhtilostd m?>.

m? =6n? =2(3n?)

Koska 3n? on kokonaisluku, on m? parillinen
kokonaisluku. Talloin myds m on parillinen
kokonaisluku (todistettu esimerkissé 1).

T4lloin on olemassa sellainen kokonaisluku £, ettd
m=2k.



Saadaan:

m? =2(3n?%)
(2k)? =2(3n?)
4k* =2(3n?) |:2
2k% =3n?.
Nyt luku 3#2 on parillinen. Tisti seuraa, ettd luku n?

on valttdmattd parillinen (koska luku 3 on pariton), ja
samoin luvun » on oltava parillinen (Esimerkki 1).

On paddytty ristiriitaan, silld edelld todettiin, ettd
enintiin toinen luvuista m ja n on parillinen.

Siis luku /6 on irrationaaliluku. o
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Oletus Luku x on irrationaaliluku.
Viite Luku 2x—1 on irrationaaliluku.

Todistus Oletetaan vastoin viitettd, ettd 2x—1 on
rationaaliluku.

T&lloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n

(n#0), ettd 2x—1:%.

Ratkaistaan x.

2x—1="1
n
2x="_1 |2
n
m "1
x= w2 Lavennetaan murtoluvut
n samannimisiksi.
y=m=—n
2n

Koska m—n ja 2n ovat kokonaislukuja,
on x rationaaliluku.

On osoitettu, ettd jos viite on epitosi,
niin oletus on epétosi.

Siis vdite on tosi. O
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Oletus Luku x on yhtdlon 3* =2 ratkaisu.
Viite x on irrationaaliluku.
Todistus Oletetaan vastoin viitettd, ettd x on rationaaliluku.

Talloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n

(n#0), etti x=%.

Koska 3* =2 >1,niin x> 0. Voidaan olettaa, ettd
kokonaisluvut m ja n ovat molemmat positiivisia.

Saadaan:

m
3n =2  Korotetaan yhtdlon molemmat
puolet potenssiin 7.

m n
3m=on,

Luku 3™ on pariton. Tima voidaan johtaa tiedosta, etti
kahden parittoman luvun tulo on pariton.

Luku 2" parillinen, silld 2" =2(2"71) ja 2"7! on
kokonaisluku, jos n on kokonaisluku.

On péadytty ristiriitaan, silld luku 3™ on pariton ja 2"
on parillinen.

Siis x on irrationaaliluku. O
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Oletus

Viite

Todistus

Espoon vékiluku on noin 270 000.

Ainakin kolmella espoolaisella on padssddn yhtd monta
hiusta.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd enintddn kahdella
espoolaisella on padssddn yhtd monta hiusta.

Koska ihmisen padssd voi olla enintdén noin 100 000
hiusta, espoolaisia voi olla enintéén

2-100000 = 200000 .

On osoitettu, ettd jos viite on epitosi,
niin oletus on epétosi.

Siis vdite on tosi. O
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Oletus
Viite

Todistus

Kokonaislukujen a ja b summa a + b on pariton.
Tasmélleen toinen luvuista a ja b on pariton.

1) Oletetaan vastoin véitettd, ettd luvuista a ja b
molemmat ovat parillisia.

T&lloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n,
ettd a=2m ja b=2n.

a+b=2m+2n=2(m+n)

Koska summa a + b on kokonaislukujen 2 ja m +n
tulo, se on parillinen.

2) Oletetaan vastoin véitettd, ettd luvuista a ja b
molemmat ovat parittomia.

Talloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n,
ettd a=2m+1 ja b=2n+1.

a+b=C2m+1)+2n+1)=2m+2n+2=2(m+n+1)

Koska summa a + b on kokonaislukujen
2 ja m+n+1 tulo, se on parillinen.

3) On osoitettu, ettd jos viite on epitosi,
niin oletus on epitosi.

Siis tdsmélleen toinen luvuista @ ja b on pariton. O
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Oletus

Viite

Todistus

Kokonaisluvun 7 nelidé n? ei ole jaollinen luvulla 9.
Kokonaisluku # ei ole jaollinen luvulla 3.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd kokonaisluku » on
jaollinen luvulla 3.

T4lloin on olemassa kokonaisluku «a siten,
ettd n=3a.

Muodostetaan nelid 7°.

n® =(3a)?
— 32 612
=942
Huomataan, ettd kokonaisluvun 7 nelié n? on

jaollinen luvulla 9.

On osoitettu, ettd jos véite on epétosi,
niin oletus on epitosi.

Siis vdite on tosi. O
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Viite

Todistus

Nelikulmiossa on enintdén yksi kupera kulma.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd nelikulmiossa on
véahintddn kaksi kuperaa kulmaa.

Kupera kulma on kulma, joka on suurempi kuin 180°
ja pienempi kuin 360°.

Talloin kahden kuperan kulman summa on valttamatta
suurempi kuin 180°+180° =360°.

On péddytty ristiriitaan, silld nelikulmion kulmien
summa on tdsmaélleen 360°.

Siis vdite on tosi. O
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Oletus

Viite

Todistus

Kéytetddn kuvan
merkintja.
ABCD on puolisuunnikas.

Kulma 7y ei aina ole 90°.

Oletetaan vastoin vditettd, ettd kulma y on aina 90°.

Koska kolmion ABE kulmien summa on 180°,
niin o+ £ =90°.

Puolisuunnikkaan ABCD kantakulmien 4 ja B
summa on 2(a+ f)=2-90°=180°.

Tasté seuraa, ettd myds sivut AD ja BC ovat
yhdensuuntaiset ja ABCD on suunnikas.

On péadytty ristiriitaan, silld kaikki puolisuunnikkaat
eivit ole suunnikkaita.

Siis viite on tosi.
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Oletus x on irrationaaliluku (x # 0).

Viite 1 on irrationaaliluku.
X

Todistus Oletetaan vastoin viitetta, ettd 1 on rationaaliluku.
X

Talldin L voidaan esittii muodossa -,
x n

jossa luvut m ja n ovat kokonaislukuja
(m#0 jan=0).

Saadaan:

=m Kerrotaan ristiin.

o =

n
xm=n Ratkaistaan x.

=
Il
SRS

Mutta talldin x olisi rationaaliluku, miké on ristiriita.

Siis vdite on tosi. O
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Viite

Todistus

Luku \/5 on irrationaaliluku.

Oletetaan vastoin viitettd, ettd luku \/g on

rationaaliluku.

T4alloin luku \/g voidaan esittdd muodossa %,

jossa luvut m ja n ovat kokonaislukujaja n#0.

Lisiksi tiedetiin, ettd murtoluku % ei eniid supistu.
n

Tutkitaan luvun \/g neliota.

2 2
5 -(s)
n
2
3=1m_ Ratkaistaan m?.
n2
m? =3n2

Koska m” on kokonaislukujen 3 ja n* tulo, niin se on
jaollinen luvulla 3. Siten myds luku m on jaollinen

luvulla 3.

On siis olemassa sellainen kokonaisluku %, ettd

m = 3k.



Saadaan

m? =3n?
(3k)? = 3n?
9k2 =3n2  Ratkaistaan n?.
n? =3k2.

Siten luvut n* ja n ovat jaollisia luvulla 3.

Eli molemmat kokonaisluvut m ja n ovat jaollisia
luvulla 3.

Tama on ristiriita, silld aiemmin todettiin, etti

murtoluku % ei enii supistu.
n

Siis vdite on tosi. O
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Oletus Luku x on yhtdlon 5% =3 ratkaisu.
Viite x on irrationaaliluku.
Todistus Oletetaan vastoin viitettd, ettd x on rationaaliluku.

Talloin on olemassa sellaiset kokonaisluvut m ja n

(n#0), etti x=%.

Koska 5* =3 >1,niin x > 0. Voidaan olettaa, etta§
kokonaisluvut m ja n ovat molemmat positiivisia.
Saadaan:

m

5n =3 Korotetaan yhtidlon molemmat
. puolet potenssiin 7.

5m=3",

Luku 3" on pariton. Tdmé voidaan johtaa tiedosta, ettd
kahden parittoman luvun tulo on pariton.

Luku 2" parillinen, silli 2" =2(2"7!) ja 2”7 on
kokonaisluku, jos n on kokonaisluku.

On péadytty ristiriitaan, silld luku 5™ ei ole jaollinen
luvulla 3, mutta luku 3" on jaollinen luvulla 3.

Siis x on irrationaaliluku. o
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V2
1-42

esittdd muodossa %, jossa luvut m ja n ovat kokonaislukuja ja

Oletetaan, ettd luku on rationaaliluku. Tall6in luku voidaan

n# 0. Lisiksi tiedetiin, ettd murtoluku % ei enii supistu.
n

Saadaan:

V2 _m

=m Kerrotaan ristiin.

-2 n

V2n=(1-v2)m

V2n=m-~2m Ratkaistaan /2.
\/§n+\/5m=m

\/§(n+m)=m
feom
m+n

Saadun tuloksen mukaan \/5 voidaan esittdd murtolukuna. Tdma on
ristiriita.

Eli luku \/5 on irrationaaliluku. o

1-v2
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Oletus
Viite

Todistus

Luku x on irrationaaliluku.

Luku x—1
x+1

Oletetaan vastoin viitetta, ettd luku

rationaaliluku.

on irrationaaliluku.

Talloin luku

x—1
+1

on

] voidaan esittdd muodossa - | jossa
n

luvut m ja n ovat kokonaislukuja ja n # 0. Liséksi

m

tiedetdin, ettd murtoluku ~= ei enéé supistu.
n

Saadaan:

x—1_
x+1

(x+D)m=(x—-1)n
xXm+m=xn—n
Xm—Xxn=—-n—m

x(m—n)=—(m+n)

X =

_m

n

_m+n
m-—n

Kerrotaan ristiin.

Lahdetdan ratkaisemaan, mitd x on.

x on nyt rationaaliluku. Tdmai on ristiriita, silld
oletuksen mukaan x on irrationaaliluku.

Viite on siis tosl. O
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a)
Oletus ap=3jaa,=2a, -1, kunn=2,3,4, ...
Viite a,=2"+1 kaikilla n=1, 2, 3, ... .

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

a; =3 jatoisaalta a; =2' +1=3.
Viite on tosi, kun n=1.

2) Induktioaskel
Osoitetaan, ettd jos

a, =2" +1, niin a,,; =2"""+1.

Induktio-oletus:
a, =2" +1 mielivaltaisellan =1, 2, 3....

Induktioviite:

_n+l
a+1—2 +1

n



Induktioviitteen todistus:
Sovelletaan rekursiokaavaa a, =2a,_; —1

jaseneen a,, .

Ayl = 20(p41)-1 ~ 1
=2a, -1 Kaytetddn induktio-
—n
227 +1)-1 oletusta @, =2" +1.

=2l 421

=211 4]
Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel. Viite on ndin
todistettu. O

b) Lukujonon 13. jésen eli a3 voidaan nyt laskea

lausekkeella a, =2" +1.
a;3 =28 +1=8192

Vastaus: a3 =16385
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a) Léhdetdédn taulukoimaan rekursiokaavan avulla saatavia jonon

jésenid.
n dn
1 a1=2
2| ay=4-a,=4-2=8
3\ ay=4-a,=4-(4-a))=4*-2=32
Yla =4-a;=4-(4*-2)=43.2=128

nla =4-.a,  =4-(402.2)=4""1.2

Todistetaan jonon yleisen jisenen lauseke a, =4"!.2 oikeaksi
induktiolla.

Oletus a; =2 ja a, =4a kinn=2, 3, 4, ....

n—1»

Viite a, =4""1.2 kaikilla n=1, 2, 3, ... .

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

a, =2 jatoisaalta a; =4!"1.2=4%9.2=1.2=2,

Viite on tosi, kun n=1.



2) Induktioaskel
Osoitetaan, ettd jos

a, =4""1.2 niin a,,, =40"D1.2 =472,
Induktio-oletus:

a, = 47=1.2 mielivaltaisellan =1, 2, 3....
Induktiovaite:

a,, =4"-2.

Induktioviitteen todistus:
Sovelletaan rekursiokaavaa a, =4a,_;

jiseneen a,, .

Apy1 = 4a(n+1)—1

=4a, Kéytetddn induktio-oletusta
a, =4"1.2

=4.4r"1.2 "n '

=4".2

Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel. Viite on
niin todistettu. o



b) Lukujonon 10. jésen eli a;qvoidaan nyt laskea

lausekkeella a, =4""1.2,
ayp =41071.2=4%.2=524288

Vastaus: ajo = 524288



146

Viite 143+45+...+(2n —1) = n? kaikilla n=1, 2, 3, ...

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi, kun n =1.

Viite on tosi, kun n=1.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
1+3+5+...+(2n —-1) = n?

mielivaltaisellan =1, 2, 3....

Induktioviite:
143+5+...+(2(n+1) =1) = (n+1)?



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktioviitteen

1+3+5+...4+(2(n+1) —1) = (n+1)*>vasenta

puolta induktio-oletuksen perusteella ja
sievennetiin lauseketta.

[+3+5+...+2(n+1)-1)
=14+3+5+..+2n-D+2(n+1)-1)

n2
induktio-oletuksen
perusteella

=n?>+(2n+2-1)
=n?+2n+1

=(n+1)>2

Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat,
joten induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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n+1
Viite 34324334437 = % kaikilla n=1, 2, ...

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

_31+l_3
3= 2
_32-3
3= 2
_9-3
3= 2
3=3

Viite on tosi, kun n =1.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:

1
3432433 +..43" = %

mielivaltaisellan =1, 2, 3....

Induktioviite:

3432433443l = 33

2



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktioviitteen

+1)+1
34324334430 = %

vasenta puolta induktio-oletuksen perusteella.
3+32 433+ + 30!

=3+324+33 4. 43" 4314

3!’! +1 -3
. 2
induktio-oletuksen
perusteella
_3M =3 2)qn4 Lavennetaan
yhteenlaskettavat
samannimisiksi.

1 1
_ 3 =3+2-3" Yhdistetddn termit

2 3n+l ja 2.3+l
_3.3m1-3 g gt = g
2
_ 3(n+D+l _ 3
- 2

Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat,
joten induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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Oletus Jonon ensimmadinen jdsen on q; .
Viite Jonon yleinen jésen on

a =aq" kaikilla n=1,2, 3, ...

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

ap=da -q
_ 0
a=da;-q
Cl] =a1-l
ar=aq

Viite on tosi, kun n =1.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
a, = alqn_l
mielivaltaisellan =1, 2, 3....

Induktioviite:
api1 = alq("ﬂ)_l

= alq”



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktiovéitteen a,,; = a;q" vasenta
puolta induktio-oletuksen perusteella.

a4 = _ Perikkdisten jasenten
n+l o 9 suhdeluku on g.
a,q""!
induktio-
oletuksen
perusteella

=aq" " q
= a1q"

Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat,
joten induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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Viite 22> (n + 1) kaikilla n = 3, 4,5, ...

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun #n = 3.
2 2
2-34 > (3 + 1)
2-9>16
18>16

Viite on tosi, kun n = 3.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
2n? > (n + 1)2

mielivaltaisella n =3, 4, 5... .

Induktioviite:
2n+1)% > ((n+1) + 1)



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktiovéitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella.

2+ D)2 =2 +2n+1) (a+b)7 =d® +2ab+ b’

= 2n2 +4n+2
——
>(n+1)?
induktio-
oletuksen
perusteella

>(n+1)2 +4n+2
=n?+2n+1+4n+2
=n?+4n+ 2n +3
o
> 1, kun

n>3

>n? +4n+4=(n+2)>

Saatiin 2(n+1)> > (n+2)? =((n+1)+1)2.
Induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen véite on ndin todistettu. o
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Kirjan 1. painoksessa on virhe a-kohdan kysymyksessa.
Kysymyksen pitéisi olla ”Tutki, mistd kokonaisluvusta
n>1 lahtien epdyhtalo patee.”

a) Tutkitaan sijoittamalla, mistd kokonaisluvusta n > 1
lahtien epayhtalo pétee.

2" n’ 2" >n?
2°=4 | 2°=4 tosi
2°=8 | 3*=9 | epitosi
2=16 | 4°=16 | tosi
2°=32 |5 =25| tosi

DN Wl lS

Epéyhtalo ndyttad patevin luvusta n =4 alkaen.
b)
Viite 2" >n® ontosi kaikillan =4, 5, 6, ....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun n = 4.

24> 47
16>16

Viite on tosi, kun n =4.



2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
2">n* mielivaltaisellan =4, 5, 6... .

Induktioviite:
2m > (n+ 1)2

Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktiovéitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella.

n+l
2 — 2 . 2}1 am+ll — alﬂ . aﬂ
[ags
>n?
induktio-
oletuksen
perusteella

>3n,
kun n>4

>n’+3n

=n*+2n+ n
(]

>1,
kun n>4

>0’ +2n+1=(n+1)°
Saatiin 2""' > (n+1)*. Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o



151

Viite (ab)" =a"b" ontosi kaikillan =1, 2, 3, ....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun n =1.

(ab)! = ab
— albl
Viite on tosi, kun n =1.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
(ab)" =a"b"
mielivaltaisellan =1, 2, 3... .

Induktioviite:
(ab)n+1 — an+lbn+1



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktiovéitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella.

1
(ab)n+ — ab . (ab)n xm+n — xm . xn
—
—a"p"
induktio-
oletuksen
perusteella
=ab-a"b" ryhmitelldan uudelleen
— aan . bbn le . le — x))l+"
— an+1 . bn+1

Saatiin (ab)"*! = a"*1p"*!. Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen véite on ndin todistettu. o
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Viite 7" —4 on jaollinen luvulla 3 kaikilla n=0, 1, 2, ... .

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun # =0.

70 —4=1-4
=-3
=3-(-D)
Viite on tosi, kun n =0.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
7" —4 on jaollinen luvlla 3
mielivaltaisella n =0, 1, 2... . Eli on olemassa

sellainen kokonaisluku s, ettd 7" —4 = 3s.

Induktioviite:

7"+ —4 on jaollinen luvulla 3.



Induktioviitteen todistus:
Induktio-oletuksen mukaan on olemassa sellainen

kokonaisluku s, ettd 7" —4 =3s. Siten 7" =4+ 3s.

Sievennetiin luku 7"*! —4 muotoon, josta
ndhddin, ettd se on jaollinen luvulla 3.

gntl _4=7. 7n -4 XM — m o yn
——
=4+3s
induktio-
oletuksen
perusteella
=7-(4+3s)—4
_ _ Yhdistetddn termit
=7-447-35-4 R
—7.354+ 6 -4 Erot‘etaan_ luk‘q"?s _
;2 yhteiseksi tekijéksi.
=3(7s+2-4)
=3(7s+8)

Koska s on kokonaisluku, niin myds 7s+8 on
kokonaisluku. Siten 7" —4 on jaollinen luvlla 3.
Induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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Viite 9" +7 on jaollinen luvulla 8 kaikilla n=0, 1, 2, ....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun # =0.

9 +7=1+7
=8
Viite on tosi, kun n =0.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
9" +7 on jaollinen luvulla 8
mielivaltaisella neZ.

Induktioviite:
9"*' +7 on jaollinen luvulla 8.



Induktioviitteen todistus:
Induktio-oletuksen mukaan on olemassa sellainen

kokonaisluku s, ettd 9" +7 =8s . Siten
9" =8s-17.

Sievennetiin luku 9" +7 muotoon, josta
ndhdéén, ettd se on jaollinen luvulla 8.

1
9" +7
:9. 2: +7 am+n :am.an
=857
induktio-
oletuksen
perusteella
=9.(8s—7)+7

=9.85—-9-7+7 Yhdistetiéin termit —9-7 ja 7.
=9.8s-8-7 Erotetaan luku 8 yhteiseksi tekijiksi.

=8(95—7)

Koska s on kokonaisluku, niin myds 9s—7 on
kokonaisluku.

Siten 9""' +7 on jaollinen luvulla 8.
Induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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Viite n®—n on parillinen kaikilla n=0, 1, 2, ....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun # =0.

02-0=0

Luku 0 kuuluu parillisiin lukuihin. Viite on tosi,
kun n =0.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
n? —n on parillinen
mielivaltaisella n =0, 1, 2... . Eli on olemassa

sellainen kokonaisluku s, ettd n2 —n =2s.

Induktiovaite:
(n+1)> —(n+1) on parillinen.



Induktioviitteen todistus:
Induktio-oletuksen mukaan on olemassa sellainen

kokonaisluku s, ettd n2 —n =2s. Siten n? =n+2s.

Sievennetiin luku n% —»n muotoon, josta nihdan,
ettd se on parillinen.

2
(m+1)? —(n+)=n*>+2n+1-n-1 (ati)z b bl
=a ab +
= n® +n
——
n+2s
induktio-
oletuksen
perusteella
—n42s+n Yhdistetdan
termit n ja n.
Erotetaan luku 2
=2s+2n yhteiseksi
tekijaksi.
=2(s+n)

Koska 7 jas ovat kokonaislukuja, niin myds s+ n
on kokonaisluku. Siten 72 —n on parillinen luku.
Induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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a)
Oletus ap=1jaa,=2a, +3, kunn=2, 3, 4, ...
Viiite a,=4-2""1-3 kaikilla n=1, 2, 3, ... .

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

a; =1 jatoisaalta ¢ =4-21"1-3=4-3=1.

Viite on tosi, kun n=1.

2) Induktioaskel
Osoitetaan, ettd jos

a, =4-2""1 =3 niin q,,, =4-20D"1_3

Induktio-oletus:
a, =4- 271 _ 3 mielivaltaisellan =1, 2, 3....

Induktiovaite:
A,y =4-20t0-1_3=4.2n 3



Induktioviitteen todistus:
Sovelletaan rekursiokaavaa a, =2a,_;+3

jaseneen a,, .

Ayl = 203,41y +3

=2 a,

—
=4.2"1-3
induktio-

oletuksen
perusteella

=2(4-2"1-3)+3
=2-4-2""1-2.3+3
=4.2(n-D+1 _3
=4.2"-3

+3

Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel. Viite on ndin
todistettu. O

b) Lukujonon 25. jésen eli a,s voidaan nyt laskea
lausekkeella a, =4-2"1 -3,

ays =4-2271-3=67 108 861

Vastaus: a,s =67 108 861
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a) Léhdetdédn taulukoimaan rekursiokaavan avulla saatavia jonon

jésenid.
n a,
1 a =3
2 lay=4-a,+3=4-3+3
3 lay=4-a,+3=4-(4-3+3)+3=42.3+4.3+3
4 lay=4-a;+3=4-(42+4-3+3)+3=4>142.314.343

a,=4-a, 1 +3 Hyodynnetédédn
=4"1.34+472.3 4. +4%2.3+4.3+3  geometrisen
summan kaavaa.
314" 3(1-4m)6

— (1—4ny = 4" _
== =1 =4 -

Todistetaan jonon yleisen jdsenen lauseke a, =4" —1 oikeaksi
induktiolla.

Oletus

Viiite

a;=3jaa,=4a, +3, kunn=2,3, 4, ...

a, =4" -1 kaikilla n=1, 2, 3, ... .

n




Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi, kun n =1.

a; =3 jatoisaalta ¢, =4' —1=4-1=3.
Viite on tosi, kun n =1.

2) Induktioaskel
Induktio-oletus:

a, =4" —1 mielivaltaisellan =1, 2, 3....

Induktioviite:

_ gn+l
an+1—4 _1.

Induktioviitteen todistus:
Sovelletaan rekursiokaavaa a, =4a,_; +3

jaseneen a,, ;.

Apy1 = 4411y +3

=4 a, +3
—
=47

induktio-

oletuksen
perusteella

=4-(4"-1)+3
=41 443
—4n+l _q

Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel. Viite on
niin todistettu. o
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Viite

Todistus

B+33+583+..+n =

n?(n+1)>
4

kaikilla n=1, 2, 3, ....

1) Alkuaskel

2)

Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

o P+
-4
_4_
= 1

Viite on tosi, kun n=1.

Induktioaskel

Induktio-oletus:

n2(n+1)>2
4

mielivaltaisellan =1, 2, 3....

B+33+53+..+n =

Induktioviite:
B+3+583 1. +(n+1)? = (n+D*((n+ D +1)?
1
_(n+1)2(n+2)?

4



Induktiovaitteen todistus:
Muokataan induktioviitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella.

P+3+5+. . +(n+1)

=143+5+...+n’+(n+1)

n? (n-+—1)2

. .4
induktio-oletuksen
perusteella

_ n*(n+1)>°

+2(n+1)°
2 (n+1)

Erotetaan (n+1)
yhteiseksi tekijaksi.
_ni(n+1)’ +4(n+1)’
4

_ (n+1)°(n° +4(n+1))
4

_(n+1y (0’ +4n+4)
B 4

_(n+ 1)2(n +2)2

B 4

Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat,
joten induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen véite on ndin todistettu. o



b)

Vastaus:

Laskettava summa on S,y — Sgg -

2 2
Sy = 20 (220”) =404 010 000
2 2
Soo = 99(92”) =24 502 500

379 507 500
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Viite 124234344 4n-(n+1) = W
Kaikilla n=1, 2, 3, ....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

Lo 1040042

Viite on tosi, kun n =1.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:

1242343 44.tn-(n+1) = ’W
mielivaltaisellan =1, 2, 3....

Induktioviite:
1:2+2-3+34+..+(n+1)-(n+1)+1)

_ (m+D((r+D)+D((n+1)+2)
3




Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktiovéitteen vasenta puolta

induktio-oletuksen perusteella ja sievennetdin
lauseketta.

1-2+2-3+34+...+(n+1)-(n+1)+1)

=1-242-3+34+...+n-(n+D+(m+D-(n+1)+1)
_n(n+1)(n+2)

3
induktio-oletuksen
perusteella

- n(n+1)(n+2)
- 3

_n(n+1)(n+2)+3(n+1)(n+2) Erotetaan (n+1)(n+2)
- 3 yhteiseksi tekijksi.

+dm+D(n+2)

_ (n+1D)(n+2)n+3)
3

Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat,
joten induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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2 _
Viite 12+32+52+..+(2n —1)2 = "(4’731)
Kaikilla n=1, 2, 3, ..

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

p_l@1?-1

Viite on tosi, kun n=1.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:

n(4n? -1)

12+32+52 +...+(2n —1)2 = 3

mielivaltaisellan =1, 2, 3....
Induktiovaite:

12+32+52 +..+(2(n+1) —1)2

_ (n+D)@m+1)* -1
3




Induktioviitteen todistus:
Sievennetédédn ensin oikean puolen lauseketta.

(n+D)4(n+1)>-1)

3
_(n+D)@Em*+2n+1)-1)
- 3
(n+1)(4n? +8n+4-1)
B 3

_4n3 +8n? +3n+4n’ +8n+3
3

_4n* +12n%2 +11n+3
3




Muokataan induktioviitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella ja sievennetdan
lauseketta.

P43 45 4.+ (2n+1) —1)

=P34+ 4+ 2n=1) + 2+ 1)—1)

n(4n*-1)
induktio-%)lctukscn
perusteella
2
_2@n =D | pea-ty
1D 9 gy
3
B n(4n* =1)+32n +1)*
3
_4n’ —n+34n° +4n+1)
3
_ 4n’ —12n° +11n+3
3

Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat,
joten induktiovdite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen véite on ndin todistettu. o
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_a(-¢")

Viite a; +a;q+ayg* +...+ag"! =g

on tosi kaikilla n =1, 2, 3, ....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi, kun n =1.

((-g)
_a(l-gYy
1 l_q

=g1

Viite on tosi, kun n =1.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:

1_ n
a; +a;q + alq2 +...+ alq”_1 = al(l_qq)
mielivaltaisellan =1, 2, 3....
Induktioviite:

a;(1-g™")

a; +ayq +ayq* +...+a; gD = =g



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktioviitteen vasenta
puolta induktio-oletuksen perusteella.

2 (n+1)-1
a,+taq+aq +..+aq

— 2 n—1 (n+1)-1
—a1+a1q+a1q +...+a1q +a1q

_a(1-¢")

-q
induktio-oletuksen
perusteella

_ a,(1-¢") +aq" ((1-q)

a(l-q")+aq"(1-q)
l-¢g

_4 —aq" +aq" —aq'q
I-¢

_a, - aq"" _ a,(1-¢"")  Erotetaana,

l-¢g l-¢g yhteiseksi tekijéksi.
Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat,
joten induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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Viite ikz _ n(n+1)(2n+1)
k=1 6

kaikilla n=1, 2, 3, ....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

2= I-(1+D)(2+1)
=

6
:—:1
6

Viite on tosi, kun n =1.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
n(n+1)(2n+1)

n
K2 =
2 6

mielivaltaisellan =1, 2, 3....

Induktioviite:
nel n+D)((n+1)+DQ2Mn+1)+1)

K2 =
2 6




Induktioviitteen todistus:
Sievennetédédn ensin oikean puolen lauseketta.

(n+D)(n+D+1)2(n+1)+1)
6
_(n+1)(n+2)2n+3)
B 6
=3n
(2 +2n+n+2)2n+3)
B 6

_2n3+3n? +6n% +9n+4n+6
6

_2n°+9n? +13n+6
6




Muokataan induktioviitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella ja sievennetdan
lauseketta.

n+l

2K
k=1

n
DYk +(n+1)
k=1
—

:n(n+1)(2n+l)

6
induktio-oletuksen
perusteella

ot D@at) e
6

n(n+1)Q2n+1)+6(n+1)°
6

(M +n)2n+1)+6(n’ +2n+1)
6

_2n3+n2+2n2+n+6n2+12n+6
6

_2n3+9n2+13n+6
6

Induktiovéitteen vasen ja oikea puoli ovat samat,
joten induktiovdite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen véite on ndin todistettu. o



b) Lasketaan summien erotus: S,;, — Sy

20-(20+1)-(2-20+1)
SZOZ 6

=2870

L 9.(9+1)-(2-9+1)
B 6

S9
=285

Syo — Sy = 2870 —285 = 2585

Vastaus: 2585
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Viite (a+b)" >a" +b" kaikilla n = 1,2, 3, ....

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun n =1.

(a+b)' =a+b
=al +p!
Viite on tosi, kun n =1.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
(a+b)" 2a" +b"
mielivaltaisellan =1, 2, 3... .

Induktioviite:
(a+b)n+1 > an+1 +bn+l



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktiovéitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella.

(a +b)"!
=(a+b)(a+b)"
%,_/
>a"+b"
induktio-

oletuksen
perusteella

> (a+b)(a" +b")

=a"™ + ab" +ba™ +b""!
—_——
>0, kuna ja b
ovat positiivisia
kokonaislukuja

> an+1 +bn+1

Saatiin (a +b)"*! > a"*! + b"*! | Induktioviite on
tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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n
Viite (a) —a" yaikilla n = 1,2, 3, ...
b b"

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun n =1.

Viite on tosi, kun n =1.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:

3 -5
b b

mielivaltaisellan =1, 2, 3... .

Induktioviite:

a n+l B an+1
b - pntl




Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktiovéitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella.

(ﬂ)nﬂ ~ ﬁ '
b b
—_—

)71
induktio-
oletuksen
perusteella

T b

n+l

_ a
- bn+1

Induktiovéitteen vasen puoli ja oikea puoli ovat
samat. Induktiovdite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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Viite
n!>2" kaikilla n > 4.

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun n = 4.

41=4.3.2-1
=24
>24 =16

Viite on tosi, kun n =4.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
n!> 2" mielivaltaisellan =4, 5, 6... .

Induktioviite:
(n+1)!> 271



Induktioviitteen todistus:

Muokataan induktiovéitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen ja kertoman méaérittelyn
perusteella.

(n+Dl=n+1)-n-(n=1)- ... -2-1

=n!

=(n+1)- n!
>2",
kun n>4
induktio-
oletuksen
perusteella

> (n+1) 2"
H_/
>2, kun n>4

>2.01 = 2n+1
Induktioviitteen vasen puoli ja oikea puoli ovat
samat. Induktiovéite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen véite on ndin todistettu. o
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Viite

Todistus

1)

2)

Luvun 6" viimeinen numero on 6 kaikilla
n=1,2, 3, ...

Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun n =1.

6' =6
Viite on tosi, kun n =1.
Induktioaskel

Induktio-oletus:
Luvun 6” viilmeinen numero on 6
mielivaltaisella n =1, 2, 3... eli luku 6” voidaan

kirjoittaa muodossa 10s + 6, missd s on
kokonaisluku.

Induktioviite:

6n+1

Luvun viimeinen numero on 6.



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktioviitetta induktio-oletuksen
perusteella.

n+l n
6 =6 ¢
=105+6
induktio-
oletuksen
perusteella

=6-(10s +6)
= 605 + 36

60s+30 +6
\ﬁf_—l

Erotetaan 10
yhteiseksi tekijaksi.

=10-(6s+3)+6

Saatiin 6"*! =10-(6s+3) + 6, jossa luku 6s + 3 on

kokonaisluku, kun s on kokonaisluku. Induktioviite
on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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Viite

Todistus

n3 +2n on jaollinen luvulla 3
kaikilla =0, 1, 2, ....

1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun # =0.

03+2:0=0

Luku 0 on jaollinen luvulla 3. Viite on tosi, kun
n=0.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
n3 +2n on jaollinen luvulla 3
mielivaltaisella n =0, 1, 2... . Eli on olemassa

sellainen kokonaisluku s, ettd n3 +2n = 3s.

Induktioviite:
(n+1)3 +2(n+1) on jaollinen luvulla 3



Induktioviitteen todistus:
Sievennetiin luku (n +1)3 +2(n +1) muotoon,
josta ndhdéén, ettd se on jaollinen luvulla 3.

(m+1)>+2(n+D)=n3+3n% +3n+1+2n+2

=nd+2n +3n2 +3n+3
H/_/

=3s
induktio-
oletuksen
perusteella

=35+3n2+3n+3

Erotetaan luku 3
yhteiseksi tekijéaksi.

=3(s+n’+n+l)

Luku 3(s +n? +n+1)on jaollinen luvulla 3, kun

s+n% +n+1 on kokonaisluku. Induktioviite on
tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen véite on ndin todistettu. o
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Viiite Origon kautta kulkevat »n eri suoraa jakavat tason 2n
osaan.

Todistus 1)

2)

Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun n =1.

Yksi suora jakaa tason kahteen osaan. Viite on tosi,
kun n=1.

Induktioaskel

Induktio-oletus:
Origon kautta kulkevat n eri suoraa jakavat tason
2n osaan mielivaltaisellan =1, 2, 3... .

Induktiovaite:
Origon kautta kulkevat n + 1 eri suoraa jakavat
tason 2(n + 1) osaan.



Induktioviitteen todistus:

Induktio-oletuksen mukaan origon kautta kulkevat
n eri suoraa jakavat tason 2z osaan.




Kun tihén lisdtddn uusi origon kautta kulkeva suora
n + 1, se jakaa kaksi olemassa olevaa tason osaa
molemmat kahteen osaan (alkuaskeleen
perusteella).

Eli taso on tdmin jdlkeen jakautunut
2n+2=2(n+1) osaan.

Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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3
Viite lLigiﬂronkokonamhﬂQkakﬂhirz=1,2,3,“”

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan vaite todeksi, kun n =1.

B+5-1_

6
6 6!

Viite on tosi, kun n =1.

2) Induktioaskel

Induktio-oletus:

3
% mielivaltaisellan =1, 2, 3....
3
Eli % = s, kun s on kokonaisluku.
Induktiovaite:
(n+1)3+5m+1)

c on kokonaisluku.



Induktioviitteen todistus:

n3 +5n
6

on kokonaisluku. T#std saadaan n3 + 5n = 6s eli

Induktio-oletuksen perusteella =s,kuns

n3 +5n on jaollinen luvulla 6.

Muokataan induktioviitetta induktio-oletuksen
perusteella ja sievennetdin lauseketta.

(n+1)° +5n+1) _ 34302 +3n+1+5n+5

6 6
=6s
induktio-  Erotetaan 3n
oletuksen yhteiseksi
perusteella tekijéksi.

—— —
_n’+5n+3n2+3n +6
6

_6s+3n(n+1)+6

Bl 6
Luku 6s+3n(n+1)+ 6 on jaollinen luvulla 6, silld
yhteenlaskettavat 6s, 3n(n + 1) ja 6 ovat jaollisia
luvulla 6. Luvun 3n(n + 1) tekijoistd n tain + 1 on
parillinen ja siten luku 3n(n + 1) on jaollinen
luvulla 6.

Induktioviite on tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o
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Viiite (1+ x)" = 1+nx, missd x > -1,
ontosi kaikilla n = 0, 1, 2, ... .

Todistus 1) Alkuaskel
Osoitetaan viite todeksi alkuarvolla eli kun # =0.

(1+x)° =1
21+0-x
=1

Viite on tosi, kun n =0.
2) Induktioaskel

Induktio-oletus:
(1+ x)" = 1+nx, missd x > -1,

on tosi mielivaltaisellan =0, 1, 2... .

Induktioviite:

(1+ x)"" > 1+ (n+1)x (missi x > —1).



Induktioviitteen todistus:
Muokataan induktiovéitteen vasenta puolta
induktio-oletuksen perusteella.

(1+ x)"™ =(1+x)- Q+x)"

>1+nx
induktio-
oletuksen
perusteella

>(1+x)-(1+nx)
=1+ nx+x +nx?
—_—— ——

Erotetaan x >0
yhteiseksi
tekijaksi.

>1+(n+1)x

Saatiin (14 x)"*! > 1+ (n+1)x . Induktioviite on
tosi.

On todistettu alkuaskel ja induktioaskel.
Alkuperdinen viite on néin todistettu. o



b)

Viite

Todistus

§n> n iki =
(2) >1+2 faikillan =0.,1,2, ...

n
Kirjoitetaan epdyhtdlé muotoon (1 + é) >1+n %

Nahdain, ettid epayhtild on Bernoullin epédyhtilo, jossa
1

X=—=.

2

Koska Bernoullin epéyhtdlo pitee, aina kun x > -1 ja

n
n e N, epiyhtild (g) > 1+% pitee. O
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