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a) D@Be'-7x)=3e"-7

b) D(%+4) = D(%ex +4)

_ X

1
—e
6
e_x
6

Vastaus
a) 3e" -7

X

e
b) —
) 6



a)
p& _ple
5x 5 x
e
5 x

X

_xe' —e
5x°

(missd x #0)

b) D(xe'-6)=1-¢"+xe" -0

=e" +xe*

Vastaus
xe* —e*
a) 5
5x

b) e +xe*
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a) D(e*+2)°=2(e"+2)-D(e" +2)
=2(e" +2)e"
=2 (e)C )2 +4e*

=2e> +4e*

b) D(3e" —4x)° =6(3e" —4x)° D(3e" —4x)
= 6(3e" —4x)°(3e" — 4)

Vastaus
a) 2e™ +4e
b) 6(3e" - 4x)5(3e" -4)
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a) e =3

x=In3

b) 2e"=8 [:2

c =

x=1In4

) 3*=75 |3
e =25
2x=In25 |:2

x=lln25
2

x:ln\/g

x=In5

Vastaus

a) x=1In3
b) x=In4
c) x=In5
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a) 4e"' =12 |4
e =3
x—1=In3

x=In3+1



b) Selvitetddn yhtdlon méadrittelyehto.

2x+1>0 ja x>0
2x>-1 |2

xX>——=
2

Yhdistdmélld saadut ehdot, saadaan yhtilon
maédrittelyehdoksi x > 0.

In2x+1)-2=Inx
In2x+1)-Inx=2
2x+1

X
2x+1

2

In

log =log, e’

2x+1:e2 x (£0)

X
2x+1=¢’x

2x—e’x=-1

2-e)x=-1 |(2—¢*#0)
-1) _1
X =
2-¢’
1
xX=— (=0,186)
e —

Ratkaisu toteuttaa méérittelyehdon x > 0.



Vastaus
a) x=In3+1
b) x= !

e’ =2
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97(e" —1)(2¢*" = 6) =0

Kéytetddn tulon nollasdantoa.
Tulo saa arvon on nolla, kun jokin sen tekijoistd saa arvon nolla.

e —1=0 tai  2e*—6=0

e' =1 2¢" =6 12
x=log,1 e =3
x=0 3x+1=log,3
3x=In3-1 l:3
In3-1
X =
3
Vastaus

x=0 tal x=ln3_1
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2x—¢"

S =—

Mairitetdén funktion /° derivaattafunktio.

2x—¢e*
7

f(x)=D
- D%(Zx—ex)
——(2-¢)

Maidéritetddn derivaatan nollakohdat.

1
7(2—e")=0 |-7
2—e" =0
—e' =-2
et =2
x =log, 2
x=In2
Vastaus
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X

c
g(x)= -
l1-¢

a) Selvitetddn ensin funktion g méérittelyehto.
Funktiota g ei ole mééritelty nimittdjan nollakohdissa.

l1-¢*=0

- =-1
e’ =1
x=Inl
x=0

Funktio g on miiritelty, kun x # 0.

Derivoidaan funktio.

Kéytetddn osamééran derivoimissddntoa Di = %
g g
g,(x) — € (l_e )—62(—6’ ), 20
(1-¢)
_ ex _(eX)2 + (eX)2
(1-¢")’

e -
=———, missd x#0

(1-¢%)



b) Koska funktiota g ei ole mairitelty kohdassa 0, ei silld voi olla
derivaattaa kohdassa 0.
Siis funktio g ei ole derivoituva kaikkialla.

¢ gx)=0
ex x\2
o0 =Y 0
e =0

>0

Ei ratkaisua, koska €' >0 kaikilla muuttujan arvoilla.

Derivaatalla ei ole nollakohtia.

Vastaus

ex
a) g'(x)=———,kun x#0
) 0= #
b) Eiole.
c¢) Derivaattafunktiolla ei ole nollakohtia.
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1

a) In8—-In2 +%ln9 =In§+ln92

=1n4 +1n~9
=In4+1In3
=1In(4-3)
=Inl2
b) Inl16-In2°-In2=Im2*"-1n2’-In2
=4In2-3In2-1n2
=0
2
c) lnﬁ—Zlngzlnﬂ—ln(gj
25 5 2 5
4.9  2%.3
=ln—-In—3
25 5
N i
25 25
=0
Vastaus
a) Inl2
b) 0

c) 0
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a) Ine’-2Inl1=2lne-2-0
=2-1-0
=2

by "y =In(x+1)—Inx+Inx
X

=In(x+1)

¢) In2x—Inx’+Inx*=m2+Inx-3Inx+2Inx
=In2

Vastaus
a) 2

b) In(x+1)
c) In2
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f(x)=In(e™ —x*>+1)

a) f(D=In(e’' -1 +1)
=In(e” —1+1)
=In(e™)
=-1

b) f(-1)=In(e " —(=1)>+1)
=In(e' —1+1)
=In(e")
=1

¢ f(0)=In(e’-0>+1)
=In(e’ - 0+1)
=In(1+1)
=1In2

Vastaus
a) —1
b) 1
c) In2
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a) e3x+1 < e13

Funktio Inx on aidosti kasvava, joten epayhtéalon
suuruusjérjestys siilyy, kun epayhtédlon molemmille puolille
merkitddn logaritmit.

Ine™' <Ine"

3x+1<13
3x<13-1
3x <12 13
x<4

-5¢* > -3 l:(-5)<0



¢) eF+e" <0
0
>

Epayhtilolla ei ole ratkaisua, koska eksponenttifunktion e* arvot
ovat aina positiivisia, joten positiivisten lukujen summa e** +¢"
on aina positiivinen.

Vastaus
a) x<4

b) x<lnE
5

c) ei ratkaisua
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a) D(x’—e")=2x-¢"

b) D(x’e")=2xe" +x’e" Tulon derivoimissaanto:

=e"(2x+x7) Dfg=fg+ /g

2xe" —x’e" o
c) p Ja xe—;ce Osamaddran derivoimissaanto:
e’ (e")
_e'(2x-x7) pl_Sg—Jg
(e")’ g g’
_ 2x- x?
ex
Vastaus
a) 2x-—¢"
b) e*(2x+x%)
2 _ 2
0 X xx

€
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a) D(3+4e") =5(3+4e") -4 Yhdistetyn funktion derivointi:
=20e"(3+4e")’ Df (g(x)) = /"(g(x))g'(x)

e +x’ ' (e"+2x)—(e" +x7)e’
ex - (eX)2
_ef(e"+2x—e" —x%)
(e’

2
_2x—x

b) D

X

€

¢) D(E"+x)=0+1

=1
Vastaus
a) 20e*(3+4e")"
2
b) 2x : X
e

c) 1



1
a e3)c+4 -
) ell
e3x+4 :efll
3x+4=-11
3x=-11-4
3x=-15

Funktio e* on aidosti kasvava.



b) In(x—3)+2=In(x*-9)
Selvitetddn yhtdlon méérittelyehto.

x-3>0 ja x*-9>0
x>3 x<-3 tai x>3

Yhtdlo on mairitelty, kun x > 3.

In(x —3)+2 =In(x* - 9)
In(x —3) - In(x*> —9) = -2

In x2—3 =-2
x° =9
ln;i= Ine” Funktio Inx on aidosti kasvava.
e
x—3 _ e
(x+3)(x—3)
11
x+3 ¢
x+3=¢’
x=¢"-3~4,39

Ratkaisu toteuttaa méérittelyehdon x > 3.

Vastaus a) x=-5
b) x=¢’-3
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a) In(x-2)<-3
Selvitetidén epayhtdlon mairittelyehto.

x—2>0
x>2

Epayhtdld on mairitelty, kun x > 2.

In(x-2)<-3
log,(x—2)<log,e” log_ x on aidosti kasvava,
x—2<e” joten suuruusjérjestys sdilyy.
x<2+ %
e

Kun yhdistetddn médrittelyehto x >2 jaratkaisu 2+— saadaan
e

2<x£2+i3.
€



b) e’ <3 y=a"’

e’ < gle’ Funktio e* on aidosti kasvava,
2-x<log,3 joten suuruusjédrjestys sdilyy.
—x<-2+In3|(-1)
x>2-In3
Vastaus

a) 2<x£2+i3
e

b) x>2-In3



1

2 —
Inx =lnx?2 —lnx+%-lnx2

b) Invx —Inx+
:llnx—lnx+l-2lnx
2 4
:lmx—mx+lmx
2 2
=0
Vastaus

a) 0
b) 0
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f(x)=2x+3¢e"

Funktio f on mairitelty kaikkialla.
Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.
S(x)=2+3¢">0

>0

Koska eksponenttifunktio e¢* on kaikkialla positiivinen, niin
derivaattafunktio f' saa vain positiivisia arvoja, joten funktio f on

aidosti kasvava. [
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e' —3x

Jx)=

X
Funktio f* on mééritelty, kun x # 0.

Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

, e —3)x—(e" —3x)-1

fi = €I 230
e'x—3x—e" +3x
_xe'—¢"

>—, missd x =0
X

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

x—1=0 tai =0
x=1 el ratkaisua

Derivaattafunktion ainoa nollakohta on x = 1.



Funktio on aidosti kasvava, kun f'(x)>0.

Ratkaistaan epayhtdlo f'(x)>0.

(x—1)¢’ 50

> =

x>1

Vastaus
Derivaattafunktion nollakohta on x = 1.
Funktio on aidosti kasvava, kun x > 1.



n
a,=In
n+1
a) a1=lnL=lnl, a2=lni=ln—
1+1 2 2+1 3
a3=lni=ln§, a4=lni=ln—
3+1 4 4+1
5 5
a;=In——-=1In—
5+1 6
b) S;=a,+a,+..+a;
:1nl+lng+lni+lni+lnE
4 5 6
ml Z3AS
( )
Z XA X6
—lnl(——ln6)
6
€) Sip00 =a, +a, +...+a
1 2 999 1000
=ln—+In—+..+lIn——+In——
2 3 1000 1001
zln(l .z. P ‘J’Oﬁﬁ)
AR 1060 1001

1
=—1In1001
o1 )

=In
10



d) Lukujono on aidosti kasvava, kun a,,, >a,,n> 1.

Muodostetaan lukujonon kahden peridkkiisen jdsenen erotus.

n+l1 n
a,,—a,=In —1In
n+1+1 n+l
=lnn+1_ln n

n+2 n+l1

n+l n
=In :

(n+2 n+1]
In n+l n+l

n+2 n

2

NGEIS

n-+2n

2
:1n%>0

n-+2n

>1

Siis a,,,—a, >0 jasitena,,,

Lukujono on aidosti kasvava. [

Vastaus

a) lnl, lnz, lni, lni, lng
2 3 4 5 6

b) Sszln% (=—1Ino6)

1
C) SIOOO = lnm (: —11'11001)

>a,.

Inx > 0 kaikilla x > 1
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2In(x*+1)=1_2In(0+1)—1

a) lim

=0 In(x+e) In(0+¢)
_ 2In1-1
" Ine
_2-0-1
1
=-1
b) limln)c2—1n9 =limlnx2_ln32
3 Jnx—In3 3 Inx-1In3
. 2Inx—-2In3
=lm———

3 Inx—In3
Mim 2(Inx—1n3)
=3 lnx—In3



Vastaus
a) —1
b) 2
c) 1

NGl
=02 (eT)

et +1
=lim
x—0 2

e+
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a) (Inx*-4)(6-Inx®)=0

Selvitetdén ensin médrittelyehdot.
¥*>0jax*>0
Ehdot toteutuvat, kun x # 0.

Tulo saa arvon nolla, kun véhintdan yksi tulontekijoistd on nolla.

Inx*—4=0 tai 6—Inx®=0
Inx* =4 ~Inx®=-6
Inx*=Ine* Inx®=6

x’=e' x*=e’
tai tai

x=—ve'=-¢ x=-Ye’ =—e



b) e —4e"+3=0
(€)' —4e*+3=0

Merkitddn t =e*, 1> 0.

£ —4t+3=0
t:4i\/(—4)2—4-1-3
2-1
t=4i\/16—12
2
t=4i\/1
2
412
2
t=1 tait=3 | Sijoitetaan f=e",¢>0.

Vastaus
a) x =—e, x=¢e, x=¢ tai x=-€
b) x=0 tai x=1In3
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a)

f(x)=(In3+ e)‘)2
f'(x)=2(In3+¢")-e"
=2¢"In3+2e*

Derivaattafunktio on kasvava, jos sen derivaatta on
epédnegatiivinen.

Maédritetddn derivaattafunktion derivaattafunktio f”'.
f"(x)=2e"In3+4e™

2¢"In3>0 ja 4e™ >0 kaikilla muuttujan x arvoilla,
joten f"'(x)>0.

Koska funktion f toinen derivaatta saa vain positiivisia arvoja,
on funktion f derivaattafunktio (aidosti) kasvava ja siten funktio
f on konveksi.



b) f(x)=x—xe"
f'(x)=1-(e" +xe")
=1-¢" —xe"

r

Maédritetddn derivaattafunktion derivaatta f''.

f"(x)=0—¢"—e" —xe"
=-2¢" —xe"
=(-2-x)e"

=—(2+x)e"

f"(x)<0,kunx>-2
ja
f"(x)>0,kunx <-2

Koska funktion f toinen derivaatta saa myos negatiivisia arvoja,
ei funktion f derivaattafunktio ole kasvava eikd funktio f ole
siten konveksi.

Vastaus
a) Funktio on konveksi.
b) Funktio ei ole konveksi



1-e
Funktiota ei ole mééritelty nimittdjén nollakohdissa.

1
I-e? =0
x=0
Funktio f on madritelty, kun x # 0.

Madritetddn funktion f derivaattafunktio.

1
1 1
eX. l_ez _ex' _7ex
( ) ( 5 )

f'(x)= T
(1-e*)’

1 i
e'(1-—e?
( 2 )

=——45——, missd x#0

(1-e? )



Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

1 L
e'(l-=e?)
—2 9

(1-e?)?

x=In4=2In2=1,386...

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktion merkki voi
vaihtua vain nollakohdissa tai kohdissa, jossa derivaattafunktiota ei
ole médritelty. Selvitetddn derivaattafunktion merkki testaamalla.

, ? 2In 2 x | f(x) merkki
e e —1]1,655... +

[ |L13... T
w \ 2 | -0898...| -

Funktio on aidosti kasvava, kun x <0 tai 0<x<2In2.

Vastaus
valilla x <0 javilillda 0<x<2In2
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f'(@O==4-f(0)

a) f(t)=Ce™
f'(t)y=C-(=A)e™
=-1-Ce™
=—4-f()

Siis funktio f toteuttaa ehdon.

b) f(0)= Ce™°
=Ce’
=C-1
=C

Koska f(0)=C, niin vakio C kuvaa aineen maérad hetkelld 0.



¢ f(T)==7(0)
Ce" ==—C :C (#0)

AT _

—AT = 1nl
2

—AT =—In2|: (-T)

;. In2
T

Vastaus
b) C on aineen alkuperdinen méaéara.

c) /1:1n_2
T



a) D3e"=3e"
b)
De’ =¢** -3
— 363)(
c)
De’g =e3 l
3
= leg
d)
De " =e¢"-(-1)
= —eix
Vastaus  a) 3¢' b) 3¢

1 3 _
- d) —e*
c) 3e ) —e
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a)
De? =e? l
2
b)
e 1o
De? =e? -—:2x
1,
— er
c)
Dle"2 :le:x2 2x
2
— xe*
d)

De ™™ =e ™" (<2x +1)

=(2x+ e

Vastaus  a) %e2
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a)
f(x):ezx—2ex+ix
e
= —2e" +¢*
f(x) =e.2-2e"+e* (=1
=2¢’" —2¢" —Lx
e
b)
17(0) =2¢*" —2¢° _eio
:2.1_2.1_1
1

=-1

1
Vastaus  a) 2e* —2e" ——
e

b) —1
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D2x — D(eln2)x
— Dex1n2
=e™.D(x-In2)
=2"1n2
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a) DI15"=15"Inl15
) D[<| =[1]ml
2 2 2
¢c) D2 =2"In2-3=2"-3In2

d) D0,14* =0,14""1n0,14-2=0,14"-21n0,14

Vastaus a) 15"Inl5

b) Gj ln%

c) 2-3In2
d) 0,14**-21n0,14
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a)  f(x)=x%"
Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

f(x)=2xe™ +x%™ -2

=2xe™ +2x%™

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2xe™ +2x%* =0

2e”x(1+x)=0

2xe>* =0 tai I+x=0
Koska ¢** > 0, niin x=-1
ratkaisu on

x=0

Derivaatan nollakohdat ovat 0 ja —1.

2
X
2x

) f(x)=2

Madritetddn funktion f derivaattafunktio.

, 2xe’* —x%e’ -2
F="
e (2x-2x%)
(GZX)Z
_ 2x- 2x°

er

e (>0)



Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

S (x)=0
2x —2x* .
TZO |ZCZ (>O)
€
2x=2x*=0
2x(1-x)=0
2x=0 tai 1 —x=0
x=0 tai x=1

Vastaus a) x=0 tai x=-1
b) x=0 tai x=1
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J(x)=e"(x"+1)

Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

f(x)=e"(x*+1)+e*-2x
=e" (x> +2x+1)

=e"(x+1)°

Derivaattafunktio /* on kaikkialla epanegatiivinen, koska €' >0
kaikilla muuttujan arvoilla ja (x +1)* >0, missi yhtisuuruus on

voimassa vain kohdassa x = —1. Niin funktio / on aidosti kasvava
kaikkialla.
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f(x)=e"—x

Tangentin kulmakerroin kohdassa x on f(x).

Madritetddn derivaattafunktio.
f(x)=¢e" -1

Ratkaistaan, mihin kohtaan piirretyn tangentin kulmakerroin on 2.

f(x)=2

e —1=2
e" =3
x=1In3

Tangentti on piirretty pisteeseen (In3, /(In3)).

f(n3)=¢"~In3
=3-In3

Tangentti on piirretty pisteeseen (In3,3—1In3).

(In3, 3-In3)




Vastaus  (In3,3-1n3)
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f()=N-1,108"

a) Peurojen médrd 10 vuoden kuluttua on f{10).

£(10)=120-1,108"
=334,640...
~330

b) Peurojen méérin kasvunopeuden hetkelld ¢ ilmaisee
derivaattafunktio.

£'(t)=120-1,108 -In1,108
£7(10) =120-1,108" -1n1,108
=34,319...

Peurojen maardd kasvaa 34 peuraa/vuosi.

Vastaus  a) noin 330 peuraa
b) noin 34 peuraa/vuosi
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a) Kofeiinin miird on kuuden tunnin kuluttua puolet alkuperiisesta
madrastid. Merkitdédn kirjaimella ¢ kerrointa, joka ilmaisee,
kuinka moninkertaiseksi kofeiinin maard muuttuu yhdessa
tunnissa.

Kun alkuperdinen mdiré on m, on tunnin kuluttua kofeiinista

jéljelld gm. Kuuden tunnin kuluttua miéri on ¢°m =0,5m .
Ratkaistaan kerroin g¢.

¢’'m=0,5m |:m
q°=0,5 q>0

q=40,5

Kofeiinia on tolkillisessd juomaa 3,3-32 mg =105,6 mg.
m=105,6

Mairitetddn kofeiinin miérd ¢ tunnin kuluttua.

() =40,5"-105,6

=105,6-0,5¢
~105,6-0,891°



b) Klo 19.30:sta klo 23.30 on kulunut aikaa 4 h. Kofeiinin miirin
pienenemisnopeuden ilmaisee derivaattafunktio.

1,
£(t)=105,6-0,5°

1
£(£)=105,6-0,56 an,S%

4

17(4)=105,6-0,5° 1n0,5%

=-7,685...
~—7,7

Kofeiinin médri vihenee noin 7,7 mg/h.

Vastaus  a) 105,6-0,5° ~105,6-0,891’
b) noin 7,7 mg/h.
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Salma: D(e*)’ = De’* =’ - D3x =3¢
Salman ratkaisu on oikein.

Aatos: D(e*)’ =3(e*)*-De* =3e** -e* =3¢
Ida: D(e*)’ = De’* =’ - D3x =3¢

Vastaus Salman ratkaisu on oikein.
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a) De '™ =e".D(-10x)=¢"""-(-10) = -10e™'*
b) De® =e* -Dx’=e" -5x* =5x%e"

1 -3x7 1 -3x2 =327
¢c) Dj—e™ |=—e7" (-3:2x)=—xe
) (6 ] 5 ( )

d) De* ™ =e* . D2x* —x) =e* - (6x* —1) = (6x* —1)e*"

Vastaus  a) —10e'™
b) 5x'e”
¢) —xe*
d) (6x*—1)e>
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a) D7 =7"In7

b)

D3 =3"1In3-D(-x)
=3"In3-(-1)
=-3"In3

c)

DO0,5* =0,5 In0,5-D(2x)
=0,5"1n0,5-2
=0,5"-21n0,5

d)

D1,27% =1,27"1n1,2 - D(-5x)
=1,27"-(-5In1,2)
=-1,27"-5Inl1,2

Vastaus a) 7'In7
b) -3"In3
¢) 0,5°*-2In0,5
d) -1,27"-5In1,2
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a)  f(x)=x"e"

Mairitetdén funktion f* derivaattavunktio.

f(x)=2xe " +e - (=1)x’

—-X

=2xe ™ —x’e

Ratkaistaan derivaattafunktioon nollakohdat.

2xe F—x% =0

e " 2x—-x*)=0
e =0 tai 2x-x"=0
ei ratkaisua x2-x)=0
x=0 tat x=2
e—x
b) f(x)=
X

Funktio on méiritelty, kun x # 0.

Mairitetddn funktion f* derivaattafunktio.

)= e"‘-x—ez"“(—l)’xio
X

_et(x+])

2
X



Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f'(x)=0
e (x+1
% =0 | x% (#0)
e (x+1)=0
e =0 tai x+1=0
el ratkaisua x=-1

Vastaus a) x=0 taix=2
b) x=-1
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1
f(x)= Eez" —2e" +x
Madritetddn funktion f derivaattafunktio.

lf00=%&ﬂ2—2€+1

=™ —2e" +1
=(e")’ —2e" +1
=(e"-1)

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

(e =1)°=0
e —1=0
e =1
x=0

Derivaattafunktio saa arvon nolla vain, kun x = 0, muulloin arvot
ovat positiivisia. Siten funktio / on aidosti kasvava.
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f(x)=2"-x

Mairitetddn derivaattafunktio.
f(x)=2"In2-1

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2*In2-1=0
2°In2=1 |:In2
L
In2
1 In(In2)
* & In2 &2 In2
Vastaus x =—log,In2 :_ln(ln2)

In2
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a) Merkitddn kirjaimella g kerrointa, joka ilmaisee, kuinka
moninkertaiseksi fenoksihapon méari pienenee viikossa. Kun

maérd on alussa 250 g, niin ¢ viikon kuluttua médra on 250¢" .
Kun 7 =3, on maard 0,50-250 g=125g.
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan g.

250¢° =125 |:125
g’ =0,5

1

g=0,53

Fenoksihapon midrd ¢ viikon kuluttua saadaan funktion f

avulla.
1

7(£)=250-(0,5%)

=250-0,53
~250-0,794'



b)

0 5 — ean,S
1o,
f(1)=250-¢ °
~ 250 . e—0,23lt

c) Fenoksihapon méérdn vihenemisen hetkelld ¢ ilmaisee
derivaattafunktio. Médritetddn funktion f derivaattafunktio.

an,St
£()=250-¢ ° In0,5
1n0,5_
£7(1,5)=250-¢ 3 15 In0,5
— _40,844..
~—41

Maiéra viahenee noin 41 g/viikko.

L
Vastaus  a) f(¢)=250-0,5°% ~250-0,794'
In0,5
b) f(1)=250-e 3 =~250-¢"%"
¢) noin 41 g/viikko
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f(x)=e?

Pisteeseen P(x, f(x)) piirretyn tangentin kulmakerroin on funktion

f derivaatta kohdassa x.
Mairitetdén funktion /* derivaattafunktio.

1o L2

fi(x)=e> %-2x = xe?

1>

Pisteen P x- ja y-koordinaattien tulo on xe? = f(x).
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f) =k

Funktion kuvaajalle pisteeseen (a,k“) piirretyn tangentin
kulmakerroin on f(a).
Maiiritetddn funktion f* derivaattafunktio.

f(x)=k"-Ink
f(a)=k"-Ink

Muodostetaan funktion f kuvaajalle pisteeseen (a,k“) piirretyn
tangentin yht&lo.

y—k“=k-Ink(x—a)
y—k“ =k -Ink-x—akInk
y=k*-Ink-x—ak“Ink +£k°

Koska tangentti kulkee origon kautta, niin tiytyy suoran yhtalon
vakion tulee olla 0.

—ak“Ink+k“=0

K'(-alnk+1)=0  |k"#0

—alnk=-1
alnk =1
Ink“ =1

k=e

Koska k“ on sivuamispisteen y-koordinaatti, on sivuamispisteen y-
koordinaatti aina e.
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) 1
sinhx=—(e" —¢e™*
2( )

coshx = %(e" +e )

a) Derivoidaan funktio sinhx .
Dsinhx = D%(e" —-e
= (e e (=)
2
= l(e" +e )

2
=coshx

b)
Dl(ex +e )= l(e)‘ +e " - (-1))
2 2
1 x -Xx
=—(e"—e
2( )
=sinh x

Laskin saattaa antaa vastauksen suoraan muodossa sinh x .



X X

b)

N

_w
Y x

Kuvan perusteella f(0) = 10.



Ratkaistaan a.

f(0)=10

0 0

a ¥ 0
—(e*+e “)=10
2( )

Sijoitetaan saatu vakion a arvo kdyrdn yhtdloon.
10 = =
f=The e )

= S(eB + efﬁ)

Nousukulman o tangentti on funktion f* derivaatan arvo
kohdassa 8.

X

=50 e ()

10
BEI
2 2
1 2 2
(8)=—el0 ——g 10
/(3 5 5
=0,888]1...
tana = 0,8881...

a=41,60...° = 42°

Vastaus  b) 42°



Tutkitaan funktion f(x)=¢e¢" —x kulkua.
Muodostetaan funktion f derivaattafunktio.

fr(x) — ex+a _1

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

e -1=0
ex+a — 1
ex+a — e0

x+a=0
X=-a

x+a

Kunx<-ag,on 0<e™ <1 jasiten f'(x)<0.Kunx>-a,on

e >1 jasiten f'(x)>0.

Laaditaan funktion f kulkukaavio.

a

") - +

Foo N

Funktio f° saa pienimmaén arvonsa minimikohdassa.
f(ma)=e " —(-a)=e"+a=1+a



Funktio f aidosti vihenevé, kun x < —a, ja aidosti kasvava, kun .
Funktion f nollakohtien lukumééraa riippuu funktion pienimmén
arvon arvosta.

Funktiolla f eiole  Funktiolla f on Funktiolla f* on kaksi
nollakohtia, kun yksi nollakohta, kun  nollakohtaa, kun
pienin arvo on pienin arvo on nolla.  pienin arvo on
positiivinen. negatiivinen
f(=a)=0
f(=a)>0 l4a=0 f(=a)<0
l+a>0 a=—1 l+a<0
a>-1 a<-1

Yhtilolla ei ole ratkaisuja, kun a < -1, yhtdl6lla on yksi ratkaisu, kun
a = —1, ja kaksi ratkaisua, kun <-1.

Vastaus ei ratkaisuja, kun a > —1
yksi ratkaisu, kun a = -1
kaksi ratkaisua, kun a > -1
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a) Dilny=3—=2
X X

b) Dln4x=L'4=_
4 X
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Dlni =D(In5-Inx)
X

1

=0——
X
__1
X
b)
Dlni:D(lnS—anx)
2x
_o-L.
2x
__1
X
c)
DInx’ =D(3Inx)
_3.1
b
_3
X
Vastaus  a) 1 b) 1
X X
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a) f(x)=In(3x+2)
Funktio f on mééritelty, kun 3x + 2 > 0.

3x+2>0
3x>-2 l:3
xX>—=
3

. e 2
Funktion f mdiérittelyehto on x > —3
Maiiritetddn derivaattafunktio.

1 3
(x)= -3=
/') 3x+2 3x+2

b) f(x)=In(x"+3)
Koska x”>+3>0 kaikilla muuttujan arvoilla, on funktion
madrittelyjoukko R.

Madritetddn derivaattafunktio.

1 2x
(x)= 2x =
/) x*+3 * x*+3
2 3
Vastaus a) x>——, f(x)=
) 3 /) 3x+2

2x
x*+3

b) R, f'(x)=
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a) f(x)=xInx
Funktio f* on médéritelty, kun x > 0.

Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

f’(x)zl-lnx+x-l
X

=Ilnx+1, kunx>0

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

Inx+1=0
Inx=-1

log, x =log_ e

xX=-—
e

Ratkaisu toteuttaa méérittelyehdon. Derivaattafunktion

nollakohta on x = l .
e



Inx

b f(x)="

X
Funktio f on miiritelty, kun x > 0.

Madritetddn funktion f derivaattafunktio.
1
—-x—Inx-1
f(x)=%f—7—
X

1-Inx

= kunx >0
X

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

I2nx 5 (=0

x2
1-Inx=0
Inx=1

log, x =log, €'

X=¢C

Ratkaisu toteuttaa méadrittelyehdon. Derivaattafunktion
nollakohta on x = e.

Vastaus  a) 1 b) e
e
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f(x)=In(e" +3)

Funktion f* méadrittelyjoukko on R.

Mairitetddn funktion f* derivaattafunktio /.

1

X .ex
e +3

fx)=

X

e
e +3

Koska ¢ saa vain positiivisia arvoja, on f"(x) > 0 kaikilla
muuttujan x arvoilla ja siten funktio / on aidosti kasvava.
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f(x)=In 3x;|—1
Funktio f on mairitelty, kun Sx+] >0.
40 et 0)
3x+1>0

3x>-11:3

xX>—=

3
Funktio f on madiritelty, kun x > —% .

Maiiritetddn funktion f* derivaattafunktio /.

foy=m> 1
e’ 3

=In(3x+1)—Ine*
=In(3x+1)—x

F=—nl

3x+1

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.
3

3x+1
3-Bx+1)=0
3-3x-1=0

—3x=-2

-1=0 |- 3x+1)(>0)

2
x==
3



Ratkaisu toteuttaa funktion f/ méérittelyehdon. Derivaattafunktion

nollakohta on x = %

Vastaus X = %
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Inx
Dlog, x=D——
0% In3

1
=D(—-Inx
(1n3 )

1
In3
1

Dlnx

1
In3 x

= ! , kunx >0
xIn3



b)
Dlgx =Dlog,, x

= ! , kunx >0
xIn10

©)
Dlg5x =Dlog,,5x

__ 1 .5
5xInl0

= ! ,kunx >0
xIn10

Vastaus  a) ,kunx >0

xIn5
1

xIn10

b) , kunx >0

c) , kunx >0

xIn10
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f(x)=1g(5-x)

Funktion f méidrittelyehto on 5 —x > 0, josta saadaan
madrittelyehdoksi x <5.

a) Funktion f/ kuvaaja leikkaa x-akselin kohdassa, jossa f'(x) = 0.

Ratkaistaan nollakohta.

S(x)=0
lg(5-x)=0
log,,(5—x) =log,,1
S5—-x=1
-x=-4
x=4

Ratkaisu toteuttaa funktion f méérittelyehdon, joten funktion f
kuvaaja leikkaa x-akselin pisteessa (4, 0).



b) Funktion kuvaajan ja x-akselin vilinen leikkauskulma o on
funktion kuvaajalle pisteeseen (4,0) piirretyn tangentin ja x-
akselin vilinen kulma. Tdmén kulman tangentti on funktion f
derivaattafunktion arvo kohdassa 4.

Mairitetddn funktion /* derivaattafunktio.

=

f(x)_(S—x)lnIO D
W= o

S @) =—ms=0,434..

Ratkaistaan kulma a.

tana = '(4)
tana =—4,34...
a=-23,475...°

Kayra leikkaa x-akselin 23 asteen kulmassa.

Vastaus a) (4,0) b) 23°
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vy =Inx, médrittelyehto x> 0.

y= lnl , madrittelyehto x > 0.
x

Ratkaistaan kédyrien leikkauskohta.

1nx=lnl, x>0

|-x (<0)

x=1 taix=-1

Ainoastaan x = 1 toteuttaa maéaérittelyehdon, joten kayrét leikkaavat
kohdassa 1.

Mairitetdén leikkauspisteeseen piirrettyjen tangenttien
kulmakertoimet.

y=Inx
y=In—=-Inx
1 x
YN 1
I TN
y)=7=1 1
y)=-1=-1

Tangenttien kulmakertoimet ovat k; = 1 ja k, = —1.



Kulmakertoimien tulo on &, -k, =1-(—1) =—1. Koska tangenttien

kulmakertoimien tulo on —1, ovat tangentit kohtisuorassa ja siten
kayrat leikkaavat toisensa kohtisuorasti.
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.1 .
a) Funktio —Inx on midritelty, kun x > 0.

1=L, kunx>0
x  3x

W
W | —

Dlhlx=
3

b) Funktio In4x on maéiritelty, kun x> 0.

Dln4x=L-4=l, kun x>0
4x x

c) Funktio In> on maédritelty, kun x > 0.

Dmiz
2

_2_ :l, kunx >0
X x

l\)l»—*N
N | —

1.
*
1

d) Funktio 1n7?x on madritelty, kun x > 0.

Dlnﬁ:i.l:é.l:l ’kunx>0
3 7x 3 x3 «x
3
1
Vastaus a) —, kunx>0
3x
b) l, kun x>0
X
1
¢) —, kunx>0
X
1
d) —,kunx>0
X



290

a) Funktio Inx’ on miéritelty, kun x > 0.

Dinx’ :D51nx:5-l:§,kunx>0
X x

b) Funktio Invx on méidritelty, kun x > 0.

Sievennetdin funktiota.

1
ln\/;zlnx2 :%Inx

Dln\/_—D( Inx)= lzzi,kunx>0
X

1
2 X

c) Funktio InYx on méidritelty, kun x > 0.

d)

Sievennetdin funktiota.

1
ln€/>=lnx3 =§lnx

Dln\/;—D(3lnx)— ::%,kunx>0
X

11
3 x
Funktio In2" on maiiritelty kaikkialla.

Sievennetidin funktiota.
In2* =xIn2

DIn2* =D(n2-x)=1In2



Vastaus  a) 2,kunx>0
X
1

b) —,kunx>0
2x

c) L,kunx>0
3x

d) In2
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a)

f(x)=In(3x* —x)

Funktio on médritelty, kun 3x* —x>0.

Ratkaistaan méirittelyehto funktion 3x* — x nollakohtien ja
kuvaajan avulla.

3x* —x=0
x(3x-1)=0 + +
. 1 - 1
X =tar x=— 3
3

Funktion f méidrittelyehto on x <0 tai x> %

Madritetadn derivaattafunktio.

f'(x)=DIn(3x* — x)
1
S 3x —x
_ 6x-1

- 2
3x"—x

(6x—1)

, kun x <0 tai x>%



b) f(x)=In(e’ 1)
Funktio f on maéritelty, kun e* —1>0.
Ratkaistaan mairittelyehto.

e —1>0
e’ >1
e’ >¢

x>0

Madritetadn derivaattafunktio.

f(x)=DIn(e" 1)
[
‘e
e’ —1

X

© 1,kunx>0

X

€

Vastaus  a) x<0taix>l, 6)2_1
3 3x"—x

X

b) x>0, —
e —1
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a) f(x)=xlnx+x
Funktio /* on médritelty, kun x > 0.

Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.
f(x)=D(xInx+x)
:1-lnx+x-l+1

X
=lnx+2,kunx >0

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

Inx+2=0
Inx=-2
log, x =log_e™
x=e’ :LZ

Ratkaisu toteuttaa méaérittelyehdon.

Derivaattafunktion nollakohta on Lz .
e



b)

Inx
f(x)=—
X
Funktio / on méaritelty, kun x > 0.

Madritetddn funktion f derivaattafunktio.
Inx

f(x)=D—-
X

|
—x"—=Ilnx-2x
X

(x*)?
x—2xInx
-

X

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

x—2xInx
————=0]x" (>0)
X

x—2xlnx=0

x(1-2lnx)=0
x=0 tai 1-2lnx=0
Ratkaisu el toteuta DIlnx=-1
madrittelyehtoa.

1
Inx =—
2
1
log, x =log, e?
1
x=e€?= \/E
Ratkaisu toteuttaa
médrittelyehdon.

Derivaattafunktion nollakohta on \/g .



Vastaus  a) LZ b) Je
e
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a) Dlog4x:L, kun x>0
xIn4

1

1

b) DIg2x=Dlog,,2x =
c) Dlge' =D(xlge)=1ge

d) Dlgx’ =D(log,x")=

Vastaus  a)

,kunx >0
xIn4

b) ,kunx >0
xIn10

c) lge

d) 2 ,kunx £0
xIn10

D=
2xIn10 xIn10

lnl0

,kunx >0

,kunx £0

xIn10
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f(x)=In(e™" +1)
Funktio f* on mééritelty kaikkialla.

Mairitetdén funktion f derivaattafunktio.
f'(x)=DlIn(e™™ +1)
1 —x
= -(—¢C
e +1 ( )
e*X
e +1

Koska e >0, niin f"(x) <0 kaikilla x. Siten funktio /" on aidosti
vihenevi.
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y=Inx’
Mairittelyehto on x # 0.

Miiritetdin funktion f(x)=Inx" derivaattafunktio.

%-2x:g,kunx¢0.
X X

f'(x)=DInx* =

Kun tangentin sivuamispiste on (a,lna’), on tangentin
2
.

kulmakerroin k = f'(a) =

Koska tangentti kulkee origon kautta, on tangentin yhtdlo muotoa
y = kx . Muodostetaan tangentin yhtalo.
2

y=—X.
a

Kun x = a, on y = Ina”. Toisaalta piste (a,Ina’) toteuttaa tangentin

yhtdlon, jolloin 2. a=Ina’.
a

Ratkaistaan yhtdlosté a.

Ina*==-a

2
a

Ina* =2
log, a” =log, €’

a’ =¢’
a=e¢e tal a=-¢



Sivuamispisteen x-koordinaatti on e tai —e. Sivuamispisteen y-
koordinaatti on kummassakin tapauksessa Ine’ =2.
Tangentti sivuaa kdyrada pisteessd (—e, 2) tai (e, 2).

Vastaus (e, 2) tai (e, 2)
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2

X —x
x)=In
) x> +1
: .y X' —x
Funktio f on maéritelty, kun ———> 0.
x"+1
2_
~ 50 (P4 (>0)
x +1

x*=x>0
x<0 taix >1

Funktio / on médritelty, kun x <0 tai x> 1.

Mairitetddn derivaattafunktio.

2 —
f(x)=Dln = —=

X"+

2
= X +2x—1 x<0 taix>1

(x2 —x)(x2 + 1) ’

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

x> +2x-1 B
(x2 - )c)(x2 +1)

x=—1+2~0,412 taix = —1-+2 ~ 2,412
Ratkaisu —1—-+/2 toteuttaa madrittelyehdon.

Vastaus -1- \/5
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a)

f(x)=In(Inx)
Funktio f on maédiritelty, kun Inx > 0.
Ratkaistaan méérittelyehto.

Inx>0

Inx >Inl In x on aidosti kasvava funktio

x>1
Funktio f on miiritelty, kun x > 1.
Madritetadn derivaattafunktio.

£'(x)=DlIn(Inx)




b)  f(x)=lg(Inx)
Funktio f* on mééritelty, kun Inx > 0 siis, kun x> 1.

Mairitetddn derivaattafunktio.

/(x)=Dlg(inx)
__ 1
InxIn10 x
1

= x>1
xInxInl10

Vastaus a) x> 1,
xInx

1

b) x>1, —
xInxIn10
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xIlnx

a) xx — elnx' =e
Dxx — Dexlnx

xInx
=¢

-(lnx+x-l)
X

=x"(Inx+1)

2
Dxx — Dex Inx

=" ™. 2xInx + x> -l)
x

=x* (2xInx + x)

Vastaus a) x"(Inx+1)

b) x* (2xInx+x)



eexlnv\nlnx . D(exlnx . ln x)

Xinx 1 1
ee I -lnx(exlnx ~(lnx+x-—)-lnx+exmx _)

X X

=x" (x*(Inx+1)-Inx + x* l)
x

=x"x"-((Inx)* +Inx +l)
X

Vastaus

" x - ((Inx)* +Inx+ l)
x
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f(x)=¢

f(0)=¢"=1

f = f0)=1

S =et f(0)=1
Fry=et 0y =1

Funktion /" kolmannen asteen Taylorin polynomi on muotoa
T,(x)=a, +ax +a,x’ +ax’.

Ratkaistaan kertoimet ay, a1, a; ja as.

L(0)=/(0)
a, =1
T, (x)=a, +2a,x +3a.x’
L'(0)=a,=17(0)
a, =1
T, (x) =2a, + 6a,x
L"(0)=2a, = f7(0)

2a,=1

1

612 :E

T, (x) = 6a,

L7(0)=6a,=/""(0)

6a, =1

1

a,=—



Muodostetaan funktion f* kolmannen asteen Taylorin polynomi.

1 1
T(x)=1+x+—x"+—x"
3(%) SX e




b)

f(x)=In(1+x)

£(0)=In(1)=0
f@=—— =1
+X
1

J”'(x)=—(1+—x)2 S(0)=-1
b2 o
S0y [T0=2

Funktion /" kolmannen asteen Taylorin polynomi on muotoa
T,(x) = a, + a,x +a,x’ +a,x’ .

Ratkaistaan kertoimet ao, a1, a, ja as.

I,(0) = f(0)
a,=0
T, (x)=a, +2a,x +3a.x’
L'(0)=a,=f(0)
a =1
T, (x) =2a, + 6a,x
L"(0) =2a, = f7(0)



T, (x) = 6a,
7,7'(0)= 6a, = f(0)

6a, =2
1
a3=§

Muodostetaan funktion f kolmannen asteen Taylorin polynomi.

1 1
T.(x)=x——x"+=x"
3(x) 5 3

1
T3(x):x—%x2+§x3

1 f(x) = In(1+x)

Vastaus  a) T3(x):1+x+%xz+%x3

1 1
b T(x)=x——x"+=x°
) 3(x) 5 3
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f)=e""

Madritetddn derivaattafunktio.

f'(x)=De"
=e" . (2x-4)

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

S(x)=0

e (2x—4)=0

e tai 2x-4=0
el ratkaisua 2x=4

x=2

Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Koska e * > 0 kaikilla
muuttujan arvoilla, derivaatan merkin maaraa lauseke 2x — 4.

2

Foo - + x | 2x—4 | merkki

fx) \ / 3 2 +

Kulkukaavion perusteella funktio / on kasvava, kun x > 2.

—
I

[}
I

Vastaus  vililld x>2
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f(x)=xe*

Mairitetddn derivaattafunktio.

J'(x) =D(xe")
=1l-e"+x-¢"

=¢"(1+x)

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

S(x)=0

e'(I+x)=0

e* =0 tai I+x=0
ei ratkaisua x=-1

Laaditaan funktion /" kulkukaavio. Koska e* > 0 kaikilla muuttujan
arvoilla, derivaatan merkin méaraa lauseke 1 + x.

-1

f - .
00 + X 1+x merkki

) -1 —
f(x) \ / 0 1 +

Kulkukaavion perusteella funktio f on vdhenevé, kun x <-1.

Vastaus  valilld x <-1



303
f(x) — xZex—l

Mairitetddn derivaattafunktio.

f(x)= D(xzex’l)
=2x-¢" " +x2-e""

=(2x+x")e”
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f'(x)=0

2x+x*) e =0

#0 aina

x=0 taix = -2

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktion merkki voi
vaihtua vain derivaatan nollakohdissa 0 ja —2. Péitellddn
derivaattafunktion merkki testaamalla.

-2 0

X f (%) merkki

f'(x) + - +

-3 0,054... +

f(x)/\ / —11 ;0,135... I

Funktion f maksimikohta on —2 ja minimikohta 0.

Vastaus  maksimikohta —2, minimikohta 0
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2x2

(&

fx)=

Funktiota ei ole mééritelty nimittdjan nollakohdassa x = 0.
Maiéritetddn derivaattafunktio.

X

2x7

f(x)=D&
X
(¥ -4x)-x—e¥ -1
x2
2x 2
X

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

S (x)=0
27 2
e (4)§ D_g

b

| 1
xX=— tat x=——



Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktion merkki voi

vaihtua derivaatan nollakohdissa —% ja % tai kohdassa 0, jossa

derivaattafunktiota ei ole mairitelty. Padtelladn derivaattafunktion
merkki testaamalla.

1

2

0

1
2

f'ix) +

+

f(x) /

NN

=

X f'(x) merkki
—1 22.1... +
—0,4 | -3,098... —
0,4 —3,098... —
1 22.1... +

Funktion f maksimiarvo on f (—%) =-2e ja minimiarvo

r5)=24e.

Vastaus  maksimiarvo f (—%) =-2J/e , minimiarvo f (%) =2Je
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f(x)=2x>-Inx

Funktion /* on médritelty, kun x > 0.

Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

f(x)= D(2x* —Inx)

:4x—l, x>0
x

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

4x—l=O

Vain ratkaisu x = 5 toteuttaa midrittelyehdon x > 0.
Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktion merkki voi
vaihtua vain derivaatan nollakohdassa 5 Paatellddn

derivaattafunktion merkki testaamalla.

X f(x) | merkki
04 [-009... -

Funktiolla " on minimiarvo f (%) = % +1In2



o I, 1
Vastaus  minimiarvo f (E) = 5 +1In2
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fo) =1
X

Funktion /* on médritelty, kun x > 0.
Maiiritetddn funktion f derivaattafunktio.

Inx

f(x)=D=2
X

l-x—lnx-l
_X
x2

1-Inx

2
X

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

S(x)=0
l_xlfx =0 |* (>0)
1-Inx=0
Inx=1
X=¢€

Ratkaisu x =e toteuttaa méérittelyehdon x > 0.



Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktion merkki voi

vaihtua vain derivaatan nollakohdassa e.

0 e
Fooi + | - ’1“ ! (x)l meikk‘
5 T
o | ’\ e Yo,
1
&’
e | 1-lne’ 1 -
e’ e

Funktio /" saa suurimman arvonsa maksimikohdassa e.

Suurin arvo on f(e) = Ine = 1 .

Vastaus  f(e)= 1
e
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f(x)=Inx—-In(12 - x)

Selvitetadn funktion / méérittelyehto.

x>0 ja 12—-x>0
x<12

Funktion f on méiritelty, kun 0 <x < 12.
Madritetddn funktion f derivaattafunktio.

£/(x)=D(Inx +In(12 - x))
1 -
Ty 12-x
204 0

X 12—x
12-x-x
~ x(12-x)
12-2x

=—-, 0O<x<12
x(12-x)

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

12-2x
x(12-x)
12-2x=0
—2x=-12
x=06

=0 |[-x(12—-x) (#0)

Ratkaisu x = 6 toteuttaa méadrittelyehdon 0 <x <12.



Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktion merkki voi
vaihtua vain derivaatan nollakohdassa 6.

0 6 12 _
e R
foo | I\ 8 | 0125 —

Funktio f on kasvava vililld 0 <x < 6.

Vastaus valilla0<x<6
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g(x)=2x—xInx

Funktio g on médritelty, kun x > 0.
Maiiritetddn funktion g derivaattafunktio.
g'(x)=D(2x—-xInx)
=2—(1-lnx+x-l)
X

=2—-Inx-1

=1l-Inx

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

1-Inx=0
Inx=1
x=¢e

Esimerkiksi kohdassa x =e¢” on g’(ez) =l-lne’=1-2=-1<0,
joten g ei ole aidosti kasvava. (Itse asiassa funktion g
derivaattafunktion arvot ovat negatiivisia kaikilla x > e.)

Vastaus el ole
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X
In—
f(x)=—2, 1<x<4

2
X

Funktio /' on médritelty suljetulla vililld 1 <x <4.

Funktio f° saa suurimman ja pienimmén arvonsa vilin
paidtepisteessa tai vililld 1 <x <4 olevassa derivaatan
nollakohdassa.

Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

X

In=

f'(x)=D—2
X

_ 2lnx+2In2+1

3
X

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

—2Inx+2In2+1

3
X

0
x=2e=329..
Derivaatan nollakohta on vélilld ]1, 4].

Lasketaan funktion /" arvo derivaatan nollakohdassa.

Ve

In
2 1
f(2\e)=—=2-=—=0,0459...
Je 8¢




Lasketaan funktion " arvot vélin péadtepisteissa.

lnl
f()= 122 =—1In2=-0,693...
f(4)= ln; _In2 _ 50433

4 16 T

. . |
Funktion f suurin arvo on f (2\/g )= % ja pienin arvo on
e

f()=-In2.

. 1 .
Vastaus  suurin arvo % pienin arvo —In2
e



310
f)=x"3"

Madritetddn derivaattafunktio.

f'(x)=D(x*-37)
_ —(x*In3-2x)
=

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

— 2 —
(x"In3 2)6):O
3X
. 2
x=0 tai x=—=1,820...
In3

Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktion merkki voi
vaihtua vain nollakohdissa.

Paitelladn derivaattafunktion merkit testaamalla.
2

0 n3 x | fx merkki
foo - + - -1 |-9,295... -
1 10,300... +
LI 2 [0,0438.. |-

Funktion /' minimiarvo on f(0)= 0. Funktion / maksimiarvo on

2 4
=) == :
3" 305 (n3y?




_ 2 4
Vastaus  minimiarvo f(0), maksimiarvo f(—)=

2

3" 30 (1n3y?
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1
f(x) —lnx—E

Tehtdvinad on médrittdd funktion f suurin arvo vililld [1,e].

Funktio f saa suurimman arvonsa joko suljetun vilin [1,e]
padtepisteissa tai avoimella vililld ]1, e[ olevassa derivaattafunktion
nollakohdassa.

Mairitetddn derivaattafunktio.
i 1 1
X)=———
S(x) -5

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

><|»—‘
>< l\)|>—~

=0

=2

Ratkaisu kuuluu tarkasteltavalle vilille [1, e].
Lasketaan funktion /" arvo derivaatan nollakohdassa.

£(2)=In2-1=-0,306...

Lasketaan funktion arvot vilin péétepisteissa.

1
f)=-7=-05

f(e)= 1—%: -0,359...

Arvoista suurin on  f(2) =In2 -1, joten funktion suurin arvo on
f(2)=In2-1.
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fx)=x%"

a) Maidritetddn funktion f derivaattafunktio.

f(x)= Dx’e ™
=2x-e " +x (e -(=2x))

—e " (2x—2x7)

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.
e (2x-2x’)=0
e‘)r2 =0 tai 2x=2x=0
ei ratkaisua 2x(1-x*)=0
2x=0 tai 1-x*=0
x=0 =1
x=1 taix=-1

Derivaattafunktion nollakohdat ovat 0, 1 ja —1.

Laaditaan funktion /" kulkukaavio. Péitelldéin derivaattafunktion
merkit testaamalla.

-1 0 1 x | f(x) merkki
Foo +| - + - 2 | e* 12 +
1 —
f(x)/ \ / \ _% ei4~(—§
2
1
13 +
3 64'5
2 | et (-12) -

Kulkukaavion perusteella funktio / on vihenevé véleilld —-1<x <0
jax>1.



b) Kulkukaavion perusteella funktiolla on maksimiarvot
f(=D=(=1)-e T =¢" ja f)=1-e" =¢".
Funktion minimiarvo on f(0)=0%¢" =0.

Vastaus a) vilillda —1<x<0 ja vilillda x >1
b) minimiarvo f(0)=0
maksimiarvot f(-1)= f(1)=e¢”'
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g(x)=xIn2-2*

Mairitetddn funktion g derivaattafunktio.

g'(x)=D(xIn2 —22x)
=In2-2*1n2-2
=In2(1-2-2%)

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

In2(1-2-2)=0  [:In2

1-2-22 =0
2.2 =1
22x:l
2
22x:2—1
2x=-1
1
X=——
2

Laaditaan funktion g kulkukaavio. Pditelldén derivaattafunktion

merkki testaamalla.

1
2 . .
9700 + _ x1 g (x)1 merkki
0 In2-(-1) -




Funktiolla g ei minimikohtaa, joten silld ei ole pieninté arvoa.

1
Funktion suurin arvo on g(—l) = —lan R _hn2 1
2 2 2 2

) n2 1 . . .
Vastaus  suurin arvo o pieninti arvoa ei ole
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f(x)=In(x*+2)—In2x

Selvitetddn ensin funktion f méiérittelyehto.

¥+2>0 ja  2x>0
aina tosi x>0

Funktion f mairittelyehto on x > 0.

Mairitetdén funktion f* derivaattafunktio.

£7(x) = D(n(x* +2) - In2x)

_ 2x _i
xX*+2 2x

= 22x 1 , x>0
X +2 x

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

xfiz—%=o | x(x* +2) (0)
2x* = (x*+2)=0
x*=2=0
?=2

x =
x:\/i tai x=—\/§

Ratkaisuista vain x =+/2 toteuttaa madrittelyehdon.



Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Péételldan derivaattafunktion

merkki testaamalla.

NG

f (x)

+

fx) o -

Kulkukaavion perusteella funktio f* on kasvava vililld x > V2.

Vastaus x> \/5

/() merkki
2 11
’+2 1 3
2.2 1 1
= +
2°+2 2 6
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f(x)=1In(x’-x)

Funktio f* on médritelty, kun x* —x>0.
Ratkaistaan mérittelyehto funktion x’ —x nollakohtien avulla.

¥’ —x=0
x(x*=1)=0
x=0 tai x’~1=0

2 _
x =1
x=1 taix=-1

Laaditaan merkkikaavio testipisteiden avulla.

-1 0 1
- + - + o 1
2 2
¥ —x|-6 E _E
8 8

Madrittelyehtoon —1<x <0 tai x>1.

Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

£'(x) =DIn(x’ - x)
_ 3x* -1

x3—x




Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

3x* -1
3 =0 ]~(x3—x) (#0)
x —x
3x°=1=0
3x* =1
v =1
3

Vain ratkaisu x = —T ~ —0,6 toteuttaa midrittelyehdon.

Laaditaan funktion f kulkukaavio vililldi — 1 <x <O0.
Derivaattafunktio on jatkuva vililli —1 <x <0, joten sen merkki voi
vaihtua vain nollakohdassa.

Sl=
o

-1

f'(x)i + - X /() merkki
' ' -0,8 | 3,19... +

fx) / \ 04 | —1,54... —

Funktiolla on maksimikohta x = —%. Maksimiarvo on

o) ) o)

Derivaatalla ei ole nollakohtia, kun x > 1, joten funktiolla ei ole
ddriarvoja télld valilla.



Vastaus  maédrittelyehto —1<x<0 tai x>1

. 3
maksimiarvo on In——.

33
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a, :1n3n+%, n=1,2,3,...
n

Lukujonon suurin ja pienin luku saadaan selville tutkimalla funktion

f(x)=In3x+ % , missd x > 1, kulkua.

Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

fa=t-13
X X

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

1. B8

3
X X

x=3V2 tai x=-32
Ratkaisuista vain x =3+/2 = 4,24... toteuttaa miirittelyehdon x > 1.

Laaditaan funktion /" kulkukaavio. Selvitetddn derivaatan merkit
testaamalla.

1 3v2

Foo b - |+ x /() merkki

-1,75 -

5 2
0 7 100,082 +

Funktio f saa pienimmén arvonsa, kun x = 32 =4,24.. .



Téll6in lukujono saa pienimmain arvonsa, kun n on joko 4 tai 5.

a, =In12 +% =3,047...

a :1n15+%:3,068...

Lukujonon pienin lukuon a, =In12+ %

Funktio f on aidosti kasvava, kun x > 32 , joten talla valilla
funktiolla ei ole dériarvoja eikd siten myOskédn suurinta arvoa
saavuteta tdlld valilld. Funktio f saa suurimman arvonsa kohdassa 1
tai suurinta arvoa ei ole, Lukujonon suurin luku on joko a; tai
suurinta jésenté ei ole.

a,=In3+9=10,098...

Tutkitaan, onko lukujonossa jésentd a; suurempia lukuja.
9

1 010

Koska lukujonossa on jdsentd a; suurempia jésenid, ei lukujonolla

ole suurinta lukua.

Esimerkiksi a, =In(3-10°) + =1L51...>aq,.

Vastaus  pienin luku a, =1In12 +%, ei suurinta lukua
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e )_lg2x

Funktio on maarltelty, kun x > 0.

Maiiritetddn funktio f* derivaattafunktio.

lg 2x

/' (x)=D(=5)

“2xIn10-In(2x) + »* - P10

(x*In10)?

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

2xIn10-In(2x) + x* - P10

(x*In10)*

=0

= %\f =0,824...

Ratkaisu toteuttaa méaérittelyehdon x > 0.



Laaditaan funktion kulkukaavio. Pditellddn derivaattafunktion
merkki testaamalla.

e : X (%) merkki
1+ 0.5 | 3.474... n

f(x) / \ 1 -0,167... —

Funktiolla ei ole minimiarvoa. Funktion maksimiarvo on

1 _2lge 2
f(2\/g)_ e elnl0’

Vastaus  maksimiarvo f (l \/E) = 2lge = 2
2 eln10
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Muokataan epédyhtdloa.

e’ >1+2x

e —1-2x>0

Tutkitaan funktion f(x)=e> —1-2x kulkua.
Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

f(x)=D(e” —1-2x)
=2e*" -2

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2™ -2=0
27 =2 |2
e =1
e2x =eO



Laaditaan funktion f* kulkukaavio.

0

f (x) - + X f'(x) merkki

-1 ~-1,7 -
LN I | ~12.8 | +

Funktion f pieninarvoon f(0)=¢’’-2-0—1=0, joten f{x)>0
kaikilla x, eli e* —2x—1>0 kaikilla x.
Siis kaikilla x on voimassa e >1+2x.



319
f(x)=(x*-x=5e™, x>0

Madritetddn derivaattafunktio.

f(x)=D(x*—x-5)"
=2x-De ™ +(x* —x—=5)e - (~1)
=Q2x-1-x*+x+5)e"

=(—x"+3x+4)e”"
Mairitetadn derivaattafunktion nollakohdat.

(—x*+3x+4)e " =0
X" +3x+4=0
2-(=1)
_ 345
2

tai

X

x=4 taix=-1

e =0
el ratkaisua

Ratkaisuista vain x =4 toteuttaa méérittelyehdon x > 0.



Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva
vililld x > 0, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa.
Selvitetdadn derivaattafunktion merkki testaamalla.

0 4 X () merkki

f(x) + _ 1 (—12 +3-1+ 4)671 =6¢" +

2 -1 _ -l _
0 / \ 5 | (-5 +3-5+4)e =—6¢

Funktion suurin arvoon f(4)=(4>-4-5)e" = 14
e

Merkitdin g(x)=x>—x—5. Talldin g'(x)=2x—1>0 kaikilla

x > 4. Tama tarkoittaa, ettd g(x) > g(4) =7 kaikilla x > 4.

Koska e >0 kaikilla x, on f{x)=g(x)e™>7-0=0 kaikilla x> 4.

Koska f(0)=-5-e™ =—5 on negatiivinen, niin timi funktion
pienin arvo vililld 0 <x <4 on samalla funktion pienin arvo koko
maédrittelyjoukossa x > 0.

. 7
Vastaus suurim arvo —-

-, pienin arvo —35
e
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150

t :—9 tZO
/0 1+149¢™"

Sairastuneiden madrdn kasvun hetkelld ¢ ilmaisee funktion f
derivaattafunktio.

Madritetadn derivaattafunktio laskimella.

150
1+149¢™"
11175¢*

(@0 =D( )

Kasvunopeus saa suurimman arvonsa, kun derivaattafunktio saa
suurimman arvonsa. Mééritetdén funktion f* toinen derivaatta.

11175¢™"
() = D(———————
S0 ((e“f +149)2)

_ —0,5(11175¢" —1665075¢™™)
(" +149)°

Mairitetddn toisen derivaatan nollakohdat.

—0,5(11175¢' —1665075¢™)
(™ +149)°

x ~10,007



Laaditaan derivaattafunktion /' kulkukaavio.

)
f(v

10

+

e

N

X f(x) merkki
1 ~0,4 +
11 | =21 -

Sairastuneiden maard kasvaa nopeimmin 10 vuorokauden kuluttua.

Vastaus

10 vuorokauden kuluttua.




Kuvaaja on symmetrinen suoran x = a suhteen.

b) Tutkitaan funktion arvoja kohdissa a +d ja a —d, nama kohdat
sijaitsevat symmetrisesti kohdan ¢ molemmilla puolilla.

fla+d)y=e " =¢

fla—d)y=e " =

Funktion arvot ovat samat samalla etdisyydelld suorasta x = a.



c) Funktion arvot kasvavat kohdassa, missd funktion derivaatta saa
suurimman arvonsa.

Tutkitaan funktion f* derivaattafunktion kulkua toisen derivaatan
avulla.

fr(x) — De—()c—a)2
=2(x—a)e "

f(x) =26 1 4(x —a)le
Mairitetddn toisen derivaatan nollakohdat laskimella

J2

X=a-— tal x=a+—
2

Laaditaan derivaattafunktion kulkukaavio.

— Q a+ v
2 2
)+ _ + X 1 f ”()? merkki
a— 2e +
£ a —2 -
w N 2 -

NG

Funktion kasvunopeus on suurin kohdassa x =a ——.

Vastaus
a) Kuvaaja on symmetrinen suoran x =a suhteen.

Na

c¢) kohdassa x =a — -
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f(x):e"—a|x—l|

Esitetdédn funktio ilman itseisarvoja.

| 1| —(x—1), kun x <1
X — =
x—1,kun x>1

e"+a(x-1), kunx<1
fly=1¢ T
e —a(x—1),kunx>1

Maiiritetddn funktion f* derivaattafunktio.

, e"+a, kunx<1
f(X)={

e —a,kunx>1

Funktio on kaikkialla jatkuva, mutta funktiolla f ei valttdmatta ole
derivaattaa kohdassa 1. Jatkuva funktio f on kuitenkin kaikkialla
kasvava, jos se on kasvava sekd vililld x <1 ettd vililld x> 1.

Funktio on kasvava, kun derivaattafunktion arvot ovat
epanegatiiviset.



Vili x<1:

f'(x)=¢" +a on aidosti kasvava ja ¢" >0 kaikilla x. Kun x:n
arvot pienenevit rajatta, lausekkeen €* arvot ldhestyvit nollaa.
Talloin lausekkeen f'(x) ldhestyvit lukua a. Jotta arvot ovat
kaikkialla epénegatiiviset, on oltava a > 0. (Muussa tapauksessa

arvot olisivat negatiivista a:ta ldhestyessddn jossakin vaiheessa
itsekin negatiivisia.)

Vili x> 1:

f'(x)=¢"—a on aidosti kasvava, joten kaikilla x on f'(x) > f(1) =
e—a.

Ehto f'(x) >0 tayttyy,kun e—a>0 eli a<e

Funktio /" on siis kaikkialla kasvava, kun a >0 ja kun a <e eli kun
0<a<e.

Vastaus 0<a<e
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f(x)=2x"—ax+Inx

Funktio /* on médritelty, kun x > 0.

Funktio on aidosti monotoninen, jos kaikilla muuttujan arvoilla joko
f(x)>0 tai f'(x)<0.

Mairitetddn funktion f* derivaattafunktio.

f(x)=D(2x* —ax +1Inx)

=4x—a+l
X
_4x2—ax+l
X

Koska x >0, derivaatan merkit masrdytyvit polynomista g(x) = 4x>

—ax + 1. Funktion g kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joten
sen merkki on muuttumaton vililld x > 0 seuraavissa tapauksissa.

1) g:1ld on korkeintaan yksi nollakohta (jolloin sen arvot ovat
kaikkialla > 0) TAI

2) g:114 on kaksi nollakohtaa, jotka ovat molemmat epépositiivisia
(jolloin g:n arvot ovat >0 vililli x> 0)



1) Nollakohtia on korkeintaan yksi, kun yhtidlon g(x) =10
diskriminantti on epépositiivinen.

D=(-aY-4-4-1=a"-16<0,kun -4<a<4.

2) Funktion g nollakohdat ovat

—(—a)t~a2-4-4-1 _ai\/a2—16
3 .

2.4

Naistd suurempi on

:a+\/a2—16

X, 3

Tama on epépositiivinen, kun
a++a’—16 <0, josta laskimella a <—4.

Yhdessa saatiin, ettd ehto tdyttyy, kun —4 <a <4 tai a<—4,eli
lyhyemmin a < 4.

Vastaus a<4
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f(x) — xx — elnxx :exlnx

Funktio /* on médritelty, kun x > 0.
Mairitetddn funktion f* derivaattafunktio.
£7(x) = De"™
=™ (1-Inx+ x~l)
X

=™ (Inx +1)
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

e (Inx+1)=0

Inx+1=0 tai e™ =0

el ratkaisua
Inx=-1

1
X=—
e

Ratkaisu x =—~ 0,4 toteuttaa mairittelyehdon. Laaditaan funktion
e

f kulkukaavio.

f (x) - + X f'(x) merkki
02 | ~—0.4 _

f(x) \ /l 1 1 n




1
Funktiolla ei ole maksimikohtaa, minimiarvo on f (l) = (l)e .
e e

Vastaus (é) = (é)i
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x'—e'>0
exlnx > ex—l

Koska funktio e* on aidosti kasvava funktio, epayhtdlo on tosi, kun
xlnx>x-1.

Tutkitaan funktion f(x)=xInx—(x—-1),x>1, kulkua.
Mairitetdén funktion /* derivaattafunktio.

f'(x)=D(xInx—(x—1))

=1-lnx+x'l—1
X

=Inx
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta.

Inx=0

x=1

Koska Inx > 0, kun x > 1, ovat derivaattafunktion arvot positiivisia
vililla x > 1. Talloin funktio f* on aidosti kasvava ja sen pienin arvo
on f[(1)=1-In1-(1-1)=0.

Taten kaikilla x > 1 on voimassa epayhtilo

£(x)=20

xlnx—-(x-1)>0

Siten e"™ >e* ' eli x*—e*'>0.

Yhtasuuruus on voimassa vain kohdassa 1.
I'—e"=1-1=0



Vastaus  yhtdsuuruus on voimassa kohdassa x = 1.
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