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Ratkaistaan funktioiden méérittelyjoukot ja tarvittaessa arvot
kohdassa x =0.Ndma tiedot riittdvit erottamaan kuvaajat
toisistaan.

Funktion f(x)= Ix madrittelyjoukko on R.

Tadma vastaa kuvaajaa 3.

Funktion g(x)= Yx madrittelyehtoon x>0.
Funktion arvo kohdassa 0 on g(0)= #0=0.

Tama vastaa kuvaajaa 2.



Funktion /(x)=+/x+1 méérittelyehto on

x+120
x=>-1.

Tadma vastaa kuvaajaa 4.

Funktion i(x) = Jx +1 madrittelyehto on x> 0.
Funktion arvo kohdassa 0 on i(0) = Jo+1=0+1=1.

Tama vastaa kuvaajaa 1.

Vastaus

f kuvaaja 3
g kuvaaja 2
h kuvaaja 4
i kuvaaja 1



a) x° =8

=3k
b) x’=-8

x=:/-8=-3/8
0 x'=

x=48 tai x=—48
d x*=-8

—_ =

>0 <0

Yhtilo on aina epitosi, joten silld ei ole ratkaisua.

Vastaus

a) x=38
b) x=-/8
c) x=48 tai x=—48

d) ei ratkaisua
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a) Pariton juurifunktio on méiritelty juurrettavan kaikilla
reaalilukuarvoilla, joten funktion f maéérittelyjoukko on R.

Funktion f arvo kohdassa 0 on f(0)=</1-0" = S=1.

b) Pariton juurifunktio on méaaritelty juurrettavan kaikilla
reaalilukuarvoilla, mutta juurrettava ei ole mééritelty nimittéjén
nollakohdissa. Mairitetdén nimittdjan nollakohdat.

Funktion g miirittelyjoukko on R\{-11}.

Lasketaan funktion g arvo kohdassa 0.
O=-L — % _40-0
& -1 V1

Vastaus

a) médrittelyjoukko R, f(0)=1
b) méérittelyjoukko R\{-1,1}, g(0)=0
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Funktio </x on mééritelty kaikilla xR .

Funktio x? on madritelty, kun x> 0. Lisdksi x3 = 3/; , kun
x >0, joten funktioiden kuvaajat yhtyvét, kun x > 0.

Funktiolla x3 ei ole kuvaajaa, kun x <0. Siten funktion x3
kuvaaja on funktion Ix kuvaaja rajattuna positiivisille muuttujan

arvoille.

1

1

AY

P

]

o8

Lad| —a

Fa?

Vastaus

Funktiolla x3 ei ole kuvaajaa, kun x <0.

1
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a) Nelidjuurifunktio on parillisena juurifunktiona méaéritelty vain
juurrettavan epanegatiivisille reaalilukuarvoille, joten funktio

f(x) =+4-2x on méiiritelty, kun

4-2x20
2x2-4  |:(-2)

x<2
Funktion f maédrittelyjoukko on vili ]—o,2].

Funktion f arvo kohdassa —6 on

F(=6)=J4-2-(-6) =J4+12 =16 =4



b) Parillinen juurifunktio on mééritelty vain juurrettavan
epédnegatiivisille reaalilukuarvoille, joten funktio

g(x) ={-x>—6x on midritelty, kun —x* —6x>0.

Selvitetiiin funktion —x* —6x nollakohdat, ja hahmotellaan

kuvaaja. -

8

—x*—6x=0 R
—x(x+6)=0 .
x=0 tai x=-6 +

-8 ] -4 -2 0 2
- -
/ -2

Funktion —x”>—6x kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli, joten
funktio on positiivinen nollakohtien vilissa.

Siten epiyhtild —x° —6x>0 toteutuu, kun —6<x<0.

Funktion g madrittelyjoukko on vili [—6,0].

Funktion g arvo kohdassa —6 on g(-6) = 0 =0.
Vastaus

a) madrittelyjoukko ]—o0,2], f(-6)=4
b) médrittelyjoukko [-6,0], g(-6)=0
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a) Osamairit eivit ole miiriteltyja nimittdjin nollakohdissa, joten

saadaan ehdot x#0 ja Vx+1#0 eli x=-1.
Toisaalta nelidjuurifunktio on mééritelty vain juurrettavan
epéanegatiivisilla reaalilukuarvoilla:

x+1>0
x=>-1.

Yhdistimélld nimé ehdot saadaan, ettd funktio f on mééritelty,

kun x>-1 ja x#0.

b) Pariton juurifunktio on méiritelty kaikilla juurrettavan
reaalilukuarvoilla, mutta nelidjuurifunktio vain juurrettavan
epédnegatiivisilla arvoilla. Funktio g on siten méaritelty, kun

3—x20
—x>-3 |:(-1)

x <3,

Vastaus

a) médrittelyehto x >-1 ja x#0
b) méérittelyehto x <3
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a) Koska kaikki juurrettavat ovat positiivisia, niin funktion f
lauseke voidaan esittdd murtopotenssien avulla.

r 1 1 111 A6
4y / [x x4-x3-x2 X432 ylznn
f( )= \/78 8 = + 4
. 8 4 4
x6 x3 x3
13
2 13 4 13 16 3 1
X =2 — 1
— 7 x123_x1212_x12_x4= -
x3 x4
1

Ix

b) Lasketaan funktion f arvot kohdissa 1 ja 16.

S = T_—_

1 1
J(16)= e 2
Nain ollen f(1)> f(16).

Vastaus

a) f(x):%,kun x>0 b) f(1)> f(16)

Huomaa! b-kohdan suuruusjirjestyksen voi paitelld myos tiedosta,
1

- S , |
ettd f(x)=x * on aidosti vihenevé, koska eksponentti I <0.
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(f 2 Q)(x) = f(g(x))
= f(2Nx +2) x>0
= {/4(2\/; + 2) -8
=38x

=2x°¢

=2¢x
Funktion f og mdérittelyehto on x> 0.

(fog))=2¢1=2

Vastaus
(feg)(x) =29/;, kun x>0
(feg))=2



31

Osoittajan raja-arvo liral(3x -12)=3-4-12=0.
Nimittdjin raja-arvo on 1ir21(6 - 3\/;) =6-3/4=6-3-2=0.

Funktion f lauseketta on sievennettivé raja-arvon laskemiseksi.

) 3¢ 12
6—3Vx
(3x-12)(6+3Vx)

(6-3Vx)(6+3x)
(3x-12)(6+3x)
6° — (3v/x)?
(3x-12)(6+3x)
36-9x
- (12-5%) (6+3Vx)
T 31239

_~{6+3Vx)
3

=2-/x



Lasketaan raja-arvo.

. 3x-12
lim

x4 G — 3\/;

= lim(-2-x)=2-4=-2-2=4

Vastaus

lim £(x) = 4
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a) Lausekkeen osoittajan raja-arvo lil’(I)l 2Wx=2J0=2-0=0.

Lausekkeen nimittdjén raja-arvo
lir(r)l(x—x/;) =0-40=0-0=0.

Lauseketta on sievennettdva raja-arvon laskemiseksi.

T adE 2drxeR)
x=vx  (x=vx)(x+x)
3 2(x«/;+x)
X =)’
3 2(x«/;+x)
Xz —X
Caa
x(x—1)
2(Wx+D)

x—1

Lasketaan raja-arvo.

fim 2V 26D 20+ 2

=-2
w0ty —yJx 0 x—1 0—1 1




b) Lausekkeen osoittajan raja-arvo
lin3(2—\/4+x)=2—\/4+0 =2-J4=2-2=0
Lausekkeen nimittdjdn raja-arvo ling x=0.

Lauseketta on sievennettdva raja-arvon laskemiseksi.

A SNyl SN o YO S rmge
x x(2+4+x)
2 —(W4+x)  4—(4+x)
Cx(24A+x)  x(2+A+x)
 4-4-x —x "
CxQ24V4+x) xQ+A+x)
-1

:2+\/4+x

Lasketaan raja-arvo.

2-J4+x -1 -1
X

=lim =
02 4J4+x  2++4+0
-1 -1 1

To1J4 242 4

lim
x—0

Vastaus

a) 2 m—%
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Koska pariton juurifunktio on aidosti kasvava, niin funktion
f(x)=23/18x—3x" suurin arvo saavutetaan, kun juurrettava

18x —3x* saa suurimman arvonsa.
Juurrettavan kuvaaja on alaspéin aukeava paraabeli, juurrettavan
suurin arvo saavutetaan paraabelin huipussa, joka sijaitsee derivaatan

D(18x —3x’) =18 —6x nollakohdassa.

Ratkaistaan derivaatan nollakohta yhtdlosta

18—6x=0
—6x=-18  |:(-6)
x=3 "I Jrex-3e

Lasketaan funktion f* arvo derivaatan nollakohdassa x =3.

£(3)=2318-3-3-3* =2327=2-3=6.

Vastaus
suurin arvo  f(3)=6
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Nelidjuurifunktio on mééritelty juurrettavan epinegatiivisilla
reaalilukuarvoilla. Funktio /4(x)=+/x>+bx+4 on méiritelty

kaikilla reaalilukuarvoilla vain, jos x> +bx+4>0 kaikilla
muuttujan x reaalilukuarvoilla.

Funktion x”+bx+4 kuvaaja on yldspiin aukeava paraabeli, joten
funktion arvot ovat epdnegatiivisid kaikilla muuttujan x
reaalilukuarvoilla vain, jos funktiolla on korkeintaan yksi nollakohta.

Toisen asteen yhtilon ax”’ +bx+c =0 ratkaisujen lukumiiri

riippuu diskriminantin »> —4ac etumerkisti. Ratkaisuja on yksi,
kun diskriminantti on nolla, ja ei yhtdédn, kun diskriminantti on
negatiivinen.

Yhtilon x> +bx+4=0 diskriminanttion b*—4-1-4=5b>-16.
Funktiolla x”+bx+4 on korkeintaan yksi nollakohta, kun

b* —16 < 0. Médritetdin funktion h* —16 nollakohdat ja
hahmotellaan sen kuvaaja.

| 10
bT — 16

b ~16=0 5
b* =16
b:4taib:—4 2 [

Koska funktion »° —16 kuvaaja
on yldspdin aukeava paraabeli,

niin ehto 5> —16 <0 toteutuu
muuttujan b arvoilla 4<b< 4.

Funktio h(x)=~/x>+bx+4 on siis miritelty kaikilla muuttujan
x reaalilukuarvoilla, kun b saa arvoja vélilld [—4,4].



Vastaus

Vakion b arvoonvililli [4,4].
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f(x)=~x+2 g(x)= Jx+2
h(x)=+2—x i(x)=32—x

~— y 2 Y
1 T X /_,...-l-
] § ' X
1
ily —‘l JLL-—"""
|
3 — X
1 X >
1

Maiiritetddn funktioiden médrittelyjoukot ja nollakohdat, silld ndma
tiedot riittdvit erottamaan kuvaajat toisistaan.

Funktio f(x)=+x+2 on maédritelty,kun x+2>0 eli x>-2.
Funktion f(x)=+/x+2 nollakohtaon x=-2.

Néiden ominaisuuksien perusteella funktio f vastaa kuvaajaa 2.

Funktion g(x)=-</x+2 médrittelyjoukko on R.
Funktion g(x)=</x+2 nollakohta on x=-2.

Niiden ominaisuuksien perusteella funktio g vastaa kuvaajaa 4.



Funktio A(x) =+2—x on mééritelty, kun 2—-x>0 eli x<2.
Funktion /(x)=+/2 —x nollakohta on x=2.

Naiiden ominaisuuksien perusteella funktio # vastaa kuvaajaa 3.

Funktion i(x) = 3/2 —x maddrittelyjoukko on R.
Funktion i(x)=</2 — x nollakohta on x=2.

Néiden ominaisuuksien perusteella funktio i vastaa kuvaajaa 1.

Vastaus

f kuvaaja 2
g kuvaaja 4
h kuvaaja 3
i kuvaaja 1
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a) Neliojuurifunktio on mééritelty vain juurrettavan epanegatiivisilla
reaalilukuarvoilla, joten funktio f on mééritelty, kun

4-2x>0
2x>—4 |:(-2)
x<2

Funktion f arvo kohdassa —% on




b) Pariton juurifunktio on mééritelty kaikilla juurrettavan
reaalilukuarvoilla, mutta juurrettava ei ole mééritelty nimittéjén
nollakohdissa. Ratkaistaan nimittdjan nollakohdat.

x’—4=0
x’=4

x=2tal x=-2

1
Lisédksi murtopotenssi x2> on maédritelty vain, kun x> 0.
P y

Funktio g on siis médritelty, kun x>0 ja x#2.

Funktio g ei ole méaaritelty kohdassa —%.

Vastaus

a) madrittelyehto x<2, f (—éj L

2) 2
b) madrittelyehto 0 <x<2 tai x>2 (eli x>0 ja x#2),

g (— gj el midritelty
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a) Parillinen juurifunktio ¢x on madritelty, kun x>0.

Toisaalta funktio f ei ole madritelty nimittdjén %/)72
nollakohdassa x=0.

Funktion f médrittelyehtoon x>0.

1
6 < 12 1 4 3
/x X6 12 14 -2 _

1
- 1 1
b) f(x)= = X036 6=y 6=y 2= =
Jax? x§ x% X

¢) Funktio f(x)=—4%= x 2 on aidosti vihenev, koska 1 <0.
Jx 2

Néin ollen f(8)> f(9), koska 8 <9.

Vastaus
a) x>0

1
b) f(x)= N

) f(®)>70)
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Muodostetaan yhdistetyn funktion fog lauseke.

(f o 2)(x) = f(g(x))
= QX +1)
=R +1-1

4/3/_ 2
= X

Funktio fog on médritelty kaikilla x € R, koska %/x_2 +1-1>0
aina.

Sievennetdin yhdistetyn funktion fog lauseke.
Voidaan kdyttdd murtopotensseja alueessa x > 0, silld juurrettava

x° =|x|2 >0, kun x > 0.

(o)) =3
it

21
=(x[*)*
21
= x|
L
=[x [°

=4l x]



Tarkistetaan vield, ettd funktion fog sievennetty muoto on
voimassa myds mairittelyjoukon kohdassa x = 0.

(o)) =307 =440 =40 =0 ja myss §[0]=40=0

Niin ollen funktiot {3/x* ja §[x| ovat samat kaikilla x R,
joten my6s (fog)(x)=4%/|x| kaikilla xeR.

Lasketaan yhdistetyn funktion fog arvo kohdassa —64.

(f o 2)(~64) = §f[ 64| = /64 =2

Vastaus
(fog)x)= Q/m kaikilla xeR
(f °2)(-64)=2
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Osoittajan raja-arvo £i51(4\/; — \/;) =44 - \/473 =4J4-4J4=0.
Nimittdjin raja-arvo £ig41(2 - \/;) =2-J4=2-2=0.

Funktion f lauseketta tdytyy sieventdd raja-arvon laskemiseksi.

Huomataan ensin, etti /x° = (\/; ), kun x>0.

2+x/;)4\/;_\/;
2-x
_ @x ()
2-Vx)(2++x)
V(A=)
4 —~1x)’
=Jx(2+x)
=2Jx +x

Lasketaan raja-arvo.

s
2-x

lim 4

x—4

=1in41(2\/;+x)=2\/1+4=2-2+4=8

Vastaus lin} f(x)=8
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a) Osoittajan raja-arvo

1in3(3\/x2+4—6):3\/02+4—6=3JZ—6=3.2—6=0

Nimittdjén raja-arvo

limx=0.
x—0

Koska molemmat raja-arvot ovat 0, tdytyy lauseketta sieventda
raja-arvon madrittimiseksi.

P a6 N d-6(WE14+6)
x x(3Vx2 +4+6)

LBV +4Y -6 9(x’+4)-36

VX +446)  x(3x+4+6)

(x

90X’ +36-36 9x’
XN +4+6) x(BVxP+4+6)
9x G 3x

BEN R SN )

Lasketaan raja-arvo.

. 3WxP+4-6 . 3x 3.0
lim =lim =
x>0 x 201442 NOP+442

=00
4



b) Osoittajan raja-arvo
1ir1n(7\/4x2 —8x+4)=7V4-1>-8-1+4 =7/0=0.

Nimittdjén raja-arvo hm(x H=1-1=0.

x>+

Koska molemmat raja-arvot ovat 0, tdytyy lauseketta sieventda
raja-arvon madrittdmiseksi.

Huomataan ensin, ettd 4x> —8x+4=4(x>—2x+1)=4(x—-1)".
Sievennetadn lauseke.

TV4X* —8x+4 _ TJ4(x—1) 72|x 1| 72M
x—1 x—1 x—1 )f//

Lasketaan raja-arvo.

TV4x* —8x+4

lim =lim14=14

x—l+ X — 1 x—l+
Vastaus

2
a) lim NxT+4-6_
x—0 X
2 —

b) lim7 4x” -8x+4 14

x—1+ x—1
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a) (fog)(x)=f(g(x)=f(1-x")=~1-x"-1.

Yhdistetty funktio on médritelty, kun 1-x>>0 eli —1<x<1.

b)

(go NX) =g(f(x)=gWx-1)=1-Rx -1 =1-(x-2Jx +1)
=2Jx —x

Yhdistetty funktio on mééritelty, kun x > 0.

¢) Koska funktioilla fog ja go f on eri miirittelyjoukot, niin
ne ovat eri funktiot.

Vastaus
a) (fog)(x)=+1-x>—1,missi —1<x<1

b) (go £)(x)=2+x —x, missd x>0
c) eivit ole samat
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Parillinen juurifunktio Y on madritelty ja aidosti kasvava, kun
juurrettava 16x —x” > 0. Funktio f saa suurimman ja pienimmén
arvonsa samoissa kohdissa kuin juurettava 16x —x”.

Ratkaistaan juurrettavan nollakohdat ja hahmotellaan kuvaaja.

16x—x*=0
x(16_x) = O : 16X - X2
x=0tat x=16 :

Funktio /" on médritelty i B \ "
suljetulla vililld 0 <x < 16.

Juurrettava saa pienimmén (epinegatiivisen) arvonsa kohdissa
x=0 ja x=16.

Funktion f pienin arvo on
f(O)=r(1e)=40=0.

Juurrettavan kuvaaja y =16x—x" on alaspiin aukeava paraabeli,
joten silld on suurin arvo paraabelin huipussa, joka sijaitsee
derivaatan f'(x) = D(16x —x*)=16-2x nollakohdassa.



Ratkaistaan derivaatan nollakohta.

16-2x=0
2x=-16  |:(-2)
x=28

Funktion f suurin arvo on

6 !
F®)=416-8-8 =64 =4f8* =42 =24 =22 =22

Vastaus

pienin arvo 0
suurin arvo 2+/2
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Viitteen mukaan lukujono on aidosti viheneva, eli a
n=1273,....

<a,, kun

n+l

Koska jonon jésenet ovat positiivisia, niin tdima on yhtipitdva ehdon

a
—tl <1 kanssa.
a

n

a
Lasketaan suhde —L.
a

n

1
a, _N2n+l) _ Nam [ om 3 /2l=ﬁ=1
a 1 2+ N2n+2 N2n

J2n
Siis

a
"_Jrl<1,

a

n

joten lukujono (a,) on aidosti vdheneva. Siten viite on tosi. [

1 1 1
Lukujonon 18. jasen on a,, = ==,
! ! PoJ218 36 6
Vastaus
1
aig =—

6
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Funktiot /x ja 8+ x ovat aidosti kasvavia, joten funktion g

ddriarvokohdat ovat samat kuin funktiolla +/361— x> .

Toisaalta nelijuurifunktio on aidosti kasvava, joten funktion
\361—x* #iriarvokohdat ovat samat kuin funktiolla 361—x”.

Koska neligjuurifunktio on méairitelty vain epanegatiivisille
juurrettavan arvoille, niin funktio g on méritelty, kun 361 x> >0.

Epdyhtilon 361—x* >0 ratkaisunaon —19<x<19.

Koska 361—(£19)* =0, niin funktion g pienin arvo on

g(£19)= i/8+«/361—(i19)2 =38+0=2.

Juurrettavan y =361-x" kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli,

joten juurrettava saa suurimman arvonsa paraabelin huippukohdassa,
joka loytyy nollakohtien vélisen janan keskikohdasta

-19+1 . .
X = —o+19 =0. Funktion g suurin arvo on

2(0)=R/8+~/361-0> =3/8++/361 =3.

Koska funktio g on jatkuva, niin se saa myos kaikki arvot
suurimman ja pienimmain arvonsa valilta.
Funktion g arvojoukko on siis [2,3].

Vastaus Arvojoukko on [2,3].
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Funktio f on jatkuva kohdassa 0, jos f(0)= lirrol f(x).

Lasketaan funktion f raja-arvo kohdassa 0.

Osoittajan raja-arvo:
lin(}(l—\/sz —x+1)=1-v5-0>—0+1=1-+/1=0.

Nimittdjin raja-arvo:

lirr(}3x:3-0=0.

Taytyy sieventdd funktion f lauseketta sen mahdollisen raja-arvon
laskemiseksi kohdassa 0.

52 —x+
B I e

3x
(=5 —x D)1 +5x —x+1)
3x(1++/5x% —x +1)
PS5 —x+1)  1-(5x"—x+])

C3x(144/5x —x41) 3x(1450 —x+1)

B —5x* +x B x(1-5x) =
3x(1+~/5 —x+1)  3x(1+~/5x> —x+1)
1-5x

3145 —x 1 1)



Sieventamall saatiin funktiolle f esitysmuoto

1-5x
31+5x2 —x+1)

fx)=

, missd x £ 0.

Lasketaan raja-arvo.

1-+5x* —x+1
3x

lim £(x) = lim

x—0 x—0

. 1-5x
=1lim

20 31 +/5x% — x +1)
~ 1-5-0

31++5-0°—0+1)
_1

6

Funktio f on kaikkialla jatkuva, kun méadritellddan f(0) = % , jolloin

funktion f lauseke on

1—/5x> —x+1
, kuinx #0
f(x)= 3x
l, kun x =0.
6

Vastaus on, madritteleméalld f(0) =%
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Sievennetdin funktion lauseketta

7 =2 14 — 385 xz e + 585
=\/(xm—x<‘/;)(xm+x4/;)
2V -ty
=\/(xm)2 RRETN =\/x2(2+\/¥)—x2 .
22+ - x
—\2x* =2y

= \/Ex, missd x>0

Funktio f on lineaarinen, koska se on muotoa f(x)=ax+b,
missd @ =2 jab=0.

Funktion f kuvaaja:

AY /’
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a) Pariton juuri on médritelty kaikilla juurrettavan arvoilla.
Ratkaistaan yhtdlo korottamalla sen molemmat puolet potenssin 3.

Px+3=B-x |
(2x+3) =(8—x)’

2x+3=8—x
3x=5
5
x==
3

b) Pariton juuri on médritelty kaikilla juurrettavan arvoilla.
Yx+4-1=0
Yx+4=1 |(Y
(x+4) =1

x+4=1
x=-3

Vastaus

a) x:é

b) x=-3
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a) Selvitetddn yhtdlon madrittelyehto. Parillinen juurifunktio on
médritelty, kun juurrettava on epinegatiivinen.

3x—82>20
3x>8
xX=—

3

Yhtdlon molemmat puolet ovat epanegatiivisia, joten yhtilo
voidaan ratkaista korottamalla molemmat puolet potenssiin 2.

Px-8=2 |(y

—_— ==
>0

(\3x—8)* =2

3x-8=4
3x=12 |:3
x=4

. e 8
Ratkaisu toteuttaa méérittelyehdon x > 3



b) Selvitetddn yhtdlon méadrittelyehto. Parillinen juurifunktio on
méidritelty, kun juurrettava on epinegatiivinen.

2x—-1>20
2x 21

x>l

Yhtidlon molemmat puolet ovat epanegatiivisia, joten yhtalo
voidaan ratkaista korottamalla molemmat puolet potenssiin 4.

Px-1=3 |0

>0
(2x-1)" =3

2x—1=8l1
2x =82
x=41

. e 1
Ratkaisu toteuttaa méadrittelyehdon x > 5

Vastaus
a) x=4

b) x =41
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a) Pariton juurifunktio on méadritelty kaikilla juurrettavan arvoilla.
Voidaan ratkaista yhtélo korottamalla molemmat puolet
potenssiin 3.

3/9_x2 -3 |()3
{o-) = (-3)

9—x?=-27
—x*=-36
x> =36

x=6 tai x=-6



b) Parillinen juurifunktio on mééritelty juurrettavan epinegatiivisille
arvoille. Selvitetddn yhtidlon méérittelyehto.

4-Tx>0
—Tx>—4 |1 (=7)

4

x<—

7

Koska yhtdlon molemmat puolet ovat epinegatiivisia, niin

voidaan ratkaista yhtdlo korottamalla molemmat puolet
potenssiin 2.

V4-Tx =5 O?

% %
(V4-7x)* =5
4-T7x=25

—Tx =21 |1 (=7)
x=-3

Ratkaisu toteuttaa yhtdlon méérittelyehdon x <—.

Vastaus
a) x=06 tai x=-6

b) x=-3
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a) Parillinen juurifunktio on mééritelty juurrettavan epinegatiivisilla
arvoilla, joten yhtdlon méadrittelyehto on x > 0. Koska yhtélon
molemmat puolet ovat epénegatiivisia, niin voidaan ratkaista
yhtilo korottamalla molemmat puolet potenssiin 4.

J’ - f [oX
(I )= (I 3)
—4
x—(32) =32 =3"=9
Saatu ratkaisu toteuttaa médrittelyehdon, siis x = 9.
b) X' =27 A
11

x = (272)3 2723

=327 =3

N | —

= (27%)

Vastaus

a) x=9

b) x=4/3
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a) Parillinen juurifunktio on mééritelty juurrettavan epinegatiivisilla
arvoilla. Selvitetddn yhtdlon méérittelyehto.

Yhtilon vasen puoli: Yhtilon oikea puoli:
2-x20 x—=220
—x2-2 (-] x22
x<2

Saadaan madrittelyehdoksi x <2 ja x>2 eli x=2.

Tarkistetaan toteutuuko yhtilo ainoalla méérittelyehdon
toteuttavalla arvolla x =2 sijoittamalla tdmé arvo alkuperdiseen

yhtél6on.

V2-2
NG

0
tosi

Siis x =2 on yhtdlon ratkaisu.

b) Yhtdlon vasen puoli on epinegatiivinen ja yhtélon oikea puoli on
negatiivinen.

V2x—-6= -4

%/_/
>0 <0

Yhtilo on epétosi, joten silld ei ole ratkaisua.

Vastaus
a) x=2 b) ei ratkaisua
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Neliojuurilausekkeen maérittelyehto:

2x—1>20
2x>1

xX2>—

2

Yhtilon vasen puoli on epinegatiivinen, joten myds oikean puolen
on oltava epédnegatiivinen.

2x—-3>0
2x >3

xX=—

Kun ehdot x > % ja x2 % yhdistetdin, saadaan yhtilon

médrittelyehdoksi x > %



Ratkaistaan yhtilo korottamalla se puolittain potenssiin 2.

(—

>0 20
(V2x -1y’ = (2x-3)
2x—1=(2x)"-2-2x-3+3
2x—1=4x>—12x+9
4x* —14x+10=0

 (—14)+J(-142 4410 14+6" 743
2.4 8 4

7+3 5 . 7-3
X=——=— tal x=——=1
4 2 4

e .. ) 5 3
Niistd ratkaisuista vain x = E toteuttaa ehdon x > E .

Vastaus
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Muokataan yhtdlo ensin muotoon, jossa toiselle puolelle jaa pelkka
juurilauseke.

Vx+1-1=2x
Vx+1=2x+1

Nelidjuurilausekkeen miirittelyehto:

x+1>20
x>-1

Yhtdlon vasen puoli on epinegatiivinen, joten my0ds oikean puolen
on oltava epédnegatiivinen.

2x+120
2x 2 -1
xZ—l
2

Yhdistdmaélld ehdot x>—-1 ja x> —% saadaan yhtalon

. . 1
madrittelyehdoksi x > 5



Ratkaistaan yhtilo.

>0

>0 =
(Wx+1) =Q2x+1)°
x+1=(2x)" +2-2x-1+1°

x+1=4x"+4x+1

4x* +3x=0
x(4x+3)=0
x=0tai 4x+3=0
dx=-3 |4
3
X=—-—
4

. .. ) 1
Nadisté ratkaisuista vain x =0 toteuttaa ehdon x > _E .

Vastaus
x=0
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Ratkaistaan yhtilo korottamalla se puolittain potenssiin 2.
Tarkistetaan saadut ratkaisut.

VX =2x+1+1=x
Vx®=2x+1=x"-1 |()2
(Wx®=2x+1)" =(x* - 1)

X =2x+1=(x’)"=2-x>-1+1°

X =2x+1=x"-2x"+1

2x°=2x=0
2x(x-1)=0
x=0tai x—-1=0
x=1

Tarkistetaan toteuttavatko saadut ratkaisut alkuperdisen yhtilon.

Sijoitetaan x =0 yhtdloon. Sijoitetaan x =1 yhtaloon.

JOO—2.041+1=0° NI =2.1+1+1=1
J1+1=0 J=2+41+1=1

2=0 Jo+1=1
epétosi =1
tosi

Ratkaisuista vain x =1 toteuttaa yhtélon.



Tekijda e Pitkd matematiikka 8 e 17.10.2017

Vastaus

x=1
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Neliojuurilausekkeiden méadrittelyehdot:

x>0 ja 3x>0 [:3

x>0
Selvitetddn nelioonkorotusehdot.

Yhtilon oikea puoli on epénegatiivinen kaikilla muuttujan arvoilla,
joten myds yhtdlon vasemman puolen on oltava epanegatiivinen.

2x-120
2Jx 21 |:2

Nxz 0

=
\Y

=
\%

. . 1
Kun yhdistetdén ehdot x>0 ja x> 7’ saadaan yhtdlon

madrittelyehdoksi x > %



Korotetaan yhtélo puolittain potenssiin 2.

2l 1= [0}

(2[ 1) = (@ )
(2Vx)?=2-24/x 1+1> =3x
4x—4x +1=3x
x+1=4J/x
Yhtélon molemmat puolet ovat epdnegatiivisia, kun x > % .

Korotetaan uudelleen puolittain potenssiin 2.
x+l 1 = 4\/_ 0

(x+1) _(4J_)
C+2-x- 1412 =4 x)
x> +2x+1=16x

x> —14x+1=0
. —(~14) £(-14) —4-1-1 _ 14192
2-1 2
1444823 14283
2 2

x=7-43~0,07 tai x=7+4/3~13,9

- . . 1
Ndistd kahdesta ratkaisusta vain x =7 + 4\/§ toteuttaa ehdon x > Z .

Vastaus x=7+ 4\/§
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Selvitetadn nelidjuurilausekkeiden méérittelyehdot.
Lauseke +/x on madritelty, kun x>0.

Lauseke +/x —1 on médritelty, kun x >1.
Yhdistdmalla ehdot saadaan x >1.

Molemmat puolet ovat epanegatiivisia, kun x > 1, joten yhtilo
voidaan korottaa puolittain potenssiin 2.

Jrrz=yxl [0

(\/;+2) —(V 1y’
(Vx)+2x 2427 =x-1
x+4x +4=x-1

4x = =5 4

Jr=-2

Yhtélon vasen puoli on aina epinegatiivinen, ja oikea puoli
negatiivinen, joten yhtilolla ei ole ratkaisua.

Vastaus
ei ratkaisua
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a) Selvitetddn nelidjuurilausekkeiden mairittelyehdot.
Lauseke +/2x on maédritelty, kun 2x >0 eli x>0.

Lauseke +x—1 on maddritelty, kun x—1>0 eli x>1.
Yhdistdmaélld ehdot saadaan x >1.

Koska yhtdlon molemmat puolet ovat epénegatiivisia, niin
voidaan yhtélo ratkaista korottamalla puolittain potenssiin 2.

Vo=l ()

\_V_J

(V2x) = (Wx—1)?
2x=x—-1
x=-1

Ratkaisu ei toteuta méérittelyehtoa x > 1, joten yhtélolla ei ole
ratkaisua.



b) Pariton juurifunktio on mééritelty kaikille juurrettavan arvoille,
joten yhtéld voidaan ratkaista korottamalla se puolittain
potenssiin 7.

U-4=+x ()
Qx* =4 =R@2+x)

xP—4=2+x

xX’=x-6=0

x:—(—l)i\/(—1)2—4-1-(—6) 131424 145

2-1 2 2

x:1+—5:3 tai le_—5:—2
2 2

Vastaus

a) ei ratkaisua
b) x=-2 tai x=3
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Funktioiden kuvaajien leikkauspisteen x-koordinaatti voidaan
ratkaista yhtdlosta

S(x)=g(x)
N SN

Selvitetddn funktioiden f ja g maédrittelyehdot.
Funktio f:

4x+1>0
4x>-1 -4

xX2——
4
Funktio g:

x*=4>0

x*>4

x<—4 tai x=>4

Ehdot yhdistdmaélld saadaan yhtdlon f(x) = g(x)
médrittelyehdoksi x >4.



Yhtdlon molemmat puolet ovat epanegatiivisia, joten voidaan
ratkaista yhtilo korottamalla molemmat puolet potenssin 2.

Jax+1=+x>-4 |()2

>0 >0
(Va4x+1) =(Wx*-4)
4x+1=x" -4

x*—4x-5=0

o (A4 -41:(-5) _4£16+20 _4%6
2-1 2 2

=2+3

x=2+3=5 tal x=2-3=-1
Ratkaisuista vain x =5 toteuttaa médrittelyehdon x >4.

Lasketaan leikkauspisteen y-koordinaatti sijoittamalla ratkaisu
x =5 funktioon f.

F(5)=~/4-5+1=21~4,58



Tarkistetaan vastaus piirtimalla kuvaajat:
y
N 1 /
\ y=x_7
-~/
\'\ /|

N\ 1 v=abo

Y =

Vastaus  leikkauspiste (S,x/ﬁ)
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Muokataan ensin yhtdlé muotoon, jossa ainoastaan juurilauseke on
toisella puolella yhtiloa.

V2x2+8+1=2x
V2x2+8=2x-1

Nelidjuurilauseke on mééritelty juurrettavan epanegatiivisilla

arvoilla. Saadaan miirittelyehto 2x° +8 >0, joka toteutuu kaikilla
muuttujan x arvoilla.

Yhtilon vasen puoli on epanegatiivinen, joten my0ds oikean puolen
on oltava epédnegatiivinen.

2x-120
2x21 |[:2

xX=—



Ratkaistaan yhtdlo korottamalla puolittaan potenssiin 2.
V2x? +8=2x—1 ()
| — %f—‘>0
>0 =
(V2x* +8)* =(2x —1)

2x° +8=(2x)"=2-2x-1+1?
2% +8=4x" —4x+1

2x*—4x-7=0

o (A (4P —4-2-(-T) _4xT2
- 2.2 4
_ 424362 :4i6ﬁ(2
4 4

2-32
x:
2

_2+3\/§~

2

~-—1,1 tai x

3,1

Niistd ratkaisuista vain x =

2+3\/§
2

1
toteuttaa ehdon x > 5

Vastaus

2+3\/§
x:

2
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Pariton juurifunktio on mééritelty kaikilla juurrettavan arvoilla, joten
yhtédlé on médritelty kaikilla muuttujan arvoilla.

Muokataan yhtdlé muotoon, jossa toisella puolella yhtélod on
ainoastaan juurilauseke.

Ix*+1+x=1
I +1=—x+1

Ratkaistaan yhtdlo korottamalla puolittain potenssiin 3.

I +1=—x+1 I8;
QA +1) = (—x+1)°

¥ +1=(=x) +3-(=x)* 1+3-(=x)- I’ + 1
¥ +1=—x+3x"-3x+1

X =2x"+3x=0

x(x*=2x+3)=0

x=0 tai x’—2x+3=0

Yhtilslld x> —2x+3 =0 ei ole ratkaisua, silld sen diskriminantti
(-2)* —4-1-3=-8 on negatiivinen.

Vastaus
x=0
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a) Neliojuurifunktio on médritelty juurrettavan epénegatiivisilla
arvoilla. Médrittelyehdot ovat

4—-x2>20 x+4>0
—x=—4 |:(-]) x4
x<4

Ehdot yhdistimaélla saadaan 4 < x <4.

Ratkaisataan yhtdlo kayttdmalld tulon nollasddntoa.

Vd—xNx+4=0
V4-x=0 tai Vx+4=0

4-x=0tai x+4=0

x=4 tai x=-4

Molemmat ratkaisut toteuttavat madrittelyehdon —4<x<4.



b) Mairittelyehto on sama kuin a-kohdassa, eli 4 <x<4.

Koska yhtdlon molemmat puolet ovat epénegatiiviset, voidaan
yhtilo ratkaista korottamalla yhtdlo puolittain potenssiin 2.

\/ﬂJxT I%;
(V4—x) (\/x+ % _22

4-x)(x+4)=4
(4-x)4+x)=4
4*—x* =4
x*=12

x=+/12 =423 ~ 43,5

Molemmat ratkaisut toteuttavat madrittelyehdon —4<x<4.

Vastaus
a) x=-4 tai x=4

b) x=-23 tai x=23
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Parilliset juuret ovat miériteltyja juurrettavan epanegatiivisilla
arvoilla.

Lauseke ¥4 — x> on médritelty, kun 4—x>>0.
Nollakohdat: Kuvaaja:

4-x°

2
X

Il
+ & <o

o 71T
x=2 tal x=-2

Saadaan yhtdlon ensimmaiseksi méérittelyehdoksi —2 < x<2.

Lauseke ¥x* —9 on mairitelty, kun x> —-9>0.

Nollakohdat: Kuvaaja:
X =9=0 +\ i / +
x* =9 ) ' T

x=3 tai x=-3

Saadaan toiseksi méadrittelyehdoksi x <-3 tai x>3.

Mikaén luku ei toteuta molempia madrittelyehtoja.
Siten yhtilolla ei ole ratkaisua.

Vastaus ei ratkaisua



63

Ratkaistaan yhtilo korottamalla se puolittain potenssiin 2 ja
tarkistamalla saadut ratkaisut.

Jx=3+/x=2
Vr-3==x+2 |’
(Vx=3) =(—x +2)
x=3=(/x)"+2-(—/x)-2+2?
x—3=x—4Jx+4

4x =7 |:4
_7 2
Jx= 1O
49
e

16



. . 49 .. .
Tarkistetaan saatu ratkaisu x = 16 sijoittamalla se alkuperdiseen

yhtildon.
£—3+ ﬂ:2
16 16
£_3-16 LN
16 N
/ﬁ_ﬁ 7_
1 16 4
L+Z=2
16 4
l+Z:2
4 4
8_,
4
2=2
tosi

Saatu ratkaisu x = % toteuttaa yhtalon.

Vastaus
_»
16
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Selvitetddn yhtdlon méérittelyehto. Nelidjuurilauseke on mairitelty
juurrettavan epédnegatiivisilla arvoilla.

Lausekkeen +/x+1 médrittelyehtoon x+1>0 eli x>-1.
Lausekkeen +2x maédrittelyehtoon 2x>0 eli x>0.

Yhdistdmélld ehdot saadaan yhtdlon méairittelyehdoksi x > 0.

Koska yhtdlon molemmat puolet ovat epénegatiivisia, niin
ratkaistaan yhtdlo korottamalla se puolittain potenssiin 2.

\/x+1+\E— 2 |y

(m—F\/E) —22

Nx+1)2+2-Vx+1-V2x +(2x) =4

x+1+2Jx+12x +2x =4
2Wx+142x = 3x+3



Korotetaan yhtéld vield uudelleen puolittain potenssiin 2. Yhtidlon
vasen puoli on epédnegatiivinen, joten myds oikean puolen taytyy olla
epanegatiivinen.
—3x+320
Bx2-3 |:(-3)
x<1

Yhdistamélld saatu ehto ja yhtdlon méarittelyehto x > 0, saadaan
ehdoksi 0<x<1.

2\/x+1\/2_:—3x0+3 | ()
>0 >

(2Vx +12x)* = (-3x +3)’
27 (x+1)-(2x) = (-3x)* +2-(-3x)-3+ 3’
8x> +8x=9x" —18x+9
x*=26x+9=0

o ~(-26)£/(-26)' 4-1-9 _ 26£+/640

21 2
_ 26+ 264-10 :2“28*%:1.%4\@

x=13+410 225,65 tai x=13-410~0,35

Vain jialkimmaéinen ratkaisu toteuttaa ehdon 0 < x <1.

Vastaus

x=13-410
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Pisteen (x, y) etdisyys origosta on Pythagoraan lauseen nojalla
Jx” +y*, joten neljin yksikon etiisyydelld olevat pisteet toteuttavat

yhtélon \/xz + y2 =4 eli yhtdlon X+ y2 =47,
Tama yhtdlo kuvaa origokeskistd ympyrad, jonka side on 4.

Ratkaistaan yhtdlén x> + y* =4° kuvaaman ympyrin ja yhtilon

y=4—x* kuvaaman paraabelin leikkauspisteet yhtildparin avulla.

x2 y2 :42
=4-x’
4y =4
x'=4-y Sijoitetaan ylemp#in yhtiloon.
4—y+y* =4
Y —y-12=0
) —(~1) £J(=1)> =4-1-(-12) _ 1+/49 127

2-1 2 2
1-7 ) 1+7
=——=-3 tal y=—-=4
7T YT



Ratkaistaan saatuja y:n arvoja vastaavat x:n arvot paraabelin yhtalon
y=4-x" avulla.

y=-3: -3=4-x
x'=4+3
x:iﬁ

y=4: 4=4-x
x’=4-4
x*=0
x=0

Saadut ympyrén ja paraabelin leikkauspisteet ovat

0,4), (V7,-3) ja (—~/7,-3)

Vastaus

(0,4), (VJ7,-3) ja (—/7,-3)

Huomaa!
Yhtiloparin voi ratkaista myds laskimella.
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Yhtdlon méaérittelyehto on x > 0. Muokataan yhtaloa.

2Jx =34x+1=0
1 1

2.x2-3.x*+1=0
2 1

2.x4=3-x*+1=0
1 1

2-(x*)*=3-x*+1=0

2(4x)* -3¢x +1=0

Sijoitetaan &‘/; =t, missd x> 0, ja ratkaistaan t.

203x)y =34x +1=0 Yx =t
262 =3t+1=0
t_—(—3)i\/(—3)2—4-2-1 3441371
B 2.2 4 4

4 . 3-1 2 1
== ="=1] tai t=="—="=—
4 4 4 2



Sijoitetaan ¢ = ix ja ratkaistaan x.

) 1
r=1 |0 @i =2 [0
14
@yt =1t )= 5)
x=1 1
xX=—
16

Saadut ratkaisut toteuttavat maarittelyehdon x > 0.

Vastaus

x=1 tai x:L
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a) Juurilauseke on madritelty, kun x>0.

Epayhtdlon molemmat puolet ovat epénegatiivisia, joten se
voidaan ratkaista korottamalla puolittain potenssiin 2.

Jx>s5 ()

(Vx)* > 5
x>25

Saatu ratkaisu x >25 toteuttaa méérittelyehdon x>0.

b) Juurilausekkeiden miérittelyehdot ovat x> —1>0 ja x*+2>0.
Naistd jalkimmainen toteutuu kaikilla muuttujan arvoilla, silld
x> >0 kaikilla x € R. Ratkaistaan ensimméinen epiyhtild
ratkaisemalla lausekkeen nollakohdat ja hahmottelemalla sen
kuvaaja.

x =1 -1
+ +

x=1 tai x=-1 \i/

Mairittelyehdoksi saadaan

x<-1 tai x>1



Epéyhtdlon molemmat puolet ovat epinegatiivisia, joten voidaan
korottaa puolittain neliéon.

\/xz—léx/x2+2 |()2
(Wx* =1 <(Wx*+2)°

X -1<x*+2
-1<2

Tédmai ehto on aina tosi. Epayhtild toteutuu siis kaikilla
madrittelyehdot toteuttavilla muuttujan arvoilla, joten
alkuperdisen epdyhtélon ratkaisunaon x <-1 tai x>1.

Vastaus
a) x>25
b) x<—-1 tai x>1.
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a) Pariton juurifunktio on aidosti kasvava ja méadritelty kaikilla

juurrettavan arvoilla. Epdyhtdlo voidaan korottaa puolittain
potenssiin 3.

Ysx—6>4 |()3
R5x-6) >4
5x—6>64

5x>70 |:5

x=>14

b) Nelidjuurilausekkeen méirittelyehto on 1— x> >0.

Ratkaistaan tima epdyhtilo selvittdmailld nollakohdat ja
hahmottelemalla kuvaaja.

1-x*=0
N /\
x> =1 \ i 0 r

x=1 tai x=-1

Saadaan méarittelyehto

-1<x<1

Koska alkuperdisen epiyhtidlon vasen puoli on epinegatiivinen,
tdytyy myos sen oikean puolen olla epinegatiivinen, muutoin
epayhtélolla ei ole ratkaisua. Saadaan ehto x+1>0 eli x>—1.

Yhdistamélld tdmé ehto saatuun méirittelyehtoon, saadaan
—-1<x<I.



Korotetaan epayhtilo puolittain nelioon.

ﬂs x+1 I%;
% T

W= ) <(x+1)
l-x*<x*+2x+1

2x*—2x<0 HE))

2x*+2x>0

2x(x+1)20

Ratkaistaan saatu epayhtilo selvittdmailld nollakohdat ja
hahmottelemalla kuvaaja.

0.5

2x(x+1)=0
x=0 tai x+1=0 + +

x=-1 AN 05

Epéayhtélon ratkaisuksi -05
saadaan x>0 tai x <-1.

Yhdistdmaélld tdma ratkaisu madrittelyehdon kanssa saadaan
vastaukseksi x=—1 tai 0<x <1.

Vastaus
a) x>14
b) x=-1 tai 0<x<1
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Muodostetaan epayhtélo Yx >x ja ratkaistaan se.

Neliéjuuren médrittelyehto on x > 0. Tdmén ehdon toteutuessa
epayhtdlon molemmat puolet ovat epianegatiiviset, joten epayhtalo
voidaan korottaa puolittain potenssiin 6.

Ya>dx O

—_— =

>0 >0
36 6 Huomaa!
Rx)"> () Epéyhtilon
1 1
(x§)6 > (xi)ﬁ 3/; > \/; voi
P ratkaista myos
X3 > x2 laskimella.
xt>x
x —x><0
x*(x=1)<0

Ratkaistaan epédyhtéld selvittdimélld nollakohdat, ja hahmottelemalla
kuvaaja.

x(x=1)=0

x*=0 tai x—1=0

x=0 x=1 _ u\/

Saadaan ratkaisuksi

+

x<0 tai O<x<1
Yhdistdmalld méadrittelyehdon x>0 kanssa saadaan 0 <x<1.

Vastaus O<x<l
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a) Sijoitetaan yleisen jdsenen lausekkeeseen n =39.

39 13 9 1
=—-V39+82 =—-1l=——=-4—
“ 7% 2 2 2

b) Ratkaistaan epdyhtdléo a, <0 eli %—\/n+82 <0.

%—x/n+82 <0
%<\/n+82

Nelidjuurilauseke on médritelty aina, silld muuttuja » saa vain
positiivisia kokonaislukuarvoja.

Epéyhtdlon molemmat puolet ovat positiivisia, joten voidaan
korottaa puolittain neliéon.

T In+82 ()

6 N——
—— >0
>0
2
(%) <(Jn+82)
2
Z—2<n+82
n2
 -82<0 .36
36

n’—36n-2952<0



Ratkaistaan epdayhtdlo méaarittdimalla nollakohdat, ja
hahmottelemalla kuvaaja.

n*—36n-2952=0

n=18+691~752 tai n=18-6+91~-39,2

2000

-50 0] = 50 100

Lukujonon jdsenet ovat negatiivisia, kun —-39,2<n <75,2 eli

kun n=1,2,3, ..., 75, joten lukujonon 75 ensimmdisté jasentd
ovat negatiivisia.

Vastaus

1
a) a3 = ‘45

b) 75 kpl
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Juurilauseke on médritelty, kun 4-x>0 eli x<4.

1) Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa epdyhtélon oikea puoli on
epédnegatiivinen. Saadaan ehto 2—-x>0 eli x <2. Epdyhtilo
voidaan korottaa puolittain nelion.

4—x>2-x |()2

>0 0
(N4-x)>(2-x)
4-—x>2"-2.2-x+x

4—x>24—4x+x°

—x>+3x>0 |-(-1) (<0)
x*=3x<0
x(x-3)<0

Ratkaistaan epdyhtdlé méérittdmalla nollakohdat, ja
hahmottelemalla kuvaaja.

x(x-3)=0

x=0tai x-3=0 1
x=3 + +

0 1 2

Saadaan ratkaisuksi 0 < x <3.

-1

Yhdistdmaéll4 saatu ratkaisu ehtojen - 3sa
saadaan tapauksessa 1 ratkaisuksi vs'x= 2.




2) Tarkastellaan sitten tapausta, jossa epayhtdlon oikea puoli on
negatiivinen, jolloin 2—x<0 eli x>2.

Vd—-x22—-x

\_.\/__J
>0 <0

Koska vasen puoli on aina epénegatiivinen, niin epdyhtdld on aina

tosi, kun x>2.
Saadaan tapauksessa 2 ratkaisuksi 2 <x <4.

Yhdistdmaélla tapauksien 1 ja 2 ratkaisut 0<x<2 ja 2<x<4
saadaan alkuperdisen epayhtdlon ratkaisuksi

0<x<2 tat 2<x<4
eli

0<x<4.

Vastaus

0<x<4
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Maiiritetddn funktioiden méiérittelyjoukot ja tarvittaessa kasvavuus ja
vihenevyys. Ndami tiedot riittdvét erottelemaan kuvaajat toisistaan.

Funktio f(x)= Yx on parittomana juurifunktiona mééritelty
kaikilla x € R. Tdmé vastaa kuvaajaa 3.

1
Funktio g(x)=x* on murtopotenssifunktiona mééritelty, kun
x > 0. Funktio on aidosti kasvava, koska eksponentti on positiivinen.
Tama vastaa kuvaajaa 1.

1
Funktio A(x)=(x+2)> on midritelty, kun x+2>0 eli x>-2.

Tama vastaa kuvaajaa 4.

1
Funktio i(x)=x 2 on murtopotenssifunktiona méiritelty, kun
x > 0. Funktio on aidosti vihenevi, koska eksponentti on
negatiivinen.
Tama vastaa kuvaajaa 2.

Vastaus

£, kuvaaja 3
g, kuvaaja 1
h, kuvaaja 4
i, kuvaaja 2
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a) Eksponentti 3 ei ole kokonaisluku, joten funktio f on

madritelty, kun kantaluku 4x + 8 on positiivinen.

4x+8>0
4x>-8 |:4
x>-2

Madrittelyehto on x> -2.

b) Piirretddn funktion f kuvaaja
geometriaohjelmalla.

Maéirittelyehto rajaa kuvaajan
vilille x > 2.

Funktion f derivaatta kohdassa

3 on kuvaajalle kohtaan x =3
piirretyn tangentin kulmakerroin.

£1(3)=0,72

Vastaus
a) x>-2

b) £'(3)~0,72

3

LY ",/f
r’f
k+ 0724

P
-
/;./
,f; 1 y=1
1 X
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a) Positiivinen kokonaislukupotenssi on maaritelty kaikille
kantaluvun reaaliarvoille, joten médrittelyjoukko on R.

b) Negatiivinen kokonaislukupotenssi on méairitelty, kun kantaluku
on erisuuri kuin 0.
Mairittelyehdoksi saadaan x—-7#0 eli x#7.
Maiirittelyjoukko on R\ {7}.

¢) Kun eksponentti ei ole kokonaisluku, niin potenssifunktio on
madritelty positiivisille kantaluvun arvoille.
Madrittelyehdoksi saadaan x—7>0 eli x>7.
Maidrittelyjoukko on 7, oof.

Vastaus

a) R

b) R\ {7}
c) 17, o
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a) Murtopotenssi on médritelty positiivisille kantaluvun arvoille.
Saadaan médrittelyehto x—5>0 eli x>5.
Maédrittelyjoukko on 5, oo .

b) Pariton juurifunktio on méiritelty kaikille juurrettavan
reaaliarvoille. Madrittelyjoukko on R.

¢) Parillinen juurifunktio on méadritelty juurrettavan epénegatiivisille
arvoille. Médrittelyehtoon x—-5>0 eli x>5.
Maiirittelyjoukko on [5, oof .

Vastaus
a) 15, o
b) R

c) [5, o
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a) Eksponentti % ei ole kokonaisluku, joten funktio f on

médritelty, kun kantaluku on positiivinen eli kun x> 0.
Maédritetdén derivaattafunktio.

3 2 3 25, 1 L
D(=x3)==-—=x3
(4 ) 4

W | N

Derivaattafunktio on mééritelty, kun x > 0.

b) Eksponentti % el ole kokonaisluku, joten funktio f on
madritelty, kun kantaluku 2 —x on positiivinen.
2-x>0
-x>-2 | :(2)

x<2

Funktio f on miiritelty, kun x < 2. Miiritetddn
derivaattafunktio.

4 4 4 4 1
D2-x)==2-x)° (-)=—=2-x)°
5 5
Derivaattafunktio on méaritelty, kun x < 2.

1
Vastaus a) f'(x)= %x ,kun x>0

b) f'(x)= —%(2 - x)% ,kun x <2
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Rami laski eksponentin vaérin. Ramin suoritus oikein laskettuna:

1 e 2
DO —4x)=9--x" —4:1=3x -4

Murtopotenssi on mééritelty positiivisille kantaluvun arvoille, joten
derivaattafunktio on maaritelty, kun x>0.

Emilin laskussa méérittelyehto on véérin, pitdisi olla x> 0.
Muutoin Emil laski oikein, joskin turhan monimutkaisesti tulon
derivointisdént6d kayttien.
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a) Eksponentti 4 ei ole kokonaisluku, joten funktio f on

médritelty, kun kantaluku x >0.

Madéritetddn derivaattafunktio.
4 4 24 1
f'(x):D(3x3—20x):3‘§x3 —-20-1=4x3-20

Maiiritetdadn derivaattafunktion nollakohdat.

J'(x)=0
1
4x3-20=0
1
4x* =20 |:4
X' =5 |0
1
(x?)' =5
x=125

Ratkaisu toteuttaa madrittelyehdon x>0.



b) Eksponentti 2 ei ole kokonaisluku, joten funktio f on
médritelty, kun kantaluku x >0.

Mairitetddn derivaattafunktio.

2 2 3

['(x)=D(5x° ~16x) =5%x51 _16-1=2x 516

Mairitetdadn derivaattafunktion nollakohdat.

f'(x)=0
3
2x °=16=0
3
2x ° =16 |:2
3 3
x5 =28 ()3
—_—— =~
>0 >0
3
(x 5)3:83
3.5
< 1
x5 3 =—
83
)Cl: !
385
1
X=—
32

Ratkaisu toteuttaa méaérittelyehdon x > 0.

Vastaus a) x=125 b) x= %
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.2 . . .
a) Eksponentti — ei ole kokonaisluku, joten yhtdlé on miaritelty,

kun kantaluku x>0.

2
4-x3=0
2 3
© =4 0
= %
23 3
(x3)2 =42
23
x32 =(\/Z)3
1:23
=8

Ratkaisu toteuttaa méérittelyehdon x > 0.



b) Eksponentti % el ole kokonaisluku, joten yhtdlé on miiritelty,

kun kantaluku x>0.

4
2x—x3=0

n
2x—x3=0

1
2x—x-x>=0

1
x-(2-x%)=0
1
x=0 tai 2—-x3=0

W=

x3=2
() =2
x=28

K¢}

Saaduista ratkaisuista x =8 toteuttaa méérittelyehdon x > 0.



¢) Pariton juurifunktio on méadritelty kaikilla juurrettavan
reaaliarvoilla, joten yhtdlé on mééritelty kaikilla muuttujan x
arvoilla.

Muokataan yhtaloa.
2x — 3/)74 =0
Ut =2x Iss
x*y = @xy

x*t=8x*
x'=8x*=0
x - (x—=8)=0

x*=0 tai x—8=0

x=0 tai x=8

Vastaus
a) x=38
b) x=8

c) x=0 tai x=8
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Eksponentti Bl el ole kokonaisluku, joten funktio f on miiritelty

kantaluvun 4x — 8 positiivisilla arvoilla. Selvitetddn mairittelyehto.

4x-8>0
4x>8 |:4
x>2

a) Madritetdan derivaattafunktio.
3

f(@:JXAx—&z=§(4»—&534=1m4x—&2

Derivaattafunktio on mééritelty, kun x> 2.

b) Médritetddn derivaattafunktion nollakohdat.

3

10(4x—8)2 =0 110

3

(4x-8)2 =0

Murtopotenssin arvojoukko on ]0, o[, joten se ei voi saada
arvoa 0. Siten yhtélolla ei ole ratkaisuja.

Derivaattafunktiolla ei ole nollakohtia.

a) f'(x)= 10(4x—8)%, kun x> 2

Vastaus
b) derivaattafunktiolla ei ole nollakohtia
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a) D(/x)=D(x")= %x“_l

A1

43 x*

1
LIS
4

b) D({2x)=D(2x)s = %(2)06‘1 )

5
:l(Zx) 6 :l. 1
3 3 >
(2x)°
1 1 1

“3ory Wy 3

Vastaus
1
a) D({‘/;): ,kun x>0
#lx
b) D(Y2x) = ———  kun x>0

3{32x°



82

a) Juurrettava x°—5>0, kun x> J5 , joten funktion lauseke
voidaan esittdd murtopotenssimuodossa.

Vx*=5=(x" —5)%

Mairitetddn derivaattafunktio.

2 i 1 2 ’l 1 X
D(x* =5)? = (" =5) T 2x=——

( x2 _ 5)5 X 2 5
Derivaattafunktio on méaritelty, kun x > N
b) Juurrettava on positiivinen, kun x > 1, joten funktion lauseke

voidaan esittdd murtopotenssimuodossa. Médritetdin
derivaattafunktio.

1 1
D [Bx=1_p(8x-1): _1(8x-1)2 8
3 3 2\ 3 3
1
S5

3\ 8x—1)  3J8x-1

Derivaattafunktio on mééritelty, kun x >1.

Vastaus a) Dvx’ — :%,kun x>+/5
x° =5

8x—1 4\/§
3 3J8x -1

b) D ,kun x> 1
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Juurrettava on positiivinen kohdan x = 1 ymparistossa, joten

x+1
voidaan muokata funktion lauseketta kiyttien murtopotenssia.

f(x)=|— =( a jzz X l:x%(xﬂ)’%

x+1 x+1 (x+1)2

Kaytetddn yhdistetyn funktion ja osaméérin derivointisdéntdja
derivaattafunktion laskemiseksi.

1 1
x 2 1 x X
'X)=D| — | =—- -D
/1) (x+1j 2 (x+1) x+1

1
_1( x )2 Dx-(x+1)—x-D(x+1)
2 (x+1 (x+1)°
1
Ll (x40 T(x+D)—x1
2 X (x+1)
1 1
_1 x+15' 11 (x+D)> 1
2\ x (x+1)* 2 xl (x+1)

2

1, 3
(x+1)*  (x+1)2
1 - 1

1
2 x2 2x?
B 1 1

Caeeery N




Sijoitetaan arvo x =1 derivaattafunktion lausekkeeseen.

1 1 1
,l: = =
7' WA+ 21420 2242
I S R
R NN
Vastaus
=2

8
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a) Juuren kertaluku 7 on pariton, joten voidaan soveltaa
potenssin derivointisdéntod kaikkialla paitsi juurrettavan
nollakohdassa x #1.

g(x)=DJx-1=D(x— 1)%
: 1

1 o1 =
== (x=1) l=—(x-1) T =——
7D 77D 7z -1)°

b) Juuren kertaluku 3 on pariton, joten voidaan soveltaa potenssin
derivointisdéntod kaikkialla paitsi juurrettavan nollakohdissa.

Maiiritetddn juurrettavan nollakohdat.

2xP—x=0

x(2x-1)=0

x=0tai 2x-1=0

2x=1
1
xX=—
2

Funktio f on derivoituva, kun x#0 ja x# %



Madritetddn derivaattafunktio.

f'(x) = D(10:/2x* — x)
=D(10(2x* - x)é)

1
=10%(2x2—x)5 L22x-1)

4

=2(2x% —x) S(4x-1)
o 8x-2

- J2x* —x)*

Vastaus
1
a) g'(x)=———, kun x =1
7Y(x—1)°
b) £/(x) =222 un x#0 ja x %
2 4 J
J(2x™ —x) 2
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Tangentin kulmakerroin on funktion x</x”>—3 derivaatan arvo
kohdassa x=-2.

Juurrettava x> —3 on erisuuri kuin 0 kohdan x=-2
ympéristdssd, joten voidaan kiyttdd murtopotenssimuotoa ja
potenssin derivointisdintoa.

Maédritetddan laskimella funktion x3/x*—3 derivaattafunktio kohdan
X = —2 ympéristossa.

5x* -9
D(xx* -3)=———
(V=) 33(x* =3)’

Sijoitetaan derivaattafunktioon arvo x =-2 tangentin
kulmakertoimen £ mairittdmiseksi.

k==L

W2 -3 3

Mairitetddn kéyrédn y-koordinaatti kohdassa x =-2.

y=(2R(2y -3=-2



. ) 11 . . S
Sijoitetaan kulmakerroin & = EY ja kdyrén pisteen koordinaatit

(xy,¥,) =(=2,-2) suoran yhtdlon lausekkeeseen

y=y,=k(x—-x,).
11
y—(—2)=?(x—(—2)) -3
3y+6=11x+22
1lx-3y+16=0

Vastaus 11lx—-3y+16=0 (eli y=1—31x+?)

Huomaa! Suoran yhtdlon ratkaistu muoto saadaan ratkaisemalla
muuttujan y suhteen.

11x-3y+16=0
By=-1lx-16 |:(-3)

11 16

y=—x+—

3 3
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Funktio f on médritelty, kun juurrettava on epinegatiivinen.

Ratkaistaan mérittelyehto 12x —3x”> >0.
Madéritetddn juurrettavan nollakohdat ja hahmotellaan kuvaaja.

12x-3x* =0
3x(4—-x)=0
3x=0 |[:3 tai 4-x=0

x:o x=4 _D 5 \-

Mairittelyehtoon 0<x <4.

Funktio saa vililld [0, 4] suurimman ja pienimmain arvonsa vélin
paitepisteissd tai vilille ]0, 4] kuuluvassa derivaatan
nollakohdassa.

Mairitetadn derivaattafunktio.

f'(x) = Dy12x - 3x —D(12x 3x° )2
:—(12x 3x%) 2 -D(12x - 3x%)

= %(12)( —3x2)’5(12 —3.2x)

(2

12-6x

24/12x —3x?

. 6-3x

V125 -3x2



Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

f'(x)=0

_ 63 ‘wh2x—3x2(¢0)
V12x —3x?

6-3x=0
3x=6 |:3
x=2

Nollakohta kuuluu tarkasteluvélille ]0, 4] .

Lasketaan funktion arvot vélin péétepisteissa ja derivaattafunktion
nollakohdassa.

£(0)=~12-0-3-0> =0 =0 pienin arvo
f(@)=+12-4-3.42=J0=0 pienin arvo
F(2)=+12-2-3-22=24-12 =12 =243 suurin arvo

Vastaus

suurin arvo 2+/3, pienin arvo 0
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Funktio / on méritelty, kun juurrettava x — x> on epdnegatiivinen.

Ratkaistaan médrittelyehto x —x”> >0 selvittimilld nollakohdat ja
hahmottelemalla kuvaaja.

2
x—x"=0

x(1-x)=0 +

x=0tail—x=0 - TN\~
x=1

Funktion f mdidrittelyehto on 0 < x <1.

Funktion mahdolliset d4riarvokohdat ovat méérittelyvélin [0,1]
paitepisteet ja vililla ]0,1[ olevat derivaattafunktion nollakohdat.

Madritetadn derivaattafunktio laskimella.

2
F1(x) = D(16xvx —x7) = M, missi 0<x<I.

VX —X



Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.
f'(x)=0

2
W,
X—X

24x-32x" =0
4x(6—-8x)=0
4x=0 |:4 tai 6-8x=0
3
X =—
4

Nollakohdat kuuluvat vélille ]0,1[. Lasketaan funktion arvot
madrittelyvilin paatepisteissi ja derivaattafunktion nollakohdissa.

£(0)=16-040-0* =0 pienin arvo

f(1)=16-171-1" =0 pienin arvo

f( )—16 %‘/%—(—} =33 suurin arvo

Varmistetaan ddriarvojen laatu kulkukaavion avulla.
Derivaattafunktio on jatkuva, joten testataan derivaatan merkit.

AW

O -
O 7 TN

min maks min




Vastaus

a) minimikohdat x =0 ja x =1, maksimikohta x = %

b) suurin arvo 343, pienin arvo 0
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a) Eksponentti % el ole kokonaisluku, joten funktio f on

médritelty, kun kantaluku 7 —5x > 0. Ratkaistaan médrittelyehto.

7-5x>0
—5x>-7 |:(-5)

7
X <=
5

Funktion f maédrittelyehto on x < %

b) Funktion f derivaatta S . AY
kohdassa —2 on kuvaajalle -
T =|—
kohtaan x =-2 piirretyn "‘i{w_: 0.3654
tangentin kulmakerroin. B
¢ y = lx) \\:‘“““mﬁ
f'(-2)=-0,37 l

'"IH

Vastaus

a) médrittelyehto x < %

b) f(-2)~-0,37
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a) Potenssifunktio, jonka eksponentti on positiivinen kokonaisluku,
on médritelty kaikille kantaluvun reaaliarvoille.
Madrittelyjoukko on siten R.

b) Potenssifunktio, jonka eksponentti on negatiivinen kokonaisluku,
on médritelty kaikille kantaluvun reaaliarvoille paitsi arvolle O.
Madrittelyjoukosta taytyy siis jattdd pois muuttujan x arvo, jolle
pitee 6—-2x=0.

6-2x=0
2x=-6 |[:(-2)
x=3

Funktion f médrittelyjoukko on R\ {3}.

¢) Potenssifunktio, jonka eksponentti ei ole kokonaisluku, on
maédritelty positiivisille kantaluvun arvoille. Méérittelyehdoksi
saadaan 6-2x>0 eli x<3.
Madrittelyjoukko on |—o0,3].

d) = ei ole kokonaisluku, joten potenssifunktio on mééritelty
positiivisille kantaluvun arvoille. Maérittelyehdoksi saadaan
6-2x>0 eli x<3.

Maédrittelyjoukko on |—o0,3].

Vastaus
a) R

b) R\ {3}
¢) ]—o,3[
d) ]—,3
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a) Pariton juurifunktio on méadritelty kaikille juurrettavan
reaalilukuarvoille, joten méérittelyjoukko on R.

b) Parillinen juurifunktio on mééritelty juurrettavan epénegatiivisille
reaalilukuarvoille, joten méérittelyehdoksi saadaan 3x—-92>0 eli
x > 3. Médrittelyjoukko on siis [3,0].

¢) Potenssifunktio, jonka eksponentti ei ole kokonaisluku, on
médritelty positiivisille kantaluvun arvoille.
Saadaan madrittelyehto 3x-9>0 eli x>3.
Maédrittelyjoukko on siis ]3,0] .

d) Potenssifunktio, jonka eksponentti ei ole kokonaisluku, on
maédritelty positiivisille kantaluvun arvoille.

Saadaan médrittelyehto 3x* +9>0 eli x”>-3.

Koska x>0 kaikilla muuttujan arvoilla, niin médrittelyehto
toteutuu aina.
Funktion f méarittelyjoukoksi saadaan siis R .

Vastaus
a) R
b) [3,00[
c) 13,00
d) R
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a) Potenssifunktio, jonka eksponentti ei ole kokonaisluku, on
méidritelty kantaluvun positiivisille arvoille.
Funktio f on maddritelty, kun x>0.

Kaytetddn potenssin derivointisddntoa.

3 8
l.(_é)x 5 1+l.1=_lx 5 +l

1 5 1
'(x)=D(=x *+=x)=
S1) (3 5 ) 35 5 5 5
Derivaattafunktio on mééritelty, kun x> 0.
Maédritetddn derivaattafunktion nollakohdat.

8
—lx5+l:O
5 5
12
——x’=—= -(=5
s S |-(=5)
8 5
=1 |O°
8 5 5
(XS)S 18
8 5
() i
5
IE
P b
815
x=1

Saatu ratkaisu toteuttaa méaérittelyehdon x>0.



b) Funktio on mééritelty, kun 6x+3>0.

6x+3>0
6x>-3 |:6

x>——

Maiiritetddn derivaattafunktio kiyttamalld potenssin ja yhdistetyn
funktion derivointisddntdja.

3

1 1 3
Li6x+3)7" 6=3(6x+3)

ij):[Xﬂﬁx+3f):2-Z
Derivaattafunktio on méaaritelty, kun x > —% .

Madritetdan derivaattafunktion nollakohdat.

3
3(6x+3) =0 |:3
3

(6x+3) +=0

Kun sen eksponentti ei ole kokonaisluku, niin potenssifunktion
arvojoukko on ]0,0[ . Siten yhtdlon vasen puoli on positiivinen

kaikilla x> —% , eikd yhtilolla ole ratkaisuja.
Vastaus

a) x=1
b) ei nollakohtia
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a) Potenssifunktio, jonka eksponentti ei ole kokonaisluku, on
méidritelty kantaluvun positiivisilla arvoilla.
Funktio f on mééritelty, kun

12-5x>0
—5x>-12 |:(-5)

12

X <—.

Madritetddn derivaattafunktio.

F'(x)=D(5(12 - 5x)5 +320x) =5 - %(12 ~5x)5 -(=5)+320

3

= —40(12 - 5x)5 + 320
: : . 12
Derivaattafunktio on mééritelty, kun x < 5

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

3

—40(12-5x)5+320=0

3
—40(12 - 5x)° =-320 | :(-—40)
3

(12-5x)5 =8



Yhtdlon molemmat puolet ovat positiivisia, joten voidaan korottaa

puolittain potenssiin 3 yhtélon ratkaisemiseksi.

3

3 3
(12-5x)5 = 8 ()3
>0 26

35 5

((12-5x)5) =8

(12— Sx)%g = (Y’

(12-5x)' =2°
12-5x=32

—5x =20 |:(=5)
x=-4

Nollakohta x =—4 kuuluu derivaattafunktion maarittelyvalille
- 2
b 5 M

b) Potenssifunktio, jonka eksponentti ei ole kokonaisluku, on
médritelty kantaluvun positiivisilla arvoilla.

Funktio f on médritelty, kun 3x—-1>0 eli x> %

Madritetaan derivaattafunktio.

f(x)= D(% ~(Bx-1)") = % - %(3x _1y 3= % ~2(3x-1)?

Derivaattafunktio on mééritelty, kun x > 3



Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

1 1
——23x-1)3*=0
2 (Bx-1)

2(3x-1) ? = —% |:(-2)

1
1
3x—1)=—
( ) 2

Koska yhtdlon molemmat puolet ovat positiivisia, niin voidaan
korottaa puolittain potenssiin —3 yhtédlon ratkaisemiseksi.

1

Gr-Di=c O
N
>0 :ra‘
1 1\
3x-1)3)7 =] =
(BGx-1)7) (Sj
L3
Gx-1) 7 =8¢
(3x—1)' =512
3x—1=512
3x=513 |:3
x=171

Nollakohta x =171 kuuluu derivaattafunktion méérittelyvalille

1
]g,oo[.

Vastaus a) x=-+4
b) x=171
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a) Yhtdlon méadrittelyehto on x > 0. Muokataan yhtaloa.

2
18—2x3 =0
2

2x3=-18 |:(-2)
x3=9

Yhtdlon molemmat puolet ovat positiivisia, kun x >0, joten se

. o .3
voidaan korottaa puolittain potenssiin 3

2 3
pey O
>0 >0
23 3

(x3)2 =92
23
7= (o)
x] =33



b) Yhtdlon médrittelyehtoon x> 0.

4 1 1 1
d 1+= 2 2
Havaitaan, ettd x3=x 3 =x'-x3=x-x3.

Ratkaistaan yhtilo.
4
18x—2x3=0
18x—2x- x% =0
x(18— Zx%) =0

1
x=0 tar 18-2x3=0

1
—2x3 =-18 |:(-2)
1
X3 =9 K6}
1
(x3)3 :93
x =729

Ratkaisuista vain x =729 toteuttaa méadrittelyehdon x> 0.



¢) Yhtdlo on méadritelty kaikilla muuttujan reaaliarvoilla.
Muokataan yhtaloa.
18x—2%x* =0
18x=2¢x* |:2
ox=x" ()
(9x) = @x*y

729x° = x*
729x° —x*=0
¥’ (729-x)=0

=0 tai 729-x=0

x=0 x =729
Vastaus
a) x=27
b) x =729

c) x=0 tai x=729
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Potenssifunktio, jonka eksponentti ei ole kokonaisluku, on madritelty
positiivisilla kantaluvun arvoilla. Siten funktion f maiérittelyehto on

4x —6 > 0, mistd saadaan ratkaistua x > %
Maiiritetddn derivaattafunktio.
7 9 74 14 1
f'(x)=D(4x—-6)° = g(4x -6)¢ 4= ?(4x -6)°¢

Kun eksponentti ei ole kokonaisluku, niin potenssifunktion
arvojoukko on ]0,[ . Arvojoukko pysyy samana, kun funktio

14 . . . . e
kerrotaan luvulla = Téten derivaattafunktio saa vain positiivisia

arvoja.

1
Koska derivaatta f'(x) = %(4)( —6)® >0 koko médrittelyjoukossa

3 .. . .
x> 5 niin funktio f* on aidosti kasvava. []



95

a) Epdyhtdlo on midritelty, kun x > 0. Muokataan epdyhtdloa.

3x326 |:3
1
x3>2

Korotetaan epayhtilo puolittain potenssiin 3.

Koska funktio x’ on aidosti kasvava, niin epiyhtélomerkin
suunta sdilyy samana.

1
x3 >

\S)
~
~

w

Saatu ratkaisu toteuttavaa epdyhtélon madrittelyehdon x>0.



b) Epédyhtdld on mééritelty, kun x > 0. Muokataan epdyhtiloa.

4
3x *—48>0
4

3x 3 >48 |:3(>0)

X

SRR

>16

Epéyhtdlon molemmat puolet ovat positiivisia, joten voidaan

korottaa epdyhtéld puolittain potenssiin e

3
Koska funktio x * on aidosti vihenevé, niin epdyhtdlomerkin

suunta vaihtuu.
4 3
x3>16 ()*
—_ =~
>0 >0

4 3 3
(x3)4<16 4
4.3
(-1 (-2) 1
X 3

4 <
- 3

164
1

#16)°

x<—

8

x' <

Yhdistdmaéll saatu ratkaisu epidyhtédlon méérittelyehdon x>0

) ) 1
kanssa saadaan ratkaisuksi 0< x < g .

Vastaus a) x>8 b)0<x£%
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Funktio on aidosti kasvava, jos sen derivaattafunktio on positiivinen
(tai nolla yksittdisissd kohdissa) funktion koko méérittelyjoukossa.
Vastaavasti funktio on aidosti vihenev4, jos derivaattafunktio on
negatiivinen (tai nolla yksittdisissd kohdissa) koko
madrittelyjoukossa.

Madritetddn funktion f(x)=x", missd x> 0, derivaattafunktio
potenssin derivointisdinnon avulla.

f1(x)=D(x") = rx""

Kun x>0, niin myds x>0 kaikilla vakion r arvoilla.

Kun »>0,niin »x""' >0, ja funktio on aidosti kasvava.

Kun <0, niin 7x""' <0, ja funktio on aidosti viihenevi. []
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a) Juurrettava on positiivinen, kun x > 0, joten voidaan kdyttda
murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisdantoa.

D/5x = D(Sx)% - l(Sx)%*1 .D(5x)

5 1 5

=—5 25——
() 2 oop 2V

b) Juurrettava on positiivinen, kun x > 0, joten voidaan kayttda
murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisdintoa.

2 2 s 1., 5! 2
DVx®+x =D(x +x)2:E(x +x)? -D(x"+x)

1
:%(x2+x) 2 -(2x+1):%;1-(2x+1)
(x* + x)2

o 2x+1

- 20X+ x

Vastaus
5
a) ——,kun x>0
) 3
by 2L kx>0

20x* +x
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a) Juurifunktio on pariton, joten voidaan kayttda
murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisdéntod kaikilla

muuttujan arvoilla, joilla juurrettava x°+1#0.

Koska x>0 kaikilla x € R, niinehto x*+1#0 toteutuu
kaikilla xeR.

Madéritetddn derivaattafunktio.

1 1
DUx? +1=D(x* +1)° :%(x2 1) D +1)
1 2 2x 1 2x

:—(x2+1)7§-2x:— =
3 3y 1)§ 33(x* +1)°

Lausekkeen nimittéjélla ei ole nollakohtia, joten derivaattafunktio
on médritelty kaikilla xeR.



b) Juurifunktio on pariton, joten voidaan kayttda
murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisdéntod kaikilla
muuttujan arvoilla, joilla juurrettava 4x” —16#0.
Maiiritetddn juurrettavan nollakohdat.

4x* -16=0
4x* =16 |:4
x’=4

x=2tal x=-2
Derivaattafunktio on mééritelty, kun x #2 ja x #-2.

Mairitetddn derivaattafunktio.

1 L
Di4x* =16 = D(4x> —16)3 = %(4;8 _16)* -D(4x* —16)
2
:%(4;& ~16) 3 -8x :8—’6%
(4x* —16)3
8x

“3fax 16y

Vastaus
2x

Y 3R(x* +1)°

b) — % kun x#2 ja x#-2

33/(4x —16)°
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a) Juurrettavat ovat positiivisia, kun x >0, joten voidaan kdyttaa
murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisdantoa.

11
Dyx++/x = D(x+x?)?

1 [ 1
=E(x+x2)2 ‘D(x+x?)
1 1 1
:5(x+x2) 2(1+5x2 )

1
:%%(I-F%X 2)
(x+x5)5
1 1
1+—)

= (
2\/x+\/; 2x2

1+L
N
2\/x+\/;

Derivaattafunktio on méaritelty, kun x > 0.



.ox—1 o .
b) Funktio T on madritelty, kun x # 0. Parittoman
X
juurifunktion derivoimiseksi voidaan kéyttaa
murtopotenssimuotoa, koska juurrettava on eri suuri kuin nolla.

px-l _D(x-1)-x-(x-1)-DJx

I (/)

_l-xg—(x—l)~Dxg

1
(x?)’
2) 1 R 2 2
=(x=-1)-—x3 xPx3-(x-1D--x?-x3
_ 3 3
2 2 2
o RN
12 1 -%2 1
x? 3 —(x=1)--x 33 xl—(x—l)-gx0
= 2.2 = 3
xT? X3
x—(x—1)~l-1 x—lx+—
-_— 3 p—y
4 1L
x? x3
V21
§x+3 2x+1
= l+l = T
x ? 3x-x?
2x+1

Derivaattafunktio on mééritelty kaikilla x # 0.



Vastaus

) — 2% xso b)2x+ kun x #0

2\/x+\/; X\/_
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Funktio f on médritelty juurrettavan epinegatiivisilla arvoilla.

Ratkaistaan epiyhtild —x*+2x+3>0 méirittimilli juurrettavan
nollakohdat ja hahmottelemalla kuvaaja.

X" +2x+3=0

2
x:—zi\/z —4.(-1)-3 2

2:(-1
24416 2+4 :

-2 2 +

—1+2 2 _/1 0 1 2 \_ 4
-

x=1+2=3 tai x=1-2=-1
Maiirittelyehdoksi saadaan —1< x < 3.

Funktion mahdolliset dariarvokohdat ovat sen derivaattafunktion
nollakohtia tai médrittelyvélin péatepisteité.

Madritetddn funktion f derivaattafunktio, kun —1<x<3.

Talloin juurrettava on positiivinen, joten voidaan kayttaa
murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisddntoa.



f'(x)=DyV-x"+2x+3

= D(—x* +2x+3)2
1

- %(x2 1 2x43)F -D(—x?+2x+3)
1 2 7l 2
:E(—x +2x+43) 2-(2x"+2)
1 2
= = (=x"+1)
(—x* +2x+3)?
—x*+1

N-xP+2x+3

Derivaattafunktio on mééritelty, kun —1<x<3.

Derivaattafunktion nollakohdat ovat sen lausekkeen osoittajan
nollakohtia. Ratkaistaan osoittajan nollakohdat.

—x*+1=0

x*=1
x=1 tar x=-1

Naéistd vain x =1 toteuttaa médrittelyehdon —1<x<3.



Lasketaan funktion arvot vélin pédétepisteissd ja derivaatan
nollakohdassa.

(1) =y/~(=1)* +2-(-1)+3 =+/-1-2+3 =0 =0 pienin
F()=v-3+23+3=J9+6+3=0=0 pienin
F()=A-1+2-143=v-1+2+3=4=2 suurin

Vastaus
suurin arvo 2, pienin arvo 0
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Juurrettava on positiivinen, kun

2x+&8>0
2x > -8
x>-4

Télloin voidaan kdyttdd murtopotenssimuotoa ja potenssin
derivointisddntoa.
I
f'(x)=D+2x+8 =D(2x +8)?
1 1
:%(2x+8)2 L 2=(2x+8) 2

1
2x+8

Derivaattafunktio on mééritelty ja positiivinen, kun x> —4.
Téten funktio f on aidosti kasvava vililld ]—4,00][.

Yksittdinen kohta x =4 ei vaikuta funktion monotonisuuteen,
joten funktio f on aidosti kasvava myos koko

maédrittelyvalilla [4,00[. [



a,=2-2+4=2-6
a,=3-3+4=3-7
a,=4-4+4=4-18

b) Lukujono on aidosti kasvava, jos a,,, >a, kaikilla n=1,2,3,... .

Tutkitaan funktiota f(x)=x—-+x+4,missd x> 1.

Juurrettava saa positiivisia arvoja kaikilla x > 1, joten voidaan
kayttad murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisdantoa.

D(x—+x+4)= D(x—(x+4)%)

=L ay
=1-—(x+

2

1 1
1~ (x+4) 2

2( )
o1

240x+4



Derivaattafunktio on positiivinen, kun

1- ! >0
+4

24 x
1

> -1 |- (-2Jx+4) (<0)
2dx+4
I<2Vx+4

Téten derivaattafunktio on positiivinen erityisesti kaikilla x >1.
Funktio f on siten aidosti kasvava, kun x >1.

Lukujono a, =n—+/n+4 on myds aidosti kasvava, silld
a,= f(n),joten a,, = f(n+1)> f(n)=a, kaikilla positiivisilla
kokonaislukuarvoilla n =1,2,3,... . [
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Pisteen (x,y) etiisyys origostaon +/x’+ )’ Pythagoraan lauseen
nojalla. Sijoitetaan paraabelin y -koordinaatin lauseke y =4—x°
etdisyyden lausekkeeseen, ja saadaan paraabelin pisteen etdisyytta

origosta kuvaavaksi funktioksi f(x)=+/x>+(4—x%) .

x>0 ja (4—x7)* >0 aina,jakoska niimi lausekkeet eivit ole

yhtaikaa nollia, niin x*>+(4—x°)* >0 aina.
Funktio f on siis médritelty kaikilla xeR.

Funktion f &driarvokohdat ovat derivaatan nollakohtia.
Derivoidaan laskimella.

/ 2 252 2x |X(| X )
"(x)=D +(4-x -~ 7

Maidéritetddn derivaatan nollakohdat.

f'(x)=0

2x —4x(4-x7)
=0

2% + (4 x7)

N

x=0 tat x=+——
2




Lasketaan pisteideen etdisyys origosta derivaattafunktion
nollakohdissa.

£(0)=+J0? +(4—07) =/4* =4

2

f(i@)= (iﬂ} [ [i\/;_élJ} =%zl,94 pienin

E‘

Lasketaan paraabelin kuvaajan y -koordinaatti kohdissa x = iT .

Etdisyys origosta saa pienimmén arvonsa - paraabelin kuvaajan

V14 1

pisteissi (g,z) (—— —)

Vastaus
pisteet (@,%) ja (- \/;_4 ;) lyhin etdisyys \/;_5
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Funktio g on médritelty kaikilla x> -3.
Madritetddn funktion g derivaattafunktio erotusosamdirin raja-

arvona.

oy e S+ h) — g(x)
g'(x)=lim ,

Sijoitetaan funktion g lauseke g(x)=+3+x.

o B3 (k) 3+ x
g'(x) = lim P



Muokataan erotusosaméérian lauseketta raja-arvon méaérittdmiseksi.

Sy +3x
B )\/3+(x+h)—«/3+x

h

(B3 (x+h) =3+ x)(3+ (x +h) +4/3+X)
- h(B+(x+h) +3+x)
(B ) - B+x)
(B (x+h) +B3+x)
_ _G+(x+h)-GB+x)

h(J3+(x+h) +~/3+x)
3 3+x+h-3-—x
(B (x+h)+B3+x)
~ h (h
B+ (x+h)+B3+x)

1

B+ h) +B+x

Lasketaan erotusosaméérin lausekkeen raja-arvo.

1
'(x) =lim
g 50 34+ (x+h) +3+x

1
CBax+0+3+x

1
24/3+x

, kun x> -3

1
Vastaus '(x)=
g 23+ x
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a) Kun x>0, niin voidaan kéyttdd murtopotenssimuotoa ja
potenssin derivointisdédntod.

b) Kun x<0,niin —x >0, ja funktion f lauseke voidaan esittdd
murtopotenssimuodossa seuraavasti:

f(x)= Yx = Y—(—x) = —4f—x = —(—x)% ,missd x<0.

Sovelletaan tdhdn muotoon potenssin derivointisdéntoa.
Kun x <0, niin

['(x)=D(~(-x)") =-D(-x)" = —%(—X)”_l -D(=x)

Tl
n n

1 |
=;(_x) == n—1

")

1 1

Kun »n on pariton, niin n—1 on parillinen, ja (—x)”‘l =x

Siis f'(x) = D¥/x =

n—1

= ,missd x>0ja n=1,3,5 ... 01

1
ni/x"
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