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a) Parillinen juurifunktio on méaéritelty juurrettavan epénegatiivisille

arvoille. Saadaan siis mérittelyehto 36 — x* > 0 . Ratkaistaan
epayhtdld maarittdmailld nollakohdat, ja hahmottelemalla kuvaaja.

36—x2=0 i
x> =36
x =36 =16
_{

20

Miirittelyehdoksi saadaan %;j Ll

—-6<x<6

Lasketaan funktion arvo kohdassa 4.

R

f(4)=+36-4" =36-16 =420 =/4-5 =/4/5 =24/5



b) Parillinen juurifunktio on mééritelty juurrettavan epinegatiivisille
arvoille, joten lausekkeesta Jx saadaan ehto x>0.
Lausekkeesta v/x—3 saadaanehto x—3>0 eli x>3.

Toisaalta funktio ei ole madritelty nimittdjan nollakohdissa.
Nimittdjén nollakohdat saadaan yhtélosta

Vvx—=3=0celi x-3=0 eli x=3.
On siis oltava x # 3.
Yhdistdmélld ehdot saadaan funktion méérittelyehdoksi x >3 .

Lasketaan funktion arvo kohdassa 4.

f(4)_%/4+2ﬁ_%/4+2~2_@_2
Y43 11

Vastaus
a) 6<x<6, f(4)=25
b) x>3, f(4)=2
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a) Parillinen juurifunktio on mééritelty juurrettavan epinegatiivisilla
arvoilla, joten saadaan yhtilolle méérittelyehto x>0.

2Wx=1 |:2
Jx =

1
2

Koska yhtdlon molemmat puolet ovat epinegatiivisia, niin
voidaan korottaa puolittain potenssiin 2.

()

b) Yhtdlon médrittelyehto x > 0. Muokataan yhtdloa.

Jx+2=0
Jx=22

——
>0 <0

Parillinen juurifunktio Jx saa vain epédnegatiivisia arvoja.
Taten yhtélolla ei ole ratkaisuja.



¢) Pariton juurifunktio on mééritelty juurrettavan kaikilla
reaalilukuarvoilla. Ratkaistaan yhtdlo korottamalla puolittain
potenssiin 3.

Yx+2=0
Ix=-2 I8}
R =(2)°

b) ei ratkaisua

c) x=-8
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a) Parillinen juurifunktio on mééritelty juurrettavan epénegatiivisille
reaalilukuarvoille, joten yhtéldlle saadaan médrittelyehto

9-5x>0
—5x>-9 |:(-5)

x<2

Koska yhtdlon molemmat puolet ovat epinegatiivisia, niin yhtilod
voidaan ratkaista korottamalla puolittain potenssiin 2.

Jo-5x =7 Ke5

)
(N9-5x) =7
9—5x=49

—5x =40 |:(-5)
x=-8

. e 9
Ratkaisu toteuttaa madrittelyehdon x < s



b) Funktio Jx on madritelty, kun x>0.
Toisaalta funktio on mééritelty, kun 1+x>0eli x>-1.

Yhdistdmaélla ehdot saadaan yhtidlon méarittelyehto x>0.

Koska yhtdlon molemmat puolet ovat epanegatiivisia, niin yhtilo
voidaan ratkaista korottamalla puolittain potenssiin 2.

Jxfl+x=1 |
>0 %

(Vx1+x)? :iz
Ny +x) =1

x(1+x)=1
x+x2=1
X+x-1=0

Ll P4l (=) —1%45

X = =

2.1 2
=_1_2\/§z—1,6 tai x:_p;ﬁ ~0,6

Naisté ratkaisuista vain

~1++/5
X =
2

toteuttaa madrittelyehdon x > 0.

Vastaus
a) x=-8
-1+ J5

b
) x 5
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Voidaan kdyttdd murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisdintoa,
kun x>0.

1 1 1
= 1 = 1 - 11 1
a D\/_:szz—xz :—xzz——:—
) 2 2 2 5 2Vx
X
1 1 é
b)Df/—:Dx6:lx61:lx6:lL5: !
6 6 6xg 65/x°
l 1+l i 271 3 l 3
¢) DxJx=Dx'-x2=Dx 2=Dx?=2x? ==x?=24/x
Vastaus
a) Dvx = !

Ql

2x
] 1
b) DYx = 5

6¢x*
c) Dx\/7=§\/;

2
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a) Juurrettava 6—-3x >0, kun x <2. Voidaan siis kdyttda
murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisdantoa.

f'(x)=D6-3x
D630

1
:%(6—3x)4 ' D(6-3x)
3

= %(6—3x)4 (-3)
3001

4 3
4 (6—3x)*
-3

“agfe-3y



b) Juurrettava 4x”>—16=0,kun x #+2. Voidaan siis kiyttii
murtopotenssimuotoa ja potenssin derivointisdintoa.

f(x)= DY4x* ~16
_ D@ ~16)°

1 1
:§(4x2 ~16)3 -D(4x> -16)

2

=%(4x2 —16) *-(4-2x)

8x 1
= ?—g
(4x2 -16)3
B 8x

33(4x* —16)?

Vastaus
-3
a) f(x)=——=,kun x<2
43/(6— 3x)3
8x

,kun x # £2

b) g'(x)= —— —
)£ 33(4x> —16)
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a) Funktio +1-x> on méiritelty juurrettavan 1-—x’

epinegatiivisilla reaalilukuarvoilla, misti saadaan ehto 1—x>>0.
Ratkaistaan epayhtdld méadrittimalla nollakohdat ja
hahmottelemalla kuvaaja.

1 -|x

Kuvaaja on alaspidin aukeava _ 5

paraabeli, joten funktio 1-x’
on positiivinen nollakohtiensa
vilissd. Saadaan ehto —1<x<1.

1—x*
2
X

Il
+H = <

X

Toisaalta funktio f ei ole mééritelty nimittdjin 3x
nollakohdassa x =0, joten saadaan toinen ehto x #0.

Yhdistdmaélla ehdot saadaan funktion f maéérittelyehdoksi
—-1<x<1jax=#0.



b) Osoittajan raja-arvo: lirr(} 1-V1-x>=1-41-0"=1-1=0.
Nimittdjén raja-arvo: lim3x=3-0=0.

x—0

Taytyy muokata funktion f lauseketta raja-arvon laskemiseksi.

S SO e (=N I=)1=2)

3x 3x(1+V1-x%)
P-4y
C3x(141-2?)
_1-(1-x%)
C3x(14+1-2%)

2 (x
X

T3+ 1—2)

_ X
30+ x%)

Lasketaan raja-arvo.

0 0 0

li X _ _ _
XIE(}3(1+J1—x2) 31+41-0%) 3(1+1) 6

Vastaus
a) -1<x<ljax=0 b)lin(}f(x)zo
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a) Yhtdlo on médritelty, kun murtopotenssin kantaluku x—-1>0.
Saadaan maarittelyehto x >1.

Yhtdlon molemmat puolet ovat positiiviset, joten voidaan korottaa

puolittain potenssiin 5 yhtélon ratkaisemiseksi.

(x-1)' =4 02
((x=1))* =4
(x=1)32 =(V/4)’
(x-1'=2°
x—1=8
x=9

Ratkaisu toteuttaa yhtdlon maarittelyehdon.



b) Yhtilo on mééritelty, kun x > 0. Muokataan yhtdloa.

3
—4x2+32=0
3
—4x2=-32 |:(-4)

3

x2=8

Yhtidlon molemmat puolet ovat positiiviset, joten voidaan korottaa

o .2
puolittain potenssiin 3

3 2
28 |0
32 2

(XE)E —83
32
X2 =8y

xl =22

x=4

Ratkaisu toteuttaa yhtdlon méérittelyehdon x > 0.

Vastaus
a) x=9
b) x=4
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Muokataan yhtaloa.

V12 —-4x -2 =6x
VI2—-4x =6x+2

Yhtélo on médritelty, kun juurrettava 12 —4x on epédnegatiivinen.
Ratkaistaan méadrittelyehto.

12-4x>0
—4x>-12 |:(-4)

x<3

Koska yhtdlon vasen puoli on aina epanegatiivinen, niin myos
yhtdlon oikean puolen 6x+2 on oltava epénegatiivinen.

6x+22>0
6x>-2 |:6

xX=——

Yhdistdmélld ehdot saadaan yhtdlon mairittelyehto —% <x<3.



Ratkaistaan yhtilo korottamalla puolittain potenssin 2.
— 2
\/12—4x—6x:2 1O
>0 2

(12— 4x)" = (6x+2)
12—4x =(6x)* +2-6x-2+2°
12-4x=36x"+24x+4
36x% +28x—-8=0

| 28+/28°—4-36-(-8) —28++/1936

X
2-36 72
_28+44"  7x11
72 18
~7+11 4 2 . 7-11 I8
X = = — = tal X = = — =
18 18 9 18 18

e .. ) 2 1
Naisté ratkaisuista vain x = — toteuttaa ehdon —5 <x<3.

Vastaus

X=—

9
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Oletetaan, ettd hengenpelastaja ylittdd rantaviivan x metrid laiturista
oikealle. Pythagoraan lauseen nojalla pelastajan juoksema matka

rannalla on tilldin \/ (300 —x)* +140° metrii, ja pelastajan vedessi

uima matka +/x* +200> metrid. Selvésti on oltava 0 <x < 300.

uimari
L |
200 m
x “300m
laituri ‘
140 m
hengenpelastaja

Pelastajan juoksuun kdyttdmai aika saadaan jakamalla pelastajan
juoksema matka juoksunopeudella. Juoksuajalle sekunteina saadaan
lauseke

%\/(300—)02 +1407 .

Vastaavasti pelastajan uimiseen kiyttdmalle ajalle sekunteina
saadaan lauseke

%\/xz +200° .



Pelastajan kdyttama kokonaisaika sekunteina saadaan hinen
juoksemiseen ja uimiseen kiytettyjen aikojen summana.

Merkitddn pelastajan kdyttdmad aikaa funktiolla £ .

f(x)= %\/(300 —x)> +140° +%\/x2 +200° , missd 0 < x < 300

On etsittdvd se muuttujan x arvo, jolla funktio f saa pienimmén
arvonsa. Funktio f saa pienimmaén arvonsa méérittelyvélin [0, 300]
paitepisteessd tai téille vélille kuuluvassa derivaatan nollakohdassa.

Madritetddn funktion f* derivaattafunktio.
')
= D(%\/(300 —x)> +140° +%\/x2 +200%)

B 7x\/x2 —600x +109 600 +2x4/x” +40 000 — 600,/x” +40 000

14/(x> = 600x +109 600)- (x +40 000)

Mairitetdadn derivaattafunktion nollakohdat laskimella.

S'(x)=0
x=51,408...~51 (m)



Lasketaan funktion f arvot vilin paitepisteissi ja derivaatan
nollakohdassa.

f(0)= %\/(300—0)2 +140° +%\/o2 +200?
=147,29... (s)

£(300) = %\/(300— 300)* +140° +%\/3002 +200°
=200,27... ()

f(51,4..) = %\/(300—51,4..)2 + 1402 Jr%\/51,4..2 +200?2

=144,00... (s) pienin
Ratkaisuksi 16ydetddn x = 51 metri.

Vastaus
Pelastajan kannattaa menné uimaan kohdassa, joka on
noin 51 metrid laiturista oikealle.
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a) Sijoitetaan x'* =|x |, jotta nelidjuurifunktiot sdilyvit
médriteltyind, kun sievennetéén lauseketta.

=V = WP = PP

= WixF = Wax P =ixT
=Vlx P x| =l xPflx] =l x| fix]

b) Lasketaan funktion arvot kohdissa —4 ja 9.
[ =-4|[-4]=4J4=4.2=38

£9)=91191=9v9=9-3=27

Vastaus

a) f(x)=|x]/|x]

b) £(9) on suurempi



K16

a) Pythagoraan lauseen avulla saadaan paraabelin pisteen
(x,¥) = (x,x* +1) etdisyydeksi origosta

d(x)=x"+ (x> +1) =/ f(x).

x>+ (x> +1)> > 0 kaikilla x € R, joten funktio d on miéritelty
kaikilla muuttujan reaalilukuarvoilla.

Neli6juurifunktio on aidosti kasvava, joten etdisyys d saa
pienimmaén arvonsa, kun funktio f* saa pienimmén arvonsa.

Tutkitaan polynomifunktiota f(x)=x"+(x>+1)>, missi xeR.
Maédritetddn funktion f* derivaattafunktio.

f'(x) =D +(x* +1)%)
=2x+2(x" +1)-2x
=2x(1+2x* +2)
=2x(2x* +3)

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

f'(x)=0
2x(2x* +3)=0
x=0 tai 2x*+3=0

fol

2
X
——
>0
<0
el ratkaisua



Muodostetaan funktion f kulkukaavio.

0 x | f'(x)
fi(x) — + -1 =10
S(x) N / 1| +10

min

Etdisyys on pienin, kun x=0.

Lasketaan paraabelin etdisyys origosta kohdassa 0.
d(0)=+0> +(0> +1) =1 =1

Paraabelin y =x”+1 pisteen y-koordinaatti kohdassa x =0 on
y=0"+1=1

Origon lyhyin etdisyys paraabelista on siis 1, ja se saavutetaan
paraabelin pisteessd (0,1).



b) Pythagoraan lauseen avulla saadaan paraabelin pisteen
(x,¥) = (x,1—x") etdisyydeksi origosta

d(x)=x"+(1=x") = f(x).

x> +(1-x*)’ >0 kaikilla x € R, joten funktio d on miéritelty
kaikilla muuttujan reaalilukuarvoilla.

Neli6juurifunktio on aidosti kasvava, joten etdisyys d saa
pienimmaén arvonsa, kun funktio f* saa pienimmén arvonsa.

Tutkitaan polynomifunktiota f(x)=x"+(1—x")>, missi xeR.

f1(x) =D +(1-x%)")
=2x+2(1-x*)-(-2x)
=2x(1-2(1-x%))
=2x(1-2+2x%)
=2x(2x* 1)

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

Sf'(x)=0
2x(2x* —=1)=0
x=0 tai 2x°—1=0

1
X=——F
V2

. 1
~-0,7 tai x=—=~=0,7
V2



Muodostetaan funktion f kulkukaavio.

X "(x
— L 0 L 1 f (1 )
2 2
1) V2 V2 -0,5] +0,3
f(x) i R R 0,5 | 0,3
X
NS 72 T4
min  maks min
Etidisyys origosta on pienin kohdassa x = L tai
2

kohdassa x=—.
2
1

Lasketaan paraabelin etdisyys origosta kohdissa x =+—.

5y

f& ) \/(—\/—) +(1- (+\/—

1 2
“3+0-3)

3

=—~0,87
2

Paraabelin pisteen y -koordinaatti kohdissa x = i% on

le ot 1
y_1—(i$) =1 NATRER



Origon lyhyin etéisyys paraabelista on siis B Jja se saavutetaan

paraabelin pisteissa (—%,%) ja (%,%).

Vastaus
a) lyhyin etéisyys 1, l&hinné on piste (0,1)

b) lyhyin etdisyys ?,

l1ahinna ovat pisteet (—%,%) ja (%,%)



K17

a) Epiyhtild on midritelty, kun juurrettava 4—x” on
epédnegatiivinen. Ratkaistaan méérittelyehto ratkaisemalla
nollakohdat ja hahmottelemalla kuvaaja.

4-x" =
—x*=—4 |:(-])
x’=4
x=tJ4=42
Saadaan maédrittelyehto -/ ’ O ‘ i-
—2<x<2

Epédyhtdlon molemmat puolet ovat epidnegatiivisia, joten voidaan
korottaa puolittain potenssiin 2.

—x*<5 |:(-1) (< 0)

Koska x*>0 kaikilla x € R, niin timi epiyhtiild toteutuu aina.
Ratkaisuksi saadaan siis epdyhtdlon médrittelyehto —2<x<2.



b) Juurilauseke on médritelty, kun juurrettava 36 —9x” on
epinegatiivinen. Ratkaistaan epéyhtild 36—9x° >0
madrittdmalld nollakohdat ja hahmottelemalla kuvaaja.

36-9x* =0
—9x* =-36
x’=4
x=+J4 =42
Saadaan ehdoksi x
-2<x<L2

Koska epdyhtdlon vasen puoli on epanegatiivinen, niin talla
epdyhtilolla voi olla ratkaisuja vain, jos epdyhtdlon oikea puoli on
epanegatiivinen.

3x+6=>0
3x>-6
x=>-2

Yhdistdmélld saadut ehdot —2 < x <2 ja x>-2, saadaan
epayhtilon madrittelyehdoksi —2<x<2.



Korotetaan epayhtilod puolittain potenssiin 2.

V36-9x> < 3x+6 Ke5

%/_J %/_J
>

>0 >0
(v/36-9x*)’ <(3x +6)’
36-9x* < (3x)’ +2-3x-6+6°
36-9x <9x* +36x+36
~18x* —=36x<0 |:(~18)
X' +2x>0

Ratkaistaan mééarittdmailla nollakohdat ja hahmottelemalla
kuvaaja.

x*+2x=0
x(x+2)=0
x=0 tai x=-2

Saadaan ratkaisuiksi

x<-2 tai x>0 1

Ratkaisuista madrittelyehdon -2 < x <2 toteuttavat arvot

x=-2 tai 0<x<2.

Vastaus
a) 2<x<2
b) x=-2tai 0<x<2
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a) Funktio f on eksponenttifunktio, jonka kantaluku on 0,8.
Koska kantaluku 0 < 0,8 <1, niin funktio f on aidosti vdheneva.

b) Funktio f on eksponenttifunktio, jonka kantaluku on 3.
Koska 3 > 1, niin funktio /" on aidosti kasvava.

c¢) Funktio f on logaritmifunktio, jonka kantaluku on 2.
Koska 2 > 1, niin funktio /" on aidosti kasvava.

d) Funktio f on logaritmifunktio, jonka kantaluku on 0,2.
Koska 0<0,2 <1, niin funktio f on aidosti viheneva.

Vastaus  a) aidosti vihenevéa
b) aidosti kasvava
¢) aidosti kasvava
d) aidosti viheneva
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a) Funktio 2,5 on eksponenttifunktio, jonka kantaluku on 2,5.
Koska 2,5 > 1, niin funktio 2,5 on aidosti kasvava.

Titen koska 3 <4, niin 2,5’ <2,5.

b) Funktio 0,5 on eksponenttifunktio, jonka kantaluku on 0,5.
Koska 0<0,5 <1, niin funktio 0,5 on aidosti viheneva.

Titen koska 3 <4, niin 0,5’ >0,5*.

¢) Funktio log,, x on logaritmifunktio, jonka kantaluku on 0,1.

Koska 0<0,1 <1, niin funktio log,, x on aidosti viheneva.

Téten koska 4 <5, niin log,, 4 >log,,5.

d) Funktio log,x on logaritmifunktio, jonka kantaluku on 6.

Koska 6> 1, niin funktio log, x aidosti kasvava funktio.

Téten koska 4 <5, niin log 4 <log,5.

Vastaus  a) 2,5" b) 0,5°c) log,, 4 d) log,5
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a) Funktio f(x)=2" on eksponenttifunktio, jonka kantaluku on 2.

Koska 2> 1, niin funktio f on aidosti kasvava. Néin ollen
funktio f saa suurimman arvonsa vélin [1,5] loppupisteessi

(x=15) japienimmén arvonsa alkupisteessd (x =1).

Suurin arvoon  f(5)=2°=32.

Pienin arvoon f(1)=2'=2.

b) Funktio f(x)=0,1" on eksponenttifunktio, jonka kantaluku

on 0,1. Koska 0 <0,1 <1, niin funktio f on aidosti viheneva.
Néin ollen funktio f* saa suurimman arvonsa vélin [1,5]

alkupisteessd (x = 1) ja pienimmin arvonsa loppupisteessé
(x=95).

Suurin arvoon f(1)=0,1'=0,1.

Pienin arvo on f(5)=0,1° =0,00001.

Vastaus  a) suurin arvo 32, pienin arvo 2

b) suurin arvo 0,1, pienin arvo 0,00001
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a) Koska 49=7,niin log,49=2.
b) Koska 7=7",niin log,7=1.

c) Koska 1=7", niin log,1=0.

1 1
d) Koska —=7", niin log,—=—1.
) 7 g77
1
e) Koska J7 =77, niin 10g7\/7:%.

1
Koska 7:@:492,niin lo 721.
a9 5

Vastaus a)2 b) 1 c)0
1 1

d) -1 — —

) e) 5 f) 5
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a) 4=2°

1
b) 4=16"* =162

1
TAI 4=+16=162

c) 4=8"* Lasketaan log,4 laskimella.
2

E

d) 4 =50

1

Vastaus a) 4=2° b) 4=162

) 4=8° d) 4 =5"s"
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Muutetaan luvun kantaluvuksi ja sievennetdan luku
kymmenpotenssimuotoon.

181872 — (101g18)1872

1872118
=10"""*

2349.8701...
=10""

2349+0,8701...
=102

— 100,8701‘.. . 102349
=7,415...-10%%

Luku 18" =7,415...-10”* on kokonaisluku, jossa on numeron 7
jilkeen vield 2349 numeroa. Luvussa on siis 2350 numeroa.

Vastaus 2350 numeroa
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a) Jos log, 49 =2, niin logaritmin miéritelmin nojalla a’ =49
a’ =49
a=49=7 tai a=-/49=-7

Koska kantaluku a > 0, niin a=7.

b) Jos log, 64 =3, niin logaritmin mééritelmin nojalla a’ =64 .

a’ =64

a=364=4

Kantaluku a = 4.

Vastaus a)a=7 b) a=4
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f(x)=4" on mairitelty kaikilla x.
g(x) =log, x on maédritelty, kun x> 0.

a) (f o g)x) = f(g(x))
= f(log, x)

— 4log2x

— (22)log2x — 22-10g2x — 210{;2x2
2

=X

Funktion fog maédrittelyehto on sama kuin funktion g
maédrittelyehto eli x> 0.

b) (go f)(x)=g(f(x)
= g(4)
=log, 4"

=log,(2%)"
=log, 2**
=2x

Koska sisdfunktio f{x) >0 kaikilla x, niin go f on miéritelty

kaikilla x.

Vastaus  a) (fog)(x)=x", missi x>0

b) (go f)(x)=2x
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a) log,30-1log,6=1log, % =log;5=1

2

b) 2log,6—log,4=1log,6” —log,4= 10g3% =log,9=2

C) log4(m+2)+log4( (\/7+2 2))
=log, (20 4)
=log,16

=2

Vastaus a)l b)2 ¢)2



K27

Sievennetddn lauseke.

4log, x —log, 2x° +log, 98x = log, x* —log, 2x° +log, 98x
4
=log, x_ﬁ +log, 98x
2x

=log, L+ log, 98x
2x

1
=log, (; . 98xj

98
=log; By

=log, 49
=2

Lausekkeen arvo on aina 2. On siis osoitettu, ettd lausekkeen arvo ei
riipu muuttujan x arvosta. O



K28

a) Selvitetddn yhtdlon méérittelyehto.

x=3>0
x>3

Ratkaistaan yhtalo.

log, (x—3)=4

x—3=2*
x=16+3

x=19

Ratkaisu x =19 toteuttaa méiérittelyehdon.



b) Selvitetddn yhtdlon mairittelyehto.

4x-2>0 ja x>0
4x>2 |4

1
xX>—
2

Maidrittelyehto on x > %

Ratkaistaan yhtalo.

log, (4x—2)—log,x=0
log, (4x—2) =log, x

4x-2=x
3x=2 :3

2

x==

3

. 2 e
Ratkaisu x = 3 toteuttaa mairittelyehdon.



c) Selvitetddn yhtdlon méérittelyehto.

x+1>0 ja x+3>0 ja

x>-1 x>-3
Mairittelyehto on x > 0.

Ratkaistaan yhtilo.
2log, (x+1) =log, (x +3)+log, x
log, (x+1)° =log, ((x+3)-x)

(erl)2 =x(x+3)

X 4+2x+1=x"+3x

—x=-1 (1)

Ratkaisu x =1 toteuttaa méérittelyehdon.

Vastaus a)x=19 b) xz% c)x=1
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4x — 2x+1
(22 )" — o+l

22x — 2x+1

2x=x+1

X =

b)

Vastaus a)x=1

5
b) x=——
) 6
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a)
5-2° =178
18
5
78
xX= logz?
=3,96347...
= 3,96
b)
5,4-1,4" =108
1,4* =20
x =log, , 20
=8,90335...
~ 8,90

Vastaus a)x~=3,96

15,4

b) x = 8,90
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a) Lasketaan pH-arvo.

pH = —lg[HSO+J
=-1g(3,2:107)

=2,4948...
~2,5

b) Appelsiinimehun oksoniumionin konsentraatio on siis
10-3,2:107 =3,2-107 mol/l.

Lasketaan pH-arvo.

pH = —lg| H,0" |
=—1g(3,2-107%)

=1,4559...
=1,5



¢) Muodostetaan yhtdlo ja ratkaistaan [H,0"].

pH = ~1g[H,0"]
5,5=—1g[H,0"] Yhtéilé’)n v9i ratkaista
my0s laskimella.
Ig[H,0"]=-5,5
10g10[H3O+] =-5,5
[H,0"]=10""
=3,1622...-10°°
~3,2-10"° (mol/l)

Vastaus  a) 2,5 b) 1,5 ¢) 3,2-107° mol/l



K32

Vikiluku kasvaa vuodessa 2,5 % eli vikiluku tulee ¢ vuodessa

1,025" -kertaiseksi. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan kuinka monen
vuoden kuluttua vikiluku on 1 000 000.

40000-1,025" =1000000 :40000
1,025 =25
t= loglﬂ025 25

=130,3578... (vuotta)

Asukasmééra ylittdisi miljoonan vuonna
1878 + 130,3578... = 2008,3578... . Mallin mukaan Helsingissi olisi
1 miljoonan asukasta vuoden 2008 aikana.

Vastaus  vuonna 2008



K33

a) Merkitddn I-131:n alkuperdistd médrid kirjaimella m.
8,02 vuorokauden kuluttua méérasta on jéljelld puolet eli 0,5m.

Merkitddn kirjaimella ¢ kerrointa, joka ilmaisee I-131:n jéljelld
olevan osuuden yhden vuorokauden kuluttua. 8,02 vuorokauden
kuluttua isotoopin miird on ¢ -kertainen.

Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan kerroin g.

¢ -m=0,5m |:m (7& 0)
q8,02 =O,5
q=0,917202...

Yhden vuorokauden kuluttua I-131:n mééra on noin
0,917-kertainen, joten médrista on jiljelld 91,7 %.

b) Kahden viikon eli 14 vuorokauden kuluttu I-131:n mdard on

0,9172" -m =0,2981...-m
~0,298m.

Alkuperdisestd madrésta jéljelld on siis 29,8 %.



¢) Muodostetaan epdyhtilo ja ratkaistaan, kuinka monen

vuorokauden kuluttua méérasta on jéljelld alle L

0,9172'-m<%-m fm (>0)
0,9172" <0,1 Ratkaistaan laskimella.
t>26,5411...

I-131:n médrd on vdhentynyt turvalliselle tasolle, kun aikaa on
on kulunut vdhintdédn 27 vuorokautta.

Vastaus a) 91,7 % b) 29,8 % ¢) 27 vuorokauden
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Luku 2lgx on médritelty, kun x> 0.

Lukujono voi olla aritmeettinen, jos kahden perdkkéisen jasenen
erotus on aina yhtd suuri. Muodostetaan yhtalo.

a,—a,=a,—a,
2lgx—1g2=1g8-2lgx
lgx® —1g2=1g8-1gx’

2

X 8
lg—=1g—
g > g 2
2
r % Kerrotaan ristiin.
2 x
x'=16

x=416=2 tai x=-416=-2

Ratkaisuista vain x =2 toteuttaa méadrittelyehdon x > 0.

Vastaus  Luvut voivat olla aritmeettisen lukujonon kolme
perdkkiistd jdsentd, kun x = 2.
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a) Ratkaistaan epayhtilo.

4-2% <100 -4
2" <25 Funktio 1gx on aidosti kasvava.
lg2* <1g25
x-lg2<lg25 |:1g2 (>0)
ole
x <4,6438...

Suurin kokonaisluku, joka toteuttaa epayhtdlon on 4.

b) Ratkaistaan epayhtilo.

0,8 >3 Funktio lgx on aidosti kasvava
1g0,8"" >1g3
(x+1)-1g0,8>1g3 1g0,8 (<0)

Suurin kokonaisluku, joka toteuttaa epdyhtidlon on —6.

Vastaus a)4 b) -6
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Jos lukujono a,, a,, a,, ... on aritmeettinen jono, niin sen kahden

perdkkiisen jasenen erotus on vakio d. Toisin sanoen a, —a, , =d.

Lasketaan jonon ¢“,e“,e“,... kahden perdkkiisen termin suhde.
e” a,-a,
pe =g ! a,—a, =d
= ed
Koska lukujonon e“,e®,e®,... kahden perdkkiisen termin suhde

on vakio e, niin lukujono on geometrinen. 0
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Sievennetdédn alkuperdistd yhtaloa.

3+6loga =3logh+logc
3+6lga=3lgh+lgc
3+1ga’ =1gh’ +1gc
3+1ga’ =lg(b’c)
3=Ig(b’c)—1ga’

3
3= lgb—f
a
b’c L .
3=log,,— Logaritmin madritelm4.
a
b’c
? = 103 |-a6
6
be=10-a° 3/7 i/?zcﬁ:az
bilc =104
104> = bic

On osoitettu, ettd luvut a, b ja ¢ toteuttavat yhtilén 10a> =b3c .o
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a)
DBe" +e ¥ )=3e" +e " -(—4x)

=3¢ —4x’e ™
b)
D(e3" + %) = D(eS" + e"Sx)
e

=e*-3+e7" - (-5)
5

_ 3x
=3e &

Vastaus  a) 3e' —4x’e™

b) 3e™ —%
e
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a) D9 =9"-In9

b)

D57 =57 1n5-(-3)
=-3.-5"1n5

Vastaus a) 9"-In9

b) —Gj In3

) -3-5%In5



K40

a)

j[ oL

A
De'Vx = ( 2Jx 2/x
e[-\/;+e

2Jx
e (Wx +1)

2Jx

b)
7 (T'In7)-x" 7" 7x°
x7 - (x7)2

7T x(xIn7-17)

14
X

_7(xIn7-7)

8
X

D

e (Jx+1)
e
7*(xIn7-17)

8
X

Vastaus  a)

b)
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a)
e™ -5=0
e’ =5
2x=In5 |:2
In5
X=—
2
b)

2er _e3x — 0
2(e3x)2 _e3x — O
e (2e¥-1)=0

e =0 tai 2¢" -1=0
el ratkaisua 263 =

e3x — l
2

3x= lnl

2

1

In—

co_2__In2
3 3
Vastaus a) x= 11175
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a) Yhtilo on méadritelty, kun x > 0. Ratkaistaan yhtalo.

2Inx-1=0

2lnx =1

lnx:l

2

1
x=e2=+le

b) Yhtild on médritelty, kun x > 0. Ratkaistaan yhtilo.

4Inx—Inx* =8

4Inx—2Inx =8
2Inx =8
Inx=4

x=¢"

1
Vastaus a) x=e?= Je
b) x=¢'
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a) Madrittelyehto x> 0.

D(51nx—ln5x):5-l—i

x Sx

5 1

X X
4

X

b) Maiirittelyehto x > 0.

D(In x’ +lni) =D@BInx+1In3—-Inx)
X

+O—l

_3.1
X X

2
X

Vastaus  a) i, kun x>0
X

b) g,kun x>0
X



K44

a) Madrittelyehto on x > 0.

1 1
D J;lnx =—lnx+\/;-—
( ) 2\/; X

_Inx 1
T x
_Inx 2
“ak 2dx
_Inx+2

N

b) Mairittelyehto on x > 0.

i~)c4—ln4)c-4)63
Ind4x 4y
D—p—= )
x (x7)
B x’—4x’ Indx

8
X

_ x’(1-41In4x)

8
X

_1-4In4x

5
X

Vastaus  a) 1nx_+2’ kun x>0
2Jx

by LY e 0
X
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a) Madrittelyehto on x > 0.

Dlog, x =
&Y T 3

b) Madrittelyehto on x # 0.

2x 2

Dlog. x*=———=
8 x*In5 xIn5

c) Midiritelty kaikilla x:n arvoilla.

Dlg(x2+5)=22—x
(x> +5)In10

Vastaus  a)

,kunx >0
xIn3

b)

,kunx #0
xIn5

2x

C _—
) (x*+5)In10
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Funktio f(x)=x’e¢"" on miiritelty kaikkialla.
Madritetddn funktion f derivaattafunktio.
f(x)=2xe " +x’e " (-1)

e "(2x—x%)
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

e "2x—-x")=0
x=0 taix=2.

Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva,
joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa. Selvitetddn
derivaattafunktion merkki testaamalla.

0 ’ x | f'(x) | merkki
_ -3 _
Foo - + - L] 3
1 e +
fx) \ / \ 3| -3¢’ -

Funktion f minimikohta on x = 0 ja minimiarvo on f(0)=0,

maksimikohta on x = 2 ja maksimiarvo f(2)=4e”.

Vastaus  minimiarvo on £(0)=0, maksimiarvo f(2)=4e".
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Funktio /(x) = —
X

Inx?

Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

2xInx*+2x

S (x)= 7
X

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

“2xInx*+2x B
— =

0

X
x:\/g tai x:—\/g

Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktiota ei ole
maédritelty kohdassa 0. Derivaattafunktion merkki voi vaihtua
nollakohdissa tai kohdassa, jossa derivaattafunktiota ei ole
médritelty. Selvitetddn derivaattafunktion merkki testaamalla.

on maédritelty, kun x # 0.

- 0
+\/€ 5 Ve X f (%) merkki
— it - —3 ] 0,088... +
5 1 2 —
f(x) / \ / \ 1 5 n
: 3 | -0,088... —

Kulkukaavion perusteella funktio on kasvava vililld x < —Je
javililli 0<x<+fe.

Vastaus

vililld x <—Je ja 0<x<+e
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Funktio g(x)=In(x* +1)—x + x on médritelty vililld [-2,2].
Funktio g saa suljetulla vililld [-2, 2] suurimman ja pienimmén
arvonsa vilin paitepisteessa tai vélille -2, 2[ kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

Mairitetddn funktion g derivaattafunktio.

2x

x*+

g(x)= 1—2x+l

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2x

2

-2x+1=0

x=1
Derivaatan nollakohta x = 1 kuuluu vilille x > 0.

Lasketaan funktion g arvot vélin paitepisteissé ja derivaatan
nollakohdassa.

2(-2)=In5-6=-4,390...
g(-2)= g(2)=In5-2=-0,390...
2g(1)=1n2=0,693...

Funktion g pienin arvo on g(-2) =In5-6 ja suurin arvo on
g(l)=In2.

Vastaus  suurin arvo In2, pienin arvo In5—-6
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Funktio f(x)=x-10"" on médritelty kaikkialla.
Mairitetddn funktion f derivaattafunktio.

f(x)=107"=x-10"In10
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

107" —x-10"In10=0

X = L =0,434...
In10

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio on jatkuva,
joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa. Selvitetdan
derivaattafunktion merkki testaamalla.

= x| f(x) merkki
Foo + | - 01 -
1]-1,302... +

o | N\

Funktiolla 1 ei ole minimikohtia, joten silld ei ole pienintd arvoa.

. . - 1
Funktio / saa suurimman arvonsa maksimikohdassa x = —— .

In10
Funktion suurin arvo on
1 1 — 1
— y=—— oMo =—"
f(lnIO) In10 !

1019 .1n10



. 1 L 1
Vastaus suurin arvo  f (ﬁ) = m .10 10 = _,
t n 1010 . 1n10

ei pienintd arvoa



KS0

1200

a) Funktio f(f) =———
) S0 1+599¢**

on madritelty, kun ¢ > 0.

Populaation kasvunopeuden maérittda funktion f
derivaattafunktio.

Madritetddn funktion f derivaattafunktio.

-0,2¢
(&

(1+599¢ % +1)°

£7(1) = 143760

Populaation kasvunopeuden muutosnopeuden ilmaisee
funktion f toinen derivaatta.

Madritetddn funktion f toinen derivaattafunktio f".

-0,2x —0,2x\2
f7(1) = —28752 - ———— + 34444896 Gl
(1+e"%) a

+ e—072x )3

Kasvunopeus pienenee, kun f"'(¢) <O.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

-0,2¢ —0,21\2
28752 — 4 34444806. ¢ )

=0
(1 +e—0,2t)2

(1 + e—0,2t )3

t=5In599 =31,97...



Laaditaan funktion f kulkukaavio. Toinen derivaattafunktio on
jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa.
Selvitetddn toisen derivaattafunktion merkki testaamalla.

31,97...

. _ x| f(x) merkki
e + 0.0796 n

oo / \ 1| —4449...| -

Kasvunopeus alkaa pienentyd 32 vuoden jdlkeen.
b) Piirretddn funktion f kuvaaja.

T populaation koko

1000

800

€00

400

200
aika

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

Suurin eldinmdird on noin 1200 yksiloa.

Vastaus  a) 32 vuoden jalkeen
b) 1200 yksiloa



Vastaus b



M2

1
a) —3=-B=-32232

SR B U I S
BB
1
2 2 1 1
C) _3:_3:3_:321_32
3 3 3

Vastaus C



M3
Vaihtoehto b on oikein, silla

3
2/93 2 3.1 4
%Z_g/zi :%:22 6 =23 =32* = 416.
26

Lukua /16 voidaan sieventid kuitenkin edelleen, eli myos
vaihtoehto a on oikein.

Vastaus a, b



M4

Vaihtoehto ¢ ei voi olla oikein, silld kuvan perusteella f(0)=1,

mutta ¢ -kohdan funktion mukaan f(0)=</0-1= J-1=-1.
Vaihtoehto a ei mydskéén voi olla oikein, silld kuvan perusteella

/(2)=-1, mutta a -kohdan funktion mukaan
F(2)=1-32 ~-0,26.

Vaihtoehto b ndyttdd kuvan perusteella patevalta.

Vastaus b



M5

Selvitetdan funktion f maéérittelyehto.

2-x20 ja x=2>0

x<2 x>2

Siis funktio ei ole mééritelty millidn x :n arvolla.

Vastaus ¢



Meé

Selvitetddn yhtdlon miirittelyehto.

x20 ja x+1>0

x>-1
Madrittelyehto on x > 0, siis ainakaan vaihtoehto a ei kelpaa.

Vaihtoehto b ei kelpaa, silld
(VO-1)No+T=(-1)-1=-1=0.

Vaihtoehto c:n ratkaisu on oikein, silld

(Vi-1)-Vi+1=0-42=0.

Vastaus ¢



M7

Selvitetdén yhtdlon Jr=2-x madrittelyehdot. Yhtdlon vasen
puoli on epénegatiivinen, joten my0s oikean puolen on oltava
epédnegatiivinen.

x>0 ja 2-x20

X =

Kun ehdot yhdistetddn, saadaan 0 < x <2.

Ratkaistaan yht&lo.
2
Jr=2-3 )
>0 2|

2-1
5+/9
x:
2
5+3
X=—



Ratkaisuista vain x =1 toteuttaa méérittelyehdon 0 < x < 2.

Ratkaisu x =4 toteuttaa a- ja b -kohdan yhtélét, joten niilld on eri
ratkaisut kuin yhtalolla Jx=2-x

Sen sijaan ¢ -kohdan yhtdlon x —1=0 ainoa ratkaisu on x =1, eli
sen ratkaisut ovat samat kuin annetulla yhtalolla.

Vastaus ¢



M8

Eksponentti % ei ole kokonaisluku, joten funktio on méadritelty

vain, kun kantaluku on positiivinen.

T+x>0
x>-7

Funktion mérittelyjoukko on siis ]~7, oo].

Vastaus ¢



Vastaus

a



M10

Koska 3+ x* >0 kaikilla x :n arvoilla, eli funktio on kaikkialla
médritelty, on funktio kaikkialla jatkuva.

Funktio ei ole aidosti kasvava, sillé jos se olisi, tdytyisi esimerkiksi
pited f (1)< f (1), koska —1<1, mutta ndin ei ole, silla

S(=)= 1)
Funktio /" on nelidjuurifunktion ja polynomin yhdistettyné funktiona
derivoituva kaikkialla, missé juurrettava on positiivinen. Siis f on

derivoituva koko reaalilukujen joukossa eli f* on derivoituva
kaikkialla

Vastaus a,c



M11

Eksponenttifunktio f(x)=a" on aidosti kasvava, kun

kantaluku a > 1.

a) Funktion f(x)=0,7" kantaluku 0,7 < 1. Funktio ei ole aidosti

kasvava.

b) Funktion f(x)=1,3" kantaluku 1,3 > 1. Funktio on aidosti

kasvava.

¢) Funktion f(x)=3,1" kantaluku 3,1 > 1. Funktio on aidosti

kasvava.

Vastaus b, c



M12

Eksponenttifunktio f(x)=a" on aidosti kasvava, kun a>1 ja
aidosti vahenevd, kun 0 <a <1.

Koska 2<3, mutta f(2)> f(3), onkyseinen eksponenttifunktio

aidosti vaheneva. Siis 0<a < 1.

Vastaus a



M13

Koska 2° =32, niin log,32=>5.

Vastaus b



M14

Logaritmi on mééritelty vain positiivisille luvuille, joten
médrittelyehto on

x=5>0
x>5.

Vastaus c



M15

Sievennetdén logaritmilauseke.

3log, a —log, b
=log, a’ —log, b

1 a
=10 _—
g, b

Vastaus b



M16

Logaritmin kantaluvun vaihtaminen tehtiin kaavalla

Nyt jokainen vastausvaihtoehto on oikein, silld kaavan mukaan ne
kaikki ovat sama lauseke kuin alkuperdinen logaritmi.

log,4 = 10g_24
log, 3
log,4 = log, 4 _lg4
log,3 1g3
log, 4 = log,4 1

log, 3 - log, 3

Vastaus a,b,c



M17

Yhtélon médrittelyehto on x > 0.

Ratkaistaan yht&lo.
log,x=2
x=3
x=9

Vastaus C



M18

Selvitetddn yhtdlon miirittelyehto.

x>0, x—=3>0 ja 2x>0
x>3 x>0

Yhtédlon méérittelyehto on x > 3.

Maiirittelyehto sulkee jo vastausvaihtoehdot a ja ¢ pois, silld x =0 ei
toteuta yhtdlon miérittelyehtoa.

Ratkaistaan yhtilo.

lgx +1g(x—3)=1g2x
lg(x(x—3))=1g2x

x(x—-3)=2x
x> =3x=2x
x> —=5x=0
x(x-5)=0

x=0 tai x=5

Ratkaisuista vain x =5 toteuttaa méérittelyehdon.

Vastaus b



M19

Ratkaistaan yhtilo.
2-3"=8 :2
3'=4
x =log, 4

Vastaus c



M20
Ratkaistaan epayhtalo.

0,8" >0,5
1g0,8" >1g0,5
n-1g0,8>1g0,5 -1g0.8 (<0)
10,5
n<1§m
n<3,10638...

Suurin kokonaisluku, joka on pienempi kuin 3,10638.

Vastaus b

..on 3.



M21

Jos mopoauton arvo laskee vuodessa 20 %, sen arvo vuoden
kuluttua on 0,8 -kertainen. Jos sen arvo nyt on a euroa, sen arvon
x vuoden kuluttua ilmaisee funktio

f(x) =a-0,8"

Vastaus a



M22

Ratkaistaan yhtilo.
e =6
2x =log, 6
2x=In6 2
In6
X=—
2

1
:%In6:ln62 —InJ6

Vastaus C
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Yhtélon médrittelyehto on x > 0.

Ratkaistaan yht&lo.
Inx=10
log, x =10
X = e10

Vastaus b



Vastaus

C
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D 12" =12"1In12

Vastaus b
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1 3

Dn(3x+1)= 3x+1 . 3x+l

Vastaus b
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4
xIn2 xIn2

D log,x* =D 4log, x =4-

Vastaus a
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f(x) =3x" e +x° ~(e_3x ~(—3))
— 3x26—3x _ 3x3e—3x

=3x’e™ (1 - x)

Ratkaistaan derivaatan nollakohdat.

S(x)=0
3x* e (1-x)=0
3x7=0 tai 1-x=0 (e7>0)
x=0 x=1

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio /" on

kaikkialla jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa 0
ja 1. Péitellddn derivaattafunktion merkit testaamalla.

X f(x) merkki 0 1

-1 | 0,298... + J(x) + + -
0,5| 0,083... + ,

2 | —0,00.. | - 0 ] T TN

Funktiolla on yksi ddriarvokohta, maksimikohta x =1.

Vastaus a
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Funktion méérittelyehto on x # 0.

g'(x) =2x-Inx’ +x° -(%-ij

=2xInx’+2x

=2x (ln x*+ l)
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2x(lnx2+1)=0

2x=0 tai Inx*+1=0

x=0 Inx*=-1
X2=e—1
x:i\/ef1
xX=t—

Je

Koska derivaattafunktiota ei ole mééritelty kohdassa x =0,

) ) ) 1 ) ..
derivaatan nollakohtia ovat vain x = +——. Derivaatalla on siis 2
e

nollakohtaa.

Vastaus b
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f(x)=5"""In5-(3x" -3)
=(3x*-3)5" "*In5
Ratkaistaan derivaatan nollakohdat. Koska 5° " >0 ja

In5 > 0,tulon nollasddnndn perusteella derivaatta on nolla, kun
3x” —3 on nolla.

3x2-3=0
3x* =3
x’ =1
x ==l

Laaditaan funktion f* kulkukaavio. Derivaattafunktio f” on

kaikkialla jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa
—1 ja 1. Paitelldén derivaattafunktion merkit testaamalla.

X f’( x) merkki 1 =

: + = +
2| 0,579... + /(%)

0 | -4,828.. -

2 | 362.1.. n OB NN e

Funktio on siis kasvava, kun x < -1 tai x >1.

Vastaus a,c



o3 9 1 1

b)

\/_ : 11 23 1

5 5 44 22 L1
_:_1:53 2 — 56 6:56:_1:6_

5 52 56 \/g
c)

1 l% 11 1

I = 23_[23J —232-926 =4

Vastaus

a) 1652 b) % 0 42
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a) Ilmaistaan funktion lauseke murtopotenssimuodossa.

1
f=Yx=x
Derivoidaan.
2
PR L N O
3 x§ 3 3 x2 33 X2

Derivaattafunktio on mééritelty, kun x#0.

b) Ilmaistaan funktion lauseke murtopotenssimuodossa.

3

1 1 1 -
f(_x) = \/_ = 7 = — =X 2
VX xlox2 x?
Derivoidaan.

5

33 3 301
X)=—=x?=—=:
S(x) 5 5

1
—=-=
2

3
T2 ng_ 2x*x

X

Derivaattafunktio on méaaritelty, kun x > 0.



c¢) Ilmaistaan funktion lauseke murtopotenssimuodossa.

f(x)=~3x— :(3x—1)%

Derivoidaan.

1 - 3 1 3
f'(x)==Bx-1)2-3==. -
2 Ge_pp 2V

Derivaattafunktio on méaaritelty, kun

3x—1>0
3x>1 |:3 (>0)

xX>—.

Vastaus

a) f'(x):#,kun x#0

X

b) f'(x):—ﬁ,kunx>0

X

3 1
¢) f'(x)=———,kun x>—
) S(®) 2+/3x -1 3
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TAPA 1: Ei selviteti ehtoja, mutta tarkistetaan vastaus.

x+x+10=2
Jr+10=2-x | )
x+10=(2-x)’

x+10=2"+2-2-(=x) +(=x)’

x+10=4—4x+x’

0=x>-5x-6
o ~(=5) /(=5 —4-1-(=6) 5+/49 5+7
2-1 2 2
UL P SN bl S
2 2 2 2
Tarkistetaan.
xX++4x+10=2 X++x+10=2
6+~6+10=2 —1++/-14+10=2
10=2 2=2
epétosi tosi

Yhtéalon ratkaisu on x =—1.



TAPA 2: Selvitetddn miirittelyehto ja nelidonkorotusehto.

X+Vx+10=2
x+10=2-x
Nelijuuren méérittelyehto: Yhtélon nelidonkorotusehto:
x+10>0 2-x20
x=>-10 2>x
x<2
Siis tulee olla —10<x<2.
2
x/x+10=2—0x ()
>0 2
x+10=4—4x+x’
0=x"-5x—6
x_—(—S)i\/(—5)2—4-1-(—6) 54449 547
2-1 2 2

x=6 tai x=-1

Vain juuri x =-1 toteuttaa ehdon —10<x<2.

Vastaus
x=-1



A4
a) log,16=2, koska 4°=16.

b) 120,001 =1og,, 0,001 = -3, koska 107 =0,001.

1
C) ln\/gzloge\/gzé,koska e? =+Je.

Vastaus

a)2b)—3c)%



AS

a)

Ratkaistaan yhtilo.

b) Ratkaistaan yhtilo.

5%-8=0

5% =8
3x=log,8
log, 8

3

log,2°

3
S log, 2

3
=log, 2



c) Ratkaistaan yhtilo.

e —-25=0
e =25
x=1In25

Vastaus voidaan esittdd myds muodossa

x=1In25
=In 5
=2In5.
Vastaus

a) x=—§ b) x=log;2 ¢) x=In25
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Selvitetddn yhtdlon 2Igx =1+1g(x+1) madrittelyehto.

. x+1>0
x>0 ja
x>-1

Molemmat ehdot toteutuvat, kun x>0.
Ratkaistaan yhtilo.

2lgx =1+1g(x+1)
2lgx =1gl0+1g(x+1)
lgx? =1g(10(x +1))

x> =10(x+1)
x*—10x-10=0
(10 £ y(-10)* ~4-1-(-10)
21
L_10£4140 _10£235 _2(5+35)
S22

x=5++/35~10,9 tai x=5-+/35~-0,9

Vain juuri x=5+ V35 toteuttaa maédrittelyehdon x>0.

Vastaus

x=5+\/375



A7

a) D(x’e¢")=2x-e"+x"-e"=2x+x)e"

1 1 2 1 2 l 1 2 X

5 :D(_.e_x ):—.e_x .(—\Xx):——x-e_x = — ")

6e” 6 8 3 3e"
3

b) D

¢) D6° =D (") =De" ™ =e" . 2x.In6=6" -2x-In6

Vastaus

a) (2x+xY)e" b) —3’; ¢) 6°-2x-1n6
c




A8
a) Selvitetddn funktion In(3—x) maédrittelyehto.

3—-x>0
3>x
x<3

Derivoidaan.

1 (- =-

DIn(3—-x)=
(3-x) 3—x 3—x

Derivaattafunktio on mééritelty, kun x < 3.



b) Funktion In+/3—x on maéiritelty, kun x<3.

Derivoidaan.

1
DInv3—-x =DIn(3—x)?

-0 D
(3-x)?

-1
2(3-x)2-(3—x)2
-1
" 2(3-x)

Derivaattafunktio on mééritelty, kun x < 3.



c¢) Funktion In</3—x on médritelty, kun x <3.

Derivoidaan.

1
DInY3—-x =DIn(3—x)3

- et

(3-x)
-1
33-x)3-(3—x)3
-
3(3-x)

Derivaattafunktio on mééritelty, kun x < 3.

Vastaus

a) —%,kun x<3

b) —#,kun x<3
6-—2x

c) —%,kun x<3



A9

) | )
Funktio f(x)= n_zx on madritelty, kun x > 0.
X

Derivoidaan.

1

l.xx—lnx-2x

f1(x) ==

_X(1-2Inx) 1-2Inx
S
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

1_231”:0 |-x* (> 0)

X
1-2Inx=0

2Inx=-1 |:(-2)

, kun

x> 0.



Funktio f saa suljetulla vililld [1, e] suurimman ja pienimmain
arvonsa vilin pditepisteessd tai vélille |1, e[ kuuluvassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

Inx
S(x)= 2
=220 pienin
fer=2e oL o4
e e
11
1 2 =
f(eZ)z%z%zzizo,ls suurin
(ezJ e e
Vastaus

Suurin arvo on — ja pienin arvo 0.



Al0

Funktio f(x)=e’" —4e" +2x on miiritelty kaikilla x.
Derivoidaan.

f(x)=2e"" —4e" +2

Sievennetién derivaattafunktion lauseketta.

f(x)=2e"" —4de* +2
= 2(62" —2e" + 1)

=2((e") +2-€" -+ (-1
= 2(e" - 1)’

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohta.

f'(x)=0
e —1=0
e =1
x=0

Siis f'(x)=0 vain kohdassa x =0. Muualla f'(x)>0.

Funktio f on siten kaikkialla aidosti kasvava.



B1

Funktio f(x)= % ~5Jx on madritelty, kun x>0.

Mairitetddn derivaattafunktio.

1 5
'(x)=———+,kun x>0. Derivoidaan laskimella.
S'(x) RN

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

1 5
2 _0 . :
2 2Jx Ratkaistaan laskimella.

x=25

Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio /' on

jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdassa. Péatelldén

derivaattafunktion merkit testaamalla.

0 25
x | f'(x) | merkki () _ +
1| 2 - T
100] 025 | + flz) 1 ™= 7
min

Funktion pienin arvo on f(25)=-12,5.

Vastaus
-12,5



B2

Funktio f(x)=xe”" on madritelty kaikilla x.

Madiritetddn derivaattafunktio.

f(x)=(1-2x)e™" Derivoidaan laskimella.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

(1-2x)e™ =0
1 Ratkaistaan laskimella.

X=—
2
Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio f’ on

jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdassa. Paétellaan
derivaattafunktion merkit testaamalla.

1

2
X f'(x) merkki f’(;r:) + -
0 1 + '
1]-0,135... — f(x) el T~

Funktion f on kasvava vililld x < % ja viheneva vilillda x> % .

Vastaus

kasvava vililld x < %, viheneva vililla x > %



B3

a) Funktion f(x)=lng

kuvaaja leikkaa x-akselin
pisteessd (2, 0), koska

2,0

f(2):1n%:1n120.

7

-2

Tangentin kulmakerroin on derivaattafunktion arvo
kohdassa x = 2.

f(x)= 1 Derivoidaan laskimella.
X

2)=1
S (2)=3

Maédritetdén tangentin yhtalo.

1
—0=—(x-2
y 2( )

1
=—x-1
)



b) Funktion f(x):lng

kuvaajalle piirretddn -

.. a
tangentti pisteeseen (a, In E) .

Tangentin kulmakerroin on
derivaattafunktion arvo
kohdassa x = a.

==
X
f@)==
a

Maédritetddn tangentin yhtalo.

1

y—ln%=;(x—a)

Tangentti kulkee pisteen (0, —-2) kautta. Ratkaistaan a.

2-mi-Lo—g
2 ; Ratkaistaan laskimella.
a=—
€



. . a S
Lasketaan sivuamispisteen (a, In 5) koordinaatit

2
a=—
e

2
a e 1

In—=Ihnhx=Inh—-=-1
2 2 e

Sivuamispiste on (g, -1).
e

Vastaus

1
a) y=—x-1
) Y 5

b) é,—l)



B4

Tehtdvani on osoittaa, ettd

Nx—=1>Inx
Vx=1-Inx>0

kaikilla x> 1.
Tutkitaan funktion f(x)=+x—-1-1nx kulkua.

Funktio f on médritelty ja jatkuva, kun x> 1.
Maidritetddn derivaattafunktio.

1 1
'(x) = ——,kun x> 1. Derivoidaan laskimella.
S 2Vx—-1 x

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2dx-1 x Ratkaistaan laskimella.



Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio /' on jatkuva,
joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdassa. Péddtellddan
derivaattafunktion merkit testaamalla.

1 2
x | f'(x) | merkki () i + +
1,5]0,040.. | + S
3 10,020... + f('f‘) i / /"

Koska funktio f on aidosti kasvava vililld x> 1 ja jatkuva
viélilld x > 1, niin funktion f* pienin arvo on
f(H)=~+1-1-In1=0.

Siten f(x)=+x—-1-Inx>0 kaikilla x> 1.

Viite on niin todistettu.



BS

a) Vuonna 1990 norppia oli 190.
Vuonna 2015 norppia oli 320.
Aikaa kului 25 vuotta.

Merkitdén vuotuista muutoskerrointa kirjaimella k.

k*-190 =320
k=1,02107...~ 1,021

Ratkaistaan laskimella.

Norppien lukumairi kasvoi keskiméérin 2,1 % vuodessa.

b) Merkitidén vuodesta 2015 kulunutta aikaa kirjaimella x.

(1,02107...)" - 320> 400
x>10,701...

Ratkaistaan laskimella.

Kanta ylittdd 400 norpan rajan noin 11 vuoden kuluttua.

Vastaus
a) 2,1 % b) 11 vuoden kuluttua
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n-x

e
1+e*

a) f,(x)=

Piirretddn funktioiden fy ja f; kuvaajat laskimella.

0-x

e 1
x = =
Jo(0) 1+e* 1+e°
eO~x ex

fi(x)=

l+e* 1+¢"

o~ J 1 P A S % X

= f = —

0 11+ eX ! 1l eX
— ] B—




b) Ristiin kertomalla ndhdéan, etti

Jo(xX) = fi(=x)

eO~x B el~(—x)
l1+e* 1+e™”
1 e

I+e* :l+e"‘
I-(I+e ") =(+e")-e™"
l+e " =e"+e""
l+e"=¢ " +¢’
l+e " =e"+1
0=0

kaikilla x.

Koska arvot x ja —x sijaitsevat yhtd kaukana origosta sen
vastakkaisilla puolilla, niin yhtilostéa

Jo(x) = fi(=x)

seuraa, ettd funktioiden f; ja f; kuvaajat ovat toistensa peilikuvia
y-akselin suhteen.



c) Funktioiden f; ja f; kuvaajat ndyttavit leikkaavan

pisteessd P = (0, %) .

Sijoitetaan pisteen P koordinaatit yhtdloon y = f, (x).

1
E—fn(o)
1_ en'O
2 1+¢°
11
2 1+1
11

2 2

Yhtalo toteutuu kaikilla #.

Siis piste P = (0, %) on kaikkien kdyrien y = f,(x) yhteinen

leikkauspiste.



d) Tutkitaan funktion f,(x)=—
l+e

derivaattafunktion merkkia.

' e n-(l1+e*)—e""-e”
£ = mdre)

(1+e*)?
_e"n+e" n-et—e" et
(1+¢")’
e (n+n-e’—e’)
(1+e*)’
e (n+(n—-1)e")
(1+e*)’

Jos n>1,niin
enx >0’
n+(n—-1)e*21+(1-1)-e"=1+0-¢"=1>0 ja

(1+e*)>(1+0)=1>0.

Siten f, "(x)>0 ja /. (x) on aidosti kasvava kaikilla n > 1.
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Oletus

Viite

Todistus

Geometrisen jonon aj, as, as, ... jdsenet ovat positiivisia
lukuja.

Jono In ay, In ay, In a3, ... on aritmeettinen.

Merkitddn geometrisen jonon aj, as, as, ... suhdelukua
kirjaimella gq.

Télloin a,,, =ga, kaikilla n=1,2,3, ....

Koska jonon jésenet ovat positiivisia lukuja, myods g > 0.

Lasketaan jonon In ay, In ay, In a3, ... kahden
perdkkdisen jasenen erotus.

Ina,,,—Ina, =In(ga,)-1na,
=Ing+Ina, —Ina

n

=Ing

Koska luku Ing on vakio, niin jono In ay, In ay, In as, ...
on aritmeettinen. o



B8

Lukujonon ay, ay, as, ... yleinen jisenon a, = Q/;
Merkitddn f(x)= i/;, missd x> 0.

Lukujonon ay, ay, as, ... jdsenet ovat funktion f arvoja.
ay=f(),a,=f(2),a;=f(3),...

Tutkitaan funktion f(x)=¥x kulkua.

Mairitetddn derivaattafunktio.

f'(x)= , kun x> 0. Derivoidaan laskimella.

(I-In x){/;
x2

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

(1—1njc)4§ o |2 o
x Ix
I-lInx=0

Inx=1
x=e

Nollakohta e =2,718... toteuttaa miirittelyehdon x > 0.



Laaditaan funktion f kulkukaavio. Derivaattafunktio f’ on

jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdassa. Péatelldén
derivaattafunktion merkit testaamalla.

0 e
X f'(x) merkki , ! _
1 1 T J(x) bt
3]-0.0158...[ - fla)! 7 |~
max

Funktio f saa suurimman arvonsa kohdassa e =2,718... .

Lukujonon ay, ay, as, ... suurin jisen on joko a, tai as.

a, =32 =1,414...
a,=33=1,442...

Lukujonon suurin jisen on a, =33 .

Vastaus



B9

f)=e
fx)=-e =

Piirretddn funktion kuvaajalle
tangentti pisteeseen (a,e ‘).

1

Tangentin kulmakerroin on

fa)=—e".
Muodostetaan tangentin yhtalo.

y—e‘=—-e‘(x—a)

y=—¢‘x+e‘a+e”

Tangentti leikkaa y-akselin pisteessd (0, e “a+¢e™).
Ratkaistaan tangentin ja x-akselin leikkauspiste.

O=—€e“-x+eg+e™ . )
Ratkaistaan laskimella.

x=a+l
Tangentti leikkaa x-akselin pisteessd (a + 1, 0).

Tangentti kulkee origon kautta, kun a =—1.



Kolmion pinta-alan ilmaisee funktio
1 —a —a 1 —a 2 faan
A(a)zz(aJrl)(e a+e ):Ee (a+1)", missd a>-1.
Madritetdén derivaattafunktio.
A'(a) = —%e_“ (a—D(a+1),kun a>-1 Derivoidaan laskimella.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

—%e_“(a —1(a+1)=0

a=-1 tai a=1
Nollakohta a =1 toteuttaa médrittelyehdon a > —1.
Laaditaan funktion 4 kulkukaavio. Derivaattafunktio A4’ on

jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdassa. Péatelldén
derivaattafunktion merkit testaamalla.

-1 1
a| A(a) |merkki Ala)! + _
0] 05 + E
20203 | - Al 7 | ™=

max

Funktio 4 suurin arvo on A(1) = %el(l +1)* = 2 .
e

. . : . 2
Kolmion suurin mahdollinen pinta-ala on —.
e



Vastaus
2

€



B10

A
pohjoiseen
,”//y
. ,711,400 M=
7 - 30CI} m
*I‘anteen ol T i_l .

Olkoon reitin ldnsipddn etdisyys risteyksestd x + 400 (m)
ja pohjoispéén etiisyys risteyksestd y + 300 (m).

Kuvioon muodostuu kaksi yhdenmuotoista suorakulmaista kolmiota,
joista voidaan ratkaista y.

_y _400
300 X
120 000
y =
X

Reitin pituuden ilmaisee funktio

120 000

)27

£(x) = /(400 + x)* + (300 + )’ = \/(400 +x)> +(300 +

missd x> 0.



Koska nelidjuurifunktio on aidosti kasvava, funktio f saa
pienimmin arvonsa samassa kohdassa kuin funktio

120 000

2(x) = (400 + x)* + (300 + )2, missd x> 0.

Mairitetddn derivaattafunktio.

3 —
2(x +400)(x” —36 000 000) Derivoidaan laskimella.

g'(x)= 3 ,
X

kun x> 0.

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2(x+ 400)(x3 —36 000 000) 0
x° Ratkaistaan laskimella.

x=-400 tai x =1003/36 =330,193...

Nollakohta x =1003/36 toteuttaa madrittelyehdon x > 0.

Laaditaan funktion g kulkukaavio. Derivaattafunktio g’ on
jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdassa. Péatelldén

derivaattafunktion merkit testaamalla.

0 100v/36
X g'(x) | merkki J(z) - +
100 | =35 000 — 3
400|700 T glw) | ™=~ |
min

Funktio g saa pienimmain arvonsa kohdassa x = 1003/36 .



Funktion f pienin arvo on f(lOO%/%) =986,566... .

Lyhin mahdollinen suora reitti on noin 990 metrié pitka.

120 000
Kun x:IOOQ/%,niin =
Y 100336

=363,424... .

Reitti erkanee pohjoiseen kulkevalta polulta noin 660 metrin padssi
risteyksesta.

Vastaus
pituus 990 m, erkanemiskohta 660 m
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