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2

nj(x+2)2dx

a) V

0




f

!

R e Rol e

4--——-——_______£__

Vastaus

2) 1827

151
375

b) 7
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Vastaus

| en

61
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a) V=nj(x+1)2dx

1




Vastaus

a) gn b) gn
3 7

o
u

\ES

1
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2 |

V=nf(4x-9) dr

40 1
) |
1 I
6364 o0l 30
7 20 -
10 A

-3 -2 -'10_/'/'2 3 4 5

Vastaus

909175
7
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(%/EH)de

of

-4
136

V=

1

-7
5

27

— T =
5

Vastaus
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a) Integroidaan muuttujan y suhteen.

I
|

V =nr|x*dy

=n[(-y+4)dy




b) Ratkaistaan funktion
lausekkeesta x.

y=-3x"+5
3x’=—y+5

N

3 7 3
Lasketaan kysytty
tilavuus. Integroidaan

muuttujan y suhteen

Vastaus

a) 2%75 b) 4n




Tekija e Pitkd matematiikka9 e 27.12.2017

276

a) Madritetddn x-akselin ja funktion f{x) kuvaajan leikkauskohdat.

f(x)=0
x*=3=0
x*=3

x:i\/g

Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus.

\/5 2
Vznj (x2—3) dx
G
483
= T
5
S " I i";'"'
v o
v N
N T oo
Y TR ]
\ i
Y. Ak d
- LT L v
— -ﬂ 2




b) Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus integroimalla muuttujan
y suhteen. Ratkaistaan funktion f lausekkeesta x y:n suhteen.

y=x>-3
x'=y+3

x=1y+3

Integroimisrajat ovat 0 ja 3.

Vastaus

483
Q) o

1
b) 4—
)271
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N

Lasketaan kédyrien y; ja y, leikkauskohta.
y=x"+4
y=-x+10
¥ +4=-x+10
X +x—-6=0
x=-3tai x=2
Leikkauskohdista x =2 kuuluu tarkastelualueeseen.

Kéiyrin y, =—x+10 ja x-akselin leikkauskohta ( y = 0):

—x+10=0
x =10.



Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus.

10

(yl)zdernJ‘(yz)de

2

V=nm

=T

Oy ) O

(x> +4) dx+1tl_|9(—x+ 10)° dx
2

896 512
=—n+—m
15 3

= 1152 n=230%n

Vastaus

23027[
5
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Lasketaan kdyrien T
leikkauskohdat.
1
{ S(x)=x
g(x)=x ‘
glx) = a?
x=x
x=0 tai x=1 1 >
fx) =z

V= ch‘xzdx—ﬂ:j‘(xz)2 dx
0 0
= nj x’dx — nj x*dx
0 0
_2
15
Vastaus
2
—x

15
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Lasketaan kéyrien leikkauskohdat.

x=-y
y=-x



a) Kiyrien x=-3* ja y=-x" elikiiyrien y=+v-x ja
y=—x" rajaama alue pydrihtid x-akselin ympiri. Lasketaan
pyorihdyskappaleen tilavuus.

V= ch).(i\/;)z dx—njl(—xz)zdx
= Tt_(f (—=x)dx — TC‘T xtdx

-1

=—m

10




b) Kayrlen X = —y2 ja y= —x2 eli kayrlen X = —y2 ja

x =%,/—y rajaama alue pyordhtdd y-akselin ympdri. Lasketaan
pyordahdyskappaleen tilavuus.

0 0 A\

V=n.[(i\/;)2dy—n_|‘(—y2)2dy e

e -1
= ni (—y)dy - “T yidy
-1 -1

3
=—m
10

Vastaus
3
a) —m
10
3

b) —=x
)10
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Lasketaan kéyrien leikkauskohdat.
y=x"+3
1 x*+6
Y7y

x2+3=lx2+6
4

x=-2 tai x=2



Alue pyordhtdd x-akselin ympdri. Lasketaan pyordhdyskappaleen
tilavuus.

2 1 2 2 2
V:nj( x2+6) dx—nJ‘(x2+3) dx
) )

4
804 404
=—QT——m
5 5
=807
Vastaus

801
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\ AV ly
) =005x% + 10

x=30] x

o]

Lasketaan ensiksi lierion tilavaus ¥, = 7t-30%-40 = 360007 .
Viahennetdin tastd onton sisdosan tilavuus V5.

Kidyrd y=0,05x> +10 pyoréhtdd y-akselin ympéri vélilld [10,40]
Ratkaistaan muuttuja x y:n suhteen ja integroidaan y:n suhteen.

y=0,05x>+10

0,05x* = y—10
x> =20y —200

x=%420y —200
40
v, = (4205 ~200) dy = 9000n

10



V =V, -V, =36000m — 90007 = 270007 ( mm")
Munakupin massa saadaan kertomalla tiheys tilavuudella.

m = 680E..27 000% mm’
m

10098 57 000% mm’
(1000 mm)

=57,67... g~ 58g

Vastaus 58¢g
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Ratkaistaan kédyrdn nollakohdat.

¥ =x(x+1)(x-1)(2-x) |Sijoitetaan y =0.
O=x(x+D(x-1)(2-x)
x=0 tai x=-1 tai x=1 tai x=2

Lasketaan molempien syntyvien pydrdhdyskappaleiden tilavuudet.

—njyzdx njx(x+1)(x D2 - x)dx—%n

-1

R 19
! j T

1

Vastaus  Kappaleet ovat yhté suuret.
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——— A== A R
- I A )
I
N
P
-|||_|_|| = /= - -
I I
I r
I i 1 P
I 1 1 ]
= N _ b
L) I ¥ 1
N
VR
e 5 e
[ = |
~ (D) -
N — © N C— O O
B B B
Il Il Il
~
—
Ka}

b) ne’ —n

a) 4175

Vastaus
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y: cos(x)
/ %-\ /\ \
e ~
Ve ~N
v N
» 0 “ /\\ﬁ/ﬁ/ 2 2n
-1 A

e [ eyl s wRT g
27 ) :
V:nj(cosx) dx :
-
0 r/ f= S
=7 . EL X5
. 5
1
:
=2l !
. S I
1
Vastaus
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Kéyrd pyordhtdd y-akselin ympdri, joten integroidaan y:n suhteen.
2
_ 2 3
a) V—chlxdy ‘y y|=2
2 T
:n_[(y2+1)2dy 1 5
’ ' X=y 4+ 1 x
=Bn =15 én
5
y - — I —
0 X
b) V:nszdy y:\/;, joten x=2y°
0
1
=n|(2y°)dy .
4 -__._....-“"
=" ] —
5 D,S y = 4 Illi
N 2 X
- : o
0,5
Vastaus
3 4
a) 15==n b) —=n
) 5 ) 5
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1

Koordinaattiakselien leikkauskohdat:

x-akseli (y=0) y-akseli (x=0)
0=(x—1) y=(0-1y
x=1 y=1

Lasketaan molempien syntyvien kappaleiden tilavuudet.
Pyorahdys x-akselin ympari.

V= thyzdx
0

=T

((x - 1)2 )2 dx

(x—1)4dx

=T

Sl O

w3




Pyordhdys y-akselin ympéri.
y=(x-1

x—-l=ty l0<x<1
x=—y+1
1
szn'[xzdy
0

=nf(—y+D’dy

o la

Tilavuuksien suhde:

:g:1,2:120%.

"
£

c\\:1|m\:1

Siis x-akselin ympéri pyordhtdessd muodostuva kappale on 20 %
suurempi.

Vastaus

x-akselin pyordhtdessd muodostuvan kappaleen tilavuus on e

y-akselin pyordhtdessd muodostuvan kappaleen tilavuus on g

x-akselin ympéri pyordhtdessd muodostuvan kappaleen tilavuus on
20 % suurempi.
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AY

a) Lasketaan laskimella funktion f" nollakohdat .

f(x)=0
—-0,0123x°+0,177x> —x* +2,755-3,83x> +2,97x =0

x=0 tai x~4,89415
Lasketaan mansikan tilavuus.

4,89415

ven | (f(x) dr

= j (—0.0123x6 +0.177x° —x* +2.755x> = 3.83x% + 2.97x)2 dx

0

= 32,4844 (cm®)

Mansikan tilavuus on 32,4844 c¢m’® ~32,5 mL=32,5 mL.



b) Pyoristetddn funktion f kertoimet kahden merkitsevdn numeron
tarkkuuteen. Lasketaan funktion

g(x)=-0,012x° +0,18x" — x* +2,8x” —3,8x” +3,0x

nollakohdat.
g(x)=0
—-0,012x° +0,18x" —x* +2,8x> —=3,8x> +3,0x =0
x=0 tai x~7,11573

Lasketaan mansikan tilavuus pydristettyjen kertoimien avulla.

7,11573 5
V=n j (g(x)) dx
0
7,11573

=n [ (~0,012x°+0,18x" —x* +2,8¢" 3,827 +3,0x)2 dx

0

=4887,84... (cm’)

Mansikan tilavuus on 4887,84... cm’® ~4887,8 mL=4,9 L.

Vastaus
a) 32,5cm’ =32,5mL
b) 4887,8 mL~4,9L
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Sijoitetaan suora ympyrikartio koordinaatistoon niin, ettd huippu on
origossa ja pohjan keskipiste positiivisella x-akselilla.

Kartion sivujanaa pitkin kulkevan suoran kulmakerroin on & = r ja
- r . r
suoran yhtdld on y—-0= Z(x -0) eli y= Zx .

Suora ympyrékartio syntyy, kun suoran y = %x valilla 0<x<h

oleva osa pyordhtdd x-akselin ympéri.

h h
r
V =n|y’dx =n|(=x)"dx
pra={G
h r2 l"2 h
= 1| (—x)dx = n— [ x’dx
J Gt
2 h 2
:nr_z/lx3:nr_2[l.h3_0j
h™y 3 h™\3
I 1

:—n—z-h3 =—nr’h O
3 h 3
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Ratkaistaan ellipsin yhtilostd y°.

2 2
x—2+y—:1
a’> b
2 2
%:1 |-0* (+0)
x’b’
y2=b2 a2

a
2
=n| b’ —b— —a —(b2 (—a)
3
o 3b’a 3b’a 20’
3 3 3

i

%
+
R

"31

\J/
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14Y
Yo = SiN —
2 ..
-/ 2 m/2 N
-1
Y1 = SINT

Etsitddn kdyrien y; ja y, leikkauskohdat vililtd [0, =].
V=0

) . X
smx=sm5 0<x<m

x=0 tai x:2_n
3

Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus kahdessa osassa.
2n
3 n
Vznj ylzdx+n-|. y, dx
2n
’ 3
=7

X .
51n25dx+rc sin® xdx

oy
w‘:'——.r—l

=ln2 —ﬂn ~2,89
2 8

Vastaus En ——n=~2,89
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1
: 3/2:§332
-2 -1

Lasketaan kidyrien y, = Jx ja V, = %xz leikkauskohdat.

Y=
\/;=%x2

x=0 tai x=4

Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus.

24
=—nmn= 4in
5
4
Vastaus —n=4—7n
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/y—$2—|—1

<

akselin ympari.

a) Pyordhdys x-

x> +1)%dx

dx

5
—
l_l
s
[\l
+
<
=

~—'
—— O — C— O
—e—s B B

Il Il Il

2

y




b) Pyordhdys y-akselin ympari. Ratkaistaan integroimisrajat.

Kun x=0, niin y=1.
Kun x=1,niin y=1"+1=2

Integroidaan y:n suhteen. y = x> +1, joten x”=y—1.
Lasketaan ensin suoran ympyralierion tilavuus ja vdhennetéddn

siitd sisdlld olevan onton osan tilavuus.

V=V =V,

= U lierio ontto
2

=n-12-2—n_[x2dy

1
2
=2n—nIQh4yW
1

P . )
2

Vastaus

a) lzn b) 111:
15 2



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 27.12.2017

293

y = —2x°

Ratkaistaan kdyrien leikkauspisteet.

2
x=2
4

y=-2x’
x=0jay=0 tai
x=1jay=-2



a) Pyordhdys x-akselin ympdri. Integroidaan x:n suhteen.
Integroimisrajat ovat 0 ja 1.

2

Pyorahdyskappaletta rajaavat kdyrdt ovat x = yTl

eli y’>=4x ja

y, =—=2x".

V= n_i‘ v dx — nj y, dx
0 0

= nj‘ 4xdx — nj. (—2x%)*dx
0 0

= nj 4xdx — nj‘ 4x*dx
0 0

:—nzlln




b) Pyordhdys y-akselin ympéri. Integroidaan y:n suhteen.
Integroimisrajat ovat —2 ja O.

Pyorahdyskappaletta rajaavat kayrit ovat x, = yT ja

y=-2x," eli x,” = —%.

0 0
V= nj x, dy — nI x, dy
-2 -2
0 y 0 y2 L
= —= |dy— Z)d L
njz( 2]“” nj( ) dy 1
. :
Y ! '
= -=|d —d
njz( 2Jy nf SR
3
==
} 4
':
Vastaus
1
a) 1—-
) "



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 27.12.2017

294

L

Y

y= =22 +2,y>0

Yo = /1 — 22
/ q\
/ ) X
-1 0 1

Madéritetddn kdyrien leikkauskohdat.

y,==2x+2
Yy = 1-x°

x=1, x=-1, x=

NCI
— tar x
2

V3
2

Leikkauskohdista kelpaavat x = g ja x= —g .



672[-._%72
R
Il
N

~
ﬁ72.|.ﬁ_72

Vastaus

3 193

17

10
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/\y
3
2
(2, y)
!
0 T—2
1

Integroidaan y:n suhteen. Pyordhdyskappaleen rajaa kdyrd y = Jx

eli x=y, missi x>0.

Pyérihdyskappaleen poikkileikkauksen side on r=4—x =4—y*.
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4 4Y
34
/ .
iy y=sinr < _~

Pyorahdysakseli on y = 2. Pyordhdyskappaleen poikkileikkauksen
sideon r=2-y=2-sinx.

V= nJ.rzdx
0
=n[(2-sinx)*dx
0
9
=—n—-81 (19,3
5 ( )
Vastaus

2n—8n
2
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\ ’\V ’ X\
A 0 2 3"
\ I
\ I
\ |
-1 - \ r
\ 1
\ I
=
=7 Tu " ~ ]
S \ /
\ /
y =3z -3 \ /
- i il PR 4

T mm e m

Kiyrd y=3x”>—3 pyorihtdi suoran x =1 ympiri.
Integroidaan y:n suhteen.
Integroimisrajat ovat y =3-0°-3=-3 ja y=0.

Ratkaistaan kdyran yhtdlostd x.

y=3x"-3
=241
x=%/=+1



Syntyvén onton pyordahdyskappaleen

Ulkoséide ru=1—(— /§+1j=1+ §+1

jasisdside r, =1-

w <

V:Vulko_V

: sisd .
= nj r2dy — Tc_[ r’dy

-3 -3

0 2
=n£(l+,%+l] dy—-n

=87

Vastaus
8n

0

J

-3

-
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N
Y y=avz, 2>0

Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus.
1
V=mn J. yidx
0
1
=7 '[ (a\/; ) dx
0

1

2
=—Ta

Tiedetéddn, ettd pyordhdyskappaleen tilavuus on 2mw.



Muodostetaan ja ratkaistaan yhtilo.

l1w¢2 =21
2

a’ =4

a=2 tai a=-2
Koska a > 0, vain ratkaisu a =2 kelpaa.

Derivoidaan funktio f.

f(x)=avx =2x
: 1

F/(x) = D(2yx) = D(2x?) =2 %xz _oo L

Jx

Lasketaan pyordhdyskappaleen vaipan ala.

A= 2nj| FENI+ f/(x) dx
1 1 2
zznﬂz\/}\ 1+($jdx
=4nj\/} 1+ Ld
0 X
=4andx

:8?“(2\/5—1) (~15,3)

Vastaus 8?“(2\/5 -1)
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Sijoitetaan pallo koordinaatistoon niin, ettd sen keskipiste on
origossa ja porattu reikd on x-akselin suuntainen. Reiéllinen pallo
syntyy, kun origokeskisen, 5-sdteisen ympyréan kaari, jossa y > 1,
pyoOrdhtdd x-akselin ympéri.

5-siteisen, origokeskisen ympyrin yhtild on x* + y* =5°.

6

1 2 3 4 5 7 8 -

Ratkaistaan ympyrin x° + y° =5 ja suoran y = 1 leikkauskohdat.

x2+y2:52

y=1

x> +12=25
x* =24

x=+24 tai x=—/24



Lasketaan pyordhdyskappaleen tilavuus.

V24 V24 2 2 _ .
T A et
_a _Ia y =25-x".

24 24
=7 j (25— x")dx - j 1dx
o o

=646

Pallon massa ja tilavuus ovat suoraan verrannolliset.

Lasketaan pallon massan muutos tilavuuden muutoksen avulla.

Vparattu pallo — 64'\/8 T

Vpallo —TT- 53
3

=0,94060... = 94,060... %

Pallon massa kevenee 100 % —94,060... % =5,939... % = 5,9 %.

Vastaus

5,9 %
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a) Sisdrenkaan poikkileikkaus on
ympyrd, jonka sdde on

wzz,o (cm).

Sijoitetaan sisdrengas
koordinaatistoon niin, ettd
keskipiste on origossa.
Sisdrenkaan muotoinen ,
pyorahdyskappale syntyy, kun ;
2-sdteinen ympyra, jonka

keskipiste on (0, 27) pyordhtdd

x-akselin ympari.

Pyoréhtavan ympyran yhtalo on
(x—0) +(y-27)°=2°
X’ +(y-277 =4
Ylempi puoliympyrd on y =27++v4- x’
ja alempi puoliympyrd y, =27 -+4-x".

Lasketaan sisdrenkaan tilavuus.



2 2
V:njyyzdx—njyuzdx
-2 -2
2 2
:nj(27+\/4—x2)2dx—nj(27—\/4—x2)2dx
-2 -2
=2131,83... (em’)

Sisdrenkaan tilavuus on 2131,83... cm’ #2130 cm® =2,13 L.

b) Sijoitetaan kultasormus koordinaatistoon (yksikkdni millimetri)
niin, ettd keskipiste on origossa.

19.5 — 1
rgywxm

¢ (0,0) 18,0 19,5

Sormus syntyy, kun ympyrén (sdde 0,75 ja keskipiste (0, 9))
ylempi puolikas pyordhtdd x-akselin ympdri.



Ympyrén yhtdlo on

(x—0)> +(y—9)>=0,75

x*++(y-9)"=0,75

Lasketaan sormuksen tilavuus.

075 0,75
V=7tI yzdx—nj 9 dx

~0,75 ~0,75

0,75 0,75

= [ (940,75 - Y'dv—7 | 9dx

-0,75 -0,75

=51,732... (mm’)

Sormuksen tilavuus on 51,732... mm’ ~ 51,7 mm’.
Sormuksen massa saadaan kertomalla tiheys tilavuudella.

kg

m=pV =173 o -51,732... mm’

10008 51 735 mm’

=173 ——
(100mm)

=0,8949... g ~0,89 g

Vastaus
a) 2130 ecm’=2,13 L
b) 51,7 mm’, 0,89g
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Pohjan suuntaiset poikkileikkaukset ovat nelifitd, joiden pinta-ala on
A(x)=(xJ7—-5x)*, missd x on poikkileikkauksen etiisyys pohjasta.
Lasketaan teltan tilavuus.

1,

EN

V= [ A(x)dx

© C—y

1

~

B

Il
—

(7—-5x)dx

Il
o

,9 (m?)
Teltan tilavuus on 4,9 m’ =4900 L.

Vastaus
4900 L
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Sijoitetaan taideteos koordinaatistoon niin, ettd x-akseli on
kohtisuorassa pohjan suuntaisia poikkileikkauksia vastaan.

Kohtisuoran poikkileikkauksen pinta-ala on
A(x) =2mn(1-0,4x)”, missd 0<x<1,70.

Lasketaan taideteoksen tilavuus.
1,7 1,7

V= j A(x)dx = j 21(1-0,4x)* dx = 5,064... ~ 5,06 (m’)
0 0

Taideteoksen tiheys on 680 kg/m”.
Taideteoksen massa on tilavuuden ja tiheyden tulo.

5,064...- 680 =3443,8... ~3400 (kg)

Vastaus

3400 kg
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Lasketaan
poikkileikkauskolmion pinta-ala.

h2+<%2 =x’

X

P +==x |h>0

4
h =£\/}

2

NE)
h/x 76*/; 3
2 2 4

Vastaus

125 m’

Lasketaan tornin tilavuus.

V:TAumx
{‘#dx

=124,7...~125 (m’)
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Sijoitetaan hallin paity koordinaatistoon niin, ettd huippu on y-
akselilla ja pdddyn alareuna x-akselilla.

e

/ \
/ \

1 .
Paraabelin yhtilo on ax’ +bx+c=0.
Muodostetaan yhtidloryhma ja ratkaistaan kertoimet a, b ja c.

a-0’+b-0+c=13 huippu (0, 13)
a-(=12)> +b-(-12)+c=0 alareunan vasen piity (—12, 0)
a-12°+b-12+¢c=0 alareunan oikea paity (12, 0)
__13
144
b=0
c=13




Hallin kaikki péétyjen suuntaiset poikkileikkaukset ovat pinta-
alaltaan yhté suuria. Lasketaan paddyn pinta-ala.

12 13
A,= [|-—=x"+13 |dr =208
A0 144

Halli on suora lierid, jonka pohjan ala on A4, =208 m’ ja
korkeus 42,0 m.

V'=A4,h=208 m’-42,0 m=8736 m’ ~8740 m’

Vastaus
8740 m’
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Sijoitetaan juustokuutio koordinaatistoon niin, etti pois leikattavan
pienemmaén osan nurkka on origossa ja pystysdrma positiivisella y-
akselilla.

Pois leikattavan kappaleen kaikki pohjan suuntaiset
poikkileikkaukset ovat tasakylkisid suorakulmaisia kolmioita, joiden

ala korkeudella ¢ on A(?) =%a2.

Juustokuution tahkolle on piirretty origokeskisen ympyrin
x>+ 3> =12* kaari. Ympyrilld oleva piste (—a, f) toteuttaa timin
ympyrin yhtalon.

x*+y*=12>  [Sijoitetaan x=—a ja y=rt.
(—=a)* +1 =127
a’+1r =12’

a’=12"-¢



Poikkileikkauksena olevan kolmion pinta-ala #:n avulla lausuttuna
on

A(2) =%az =%(122 —1%) =72—%t2, missd 0<¢<12.

Lasketaan leikatun palan tilavuus.

V= TA(t)dt

12 tz
- j(n - —J dt
) 2

=576 (cm’)

Vastaus
576 cm’
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Piirretddn kuva niin, ettd pohjaympyrin keskipiste on origossa.

\ (z,y)

Pohja on origokeskinen ympyri, jonka yhtild on x* +y* = 6>.
Poikkileikkaukset ovat tasasivuisia kolmioita, joiden sivujen pituus
on 2-|y| jakaikki kulmat ovat 60°. Poikkileikkauskolmion ala on

{ A:labsiny
A(x)=—=-(2-] y|)* sin 60°
5 |y | NG
sin 60° = —
2
_1.4. 2.£
2TV
x2+y2:62
:y2\/§
Y =36-x"

=(36-x )3



Lasketaan kappaleen tilavuus.
6

V= j A(x)dx
-6

= j(36—x2)\@dx

—2883  (=498,8)

Vastaus

2883 ~498.8
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Tehtédvissa on virhe. Tehtivassa pitdisi lukea: "...pohjan suuntainen
poikkileikkaus...".

Sorvaamisen jélkeen jokainen xy-tasoa vastaan kohtisuora
poikkileikkaus on ympyré, jonka sdde on

r= 0,1x2 + 1, missd 2 <x<3.



Kappaletta hiotaan niin, ettd jokaisen
ympyrén sisddn jad mahdollisimman
suuri nelid.

r=01z2+1
Pythagoraan lauseen mukaan

2 2 2 2
a =r-+r =2r".

Siten nelidn pinta-ala on a’ =277, -

Kohtisuoran poikkileikkauksen pinta-ala on
A(x) =2(0,1x* +1)*, missd 2 <x<3.

Lasketaan kappaleen tilavuus.
3 3

V= j A(x)dx = jz(o,lx2 +1)*dx =15,766... ~ 15,8
-2 )

Kappaleen tilavuus on 15,8 cm’.
Vastaus

15,8 cm’
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Sijoitetaan teltta koordinaatistoon niin, ettd pohjan keskipiste on
origossa ja korkeusjana positiivisella y-akselilla.

N

(z.y)

y=-0.45x* + 1.3

Teltan korkeus on y =-0,45-0>+1,3=1,3 (m) (x=0).

Korkeudelle y piirretyn poikkileikkausnelion sivu on s ja lavistdjian
puolikas on 2x, missd 0 <y < 1,3. Poikkileikkausnelion pinta-ala on

A(y) =s". Pythagoraan lauseen avulla saadaan

x2+X2=S2
§°=2x"
y=-0,45x"+1,3
A(y) =2x° . y-13
—0,45
BE Y anLC T NP



Lasketaan teltan tilavuus.

=3,7555...~3,8 (m’)

Vastaus
3,8 m’



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 27.12.2017

309

Sijoitetaan museorakennuksen pohjaympyra koordinaatiston
xy-tasoon niin, ettd pohjan keskipiste on origossa ja
poikkileikkaussuorakulmiot ovat y-akselin suuntaisia.

vk

19,7

Pohjaympyrén side on » = =9,85 (m).

Pohjaympyrin yhtild on x>+ y* =9,85%.

ey . . 1
Poikkileikkaussuorakulmion kanta on |2y| ja korkeus 5 12y |=|y].

Kohdassa x poikkileikkaussuorakulmion pinta-ala on

, x’+y° =9,85
A(x)=[2y[-|y|=2y
¥ =9,85 —x°

=2-(9,85" —x7).



Lasketaan rakennuksen tilavuus.

V= [ A(x)dx
_9’:85

= j (2-(9,85" — x*))dx

-9.,85

=2548,4...~ 2550 (m’)

Vastaus

2550 m’
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Kirjan 1. painoksessa virhe tehtdvdnannossa. Pitiisi olla
jokainen pohjien suuntainen poikkileikkaus on ...”

2

..., jonka

(z,y)

T &

Kohdassa x
— tyhjdn sisdosan poikkileikkaus on ympyré, jonka pinta-ala on
Asisa‘osa(x) = nr2 = Tcyz = n(eO,ZX)Z = TCeO’4x

— puisen kappaleen poikkileikkaus on sdédnnéllinen kuusikulmio,
jonka pinta-ala on

A (x):6-%r-r'sin60°

puu
= 3.]/'2 .ﬁ: 3'\/5 y2 — 3\/3 (eo,2X)2

— 3\/5 e0,4)c
2 2 2 2 '



Lasketaan onton sisdosan tilavuus seké sisdosan puukappaleen
tilavuus.

Viisiosa = i Ayiosa (X)dx

0
4
= I me*dx




Lasketaan tyhjén tilan osuus taideteoksen siséosasta.

Vsisdosa - uu
=P .100 %

sisdosa

=17,3006... % ~17,3 %

Vastaus
17,3 %
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| |
1 |
T h

A 4

Sijoitetaan kartio koordinaatistoon niin, ettd huippu on kohdassa
origossa ja kartion pohja on kohtisuorassa x-akselia vastaan.

Muodostetaan yhdenmuotoisten poikkileikkausten pinta-alojen
avulla verranto, ja ratkaistaan tdstd kohtisuoran poikkileikkauksen
pinta-alan lauseke A(x).

A \h

14

4, , .
A(x)zh—g’x, missd 0<x<h



Lasketaan kartion tilavuus.

A(x)dx

-]
[
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Sijoitetaan konserttilava koordinaatistoon niin, ettd pohjana olevan
puoliympyrén keskipiste on origossa ja puoliympyran halkaisija x-
akselilla.

N

(z,y)

Pohjaa rajaavan puoliympyrén yhtilo on
x*+y° =8, missi y>0.

Katon ja pohjan leikkaussuoraa vastaan kohtisuorat
poikkileikkaukset ovat suorakulmaisia kolmioita, joiden toinen
terdvé kulma on 60°.

Kohtaan x piirretyn poikkileikkauskolmion kanta on [y| ja korkeus

tan60°:i
h=| y |tan 60° |71
tan60°=x/§

=3y



Poikkileikkauksen pinta-ala on

Bl
2

_ 131y
2

A(x) =

NE) , x* 4yt =8

Lasketaan tilavuus.

8,0
V= j A(x)dx

-8,0

8,0

LT

=591,

| &

8> — x?)dx

[\)l\)

.~590 (m’)

Vastaus
590 m’
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h

Leikatun palan pohja on xy-tason puoliympyrd, jonka yhtélo on
x*+y*=r’, missi x>0.

Pohjaa vastaan kohtaan x piirretty kohtisuora poikkileikkaus on
suorakulmainen kolmio, jonka x)-tasossa olevan sivun pituus on x

ja y-akselilla oleva terdvd kulma on ¢« . Liséksi tana = h = vakio .
r



Kohtaan x piirretyn poikkileikkauskolmion pinta-ala on

h, h .
tana = —% =—, joten

A(.X):x.hk X r
2 h
h, =—x
r
h
X -—X
__r
2
I 2 x2+y2:r2
=—X
2r x2=1’2—y2
h
=;(”2—y2)

Lasketaan palan tilavuus.

V o= JV.A(r)dt



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 27.12.2017

314

Leikataan ellipsoidi kohdassa z tasolla, joka on kohtisuorassa z-
akselia vastaan. Syntynyt leikkauskdyrd on

a b c
2 2 2 2 2
X y -z c
St T 22
a b c ¢ —z
2 2 2 2
X c Jry c |
D) 2 " 52 T 2
a ¢ —-z= b ¢ -z
2 2
X N y
2 2 2 2 2 2
a -(c"=z) b -(c"—-2)
c? c?
x2 2 1
2+




61'\]6‘2—22

c

Saadun ellipsin pinta-ala on A(z)=mmn, missd m =

2 2

) Nt -z )

ja n=——————Sievennetddn A(z):n lauseke.
c

A(z)=nmn

a-\c* -7 .b-\/cz—zz
c c

2 2
. ab-(c : z7)
c
Lasketaan ellipsoidin tilavuus.

V= j A(2)dz

2
C

c 2 2
:Jn-ab (c Z)dz

nab ¢

02 —z%)dz

nab __23)

T“ib ((Cz .c——~03)—(02 '(_C)_l'(_cf)j
- 3

_ nab(z 3 _(__ )J
c

ntab 4
= 2 -—C
c 3

=inabc O
3
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Poikkileikkaus korkeudella y on tasasivuinen kolmio, jonka kérjen
etdisyys kolmion painopisteestd on x.

Kolmion painopiste on mediaanien leikkauspiste, joka jakaa
mediaanit 2:1 kérjestd lukien. Tasasivuisen kolmion kaikki kulmat
ovat 60°. Merkitddn kolmion sivua kirjaimella a.

Korkeudelle y piirretyn poikkileikkauskolmion pinta-ala on

NE

1 ) )
A =—a-a-sin60° sin60° = —
») > >

1,3
=—q +-—
20 2
V3,
—da

4



Ratkaistaan a” Pythagoraan lauseen avulla.

4 4
a’ =3x’
A(y) =£a2 a’ =3x’
4
y=2x"-8x+6
2x* —8x+6—y=0
33,
== +./
4 X xz%, O<x<l1
x:4_ 2y+4
2

2
23\/5.(4_ 2y+4} 0<y<4



Lasketaan pylvéédn tilavuus.

4
vo=[A()dy
0
_isﬁ_[4— 2y+4]2d
I 74 2
=2,105..~2,1 (m’)
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Sijoitetaan putket xz-tasoon niin, ettd putkien
poikkileikkausympyroiden keskipisteet ovat x- ja z-akseleilla.

Putkien ristedvén alueen jokainen xz-tason (kuvassa vaakasuora
taso)suuntainen poikkileikkaus on nelid. Leikataan putkien yhteinen
osa xy-tasolla (kuvassa pystysuora taso), jolloin leikkauskuvio on

sama kuin putken poikkileikkaus eli ympyrd x° + y* =20°.

Y
10>\ .
5
5/




Poikkileikkausnelion sivun pituus on 2x.
Nelion pinta-ala on A4(y).

A(y)=(2x)°
4y x> +y? =20
x2 — 202 _ y2
= 420"~ )
= 1600 -4

Lasketaan putkien yhteisen osan tilavuus.

20

Vo= [ 4A(dy

=20

20
= [ (1600—-4y” = dy
=20

= 42666,66... (cm’)

Yhteisen osan tilavuus on 42666,66... cm’® ~42700 cm® =42,7 L.

Vastaus

42,7L
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