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a)
5 . 1 3
J. x2dx uusi eksponentti —+1=—
2 2
: .2
uusi kerroin 3
2 3
:§x2 +C, kunx>0
b)
- . o1 I
I 5x 2dx uusi eksponentti —E+ 1= 5
uusi kerroin 2
1
=52x>+C
1
=10x2+C, kunx >0
c)
2 . ) 1
.[ x 3dx uusi eksponentti 3 +1= 3

uusi kerroin 3
1
=3x3+C, kunx>0



Vastaus

2 3
a) §x2+C, kunx >0

1
b) 10x%2+C, kunx >0
1
¢) 3x*+C, kunx>0
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a)
[-3vxdx
> 13
= J. —3x2dx cksponentti —+1==
2 2
kerroin %
3
3
:—3.2x2 +C
3
3
=-2x2+C
= 2xJx +C, kun x> 0
b)
[ xfxdx
: 35
- ,[ x2dx eksponentti —+1==
2 2
kerroin %
5
5
==x2+C
5

=%x2\/;+c, kun x > 0



4
—dx
1%
% o1 1
:I4'x dx eksponentti ——+1=—
2 2
kerroin 2
1
=4.2x*+C

=8Jx+C, kun x>0

Vastaus

a) —2xy/x+C, kunx>0

b) %XQ\/;JrC, kuinx >0

c) 8\/;+C, kunx >0
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a)
J.Sx’zdx eksponentti —2+1=-1
.1
kerroin —=-1
= 5-(—x’1)+ C
5
=——+C, kunx>0
X
b)
3
—dx
xS
= I3 xdx eksponentti —5+1=—-4
. 1
kerroin ——
4
1
=3:|—x" |+C
4
3

+-+C, kunx >0

4x



kerroin — l
2

:—%+C, kun x>0
8x

Vastaus

a) —§+C, kun x >0
X

3

b) -
) 4x

++C, kunx >0

c) —LZ+C, kunx >0
8x

—-x7dx eksponentti —3+1=-2
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Tutkitaan ensin integraalia vélilld x> 0.

in
:.[x_4dx
= —%x‘3 +C

=—L3+C
3x

Tutkitaan sitten integraalia vdlilld x <0.

—%+C, kun x>0
3x

—%+D, kun x <O.
3x

Integraalifunktio on siis F(x) =
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Maédritetddn ensin kaikki integraalifunktiot.

=—2+C, kun x>0
X

Maédritetdédn integroimisvakio C.

F(3)=0
—§+C:O
3
-1+C=0
C=

Saadaan F(x)= —i+1, kunx >0.
X



-t

<N\

Vastaus

F(x):—3+l, kunx >0
X
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=2\/}—§x\/§+c, kun x> 0



=x—2Jx+C, kunx >0

Vastaus

a) 2\/;—%x2 x+C, kunx >0

b) x—-2Jx+C, kunx>0
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8y 2
=2/3x3
L2

8 2
= /3x3

1

2 2
=3.88=3.1°
:3.4_3

=9

eksponentti — 1 +1= 2
3 3

kerroin E
2



c)

jzvﬁu

-1

1 1
= 2I x3dx eksponentti ! +1= 4
e 3 3

kerroin i
4

13 4
= —x3
/3

1
:/éx.g/;
-1

2
:31.3/1_2(_1).3/__1
2 2

33

2 2
=0
Vastaus

9
Q) —
400

b) 9

c) 0
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Vastaus

a) %( s5)+c

b) %(3x +1)°'+C
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a)
j x — 3dx

~[(x-3) dx
:g(x—?a);JrC

=§(x—3)\/x—3+C, kun x >3

b)

[x/a® +1dx

[ 1)

=%I2x(x2+l);dx
12 2

ZE-E(x2+1)E+C

:l(x2 +1)\/x2 +1+C

3



Vastaus

a) %(x—S)\/x—3+C, kun x >3

b) %(x2 +1)\/X2 +1+C
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a)
J =
2
(x +1)

:J.x(x2 +l)72dx




b)

1
dx
I\/2x+l
1

= J.(2x+ 1) 2dx
:lj2(2x+1)_%dx eksponentti —l+l:l

2 2 2
kerroin 2

1
=%-2(2x+1)2+C

=+2x+1+C, kun x>—%

Vastaus

a) -

> +C
2x°+2

b) ~2x+1+C, kunx>—%
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a)

Sisdfunktion derivaatta on 2x. Tétd ei voi saada sisdfunktion
eteen, joten funktiota ei voi integroida yhdistetyn funktion
integroimissaantod kayttaen.

b) Voi.
I X (x2 - l)3 dx
1 )
=3 I 2x (x — l) dx
Ll oysc
2 4
1, , 4
=—(x"-1) +C
s (=)
¢) Sisafunktion derivaatta on 2x. Tdtd ei voi saada sisafunktion
eteen, joten funktiota ei voi integroida yhdistetyn funktion
integroimissdintod kédyttden.
Vastaus
a) eivoi
b) l( - 1)4 +C
8
c) eivoi
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a)
j.\/Sx —1dx

1
(5x - 1)5 dx

5(5x—1)%dx

—_——
[\

Il
N|—= W] =

Il
—~—
—~~
N
=
|
—
~
]

|
—
U1|'\’
20
NG
w
<
|
p—
N
(3]

| Il
R
[\
| \?J\w
| |
oo
~— %\w
N——

—_—] gy =
Dn|oco W



o
-

—_———
W
=
|
—_

\S)
—_———
—

Nl b b A 0|

N
&

| —

vy
L
N
NI

&

2%]5(

2

W

=

|
— —_
~—~

— —~ ==L ~—u
&
i —~~
|
= 4L
N — —
N

(O8]
|
\S]
~

|
| —

&



Vastaus
38
a —
) 15
4

b)g
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kerroin %
3

Vastaus

w2

3
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a)
[(x=1)x—1dx
= [(x-1) dx
=%(x—1)2+C

— 2 (1P VET4C, kun x>
5

b)

I
Y,
I(l—x)z
=I(1—x %dx

—1] (1- x2dx

=—L§@—xﬁ+€

:-%(l—x)\/l—x—l—c, kun x <1



Vastaus

a) %(x—1)2\/x—1+c, kun x> 1

b) —%(l—x)\ll—x+C, kun x <1
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a)

b)

[fxdx

:J.xgdx
4
=§x3 +C
4

=%x3x+C, kun x>0

J.xzx/;dx
zj.x;dx

7
= 7x5 +C

sz3 x+C, kun x>0

: 1 4
uusi eksponentti §+1:§

) .3
uusi kerroin Z

. .5 7
uusi eksponentti —+1=—
2 2

) .2
uusi kerroin 7



[
= J'6x’2dx

=6-(-)x"'+C

:—£+CJmnx>O
X

:—i%+CJmnx>0

5x



Vastaus

a) %x3x+C, kun x >0

b) %x3 x+C, kunx>0

c) —E+C, kun x >0
X

d) —LZ+C, kun x>0
S5x
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a)
4
[ 2+/xdx
1
- 1 3
= ZI x2dx uusi eksponentti —+1=—
1 2 2

) )
uusi kerroin E



b)

o | w

o | w

p—

[S—

w o

uusi eksponentti — ! +1=—
3 3

) .3
uusi kerroin —



Vastaus

28

a —
) 3
9

b) =
) 2
7

C) —g
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Funktio f(x)= Jx + 1 on médritelty, kun x> 0.
X

NS

Maédritetdédn integraalifunktiot.

F(x)=[(x +%)dx
= j(x;+x_;)dx

= zx% + 2x% +C
3

:gx x+24x+C,

missa x> 0.

Vastaus

F(x)z%x Xx+2J/x+C, kun x>0
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a) Funktio f(x)=x+ LZ on jatkuva vililld x> 0 ja vélilla
X

x <0.

Maiiritetddn integraalifunktiot valilla x>0.

F(x)=[(x+ %)dx

:J.(x+x_2)dx
:lx2 -x'+C
2
:lx2 —1+C
X

Maédritetdédn integraalifunktiot valilldi x <0.
F(x) =lx2 —l+D

2 X
Siis

lxz—l+C, kun x>0

F(x)= f ’1‘
—x*—=+D, kun x<0.
2 X



b) Mairitetddn vakio C.

F(2)=1

Loy lico
2 2

é+C=1
2

C=——
2

Madritetdan vakio D.

F(-1)=0

1 |
— (-1’ =—+D=0
2() —+

Siis

2—1—1, kun x>0

1
—Xx
ol
—x*—=—=, kun x<0.
2 X



Vastaus

lxz—l+C,kunx>0
) F={1 %
—x*——+D, kun x<0.
x
lxz—l—%,kunx>0
b) F(x)=f -
—x*———=, kun x<0.
2 x 2
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A
Il

Il
TNy me— — —
VR
=
N | W
_|._
[uni—y
N—

Vastaus

8/2 +3

5

18.12.2017



Tekija e Pitkd matematiikka 9 e

133

a)

b)

—_—

(x2—2+x

X =2x—-x'+C

f(x )
=]
1
3
% 3 2x—l+C kun x>0

(e
= [ (¥ = 20x +x) dx

3
:j[xz —2x? +xjdx

5
21)63—2-£x2 +=x>+C
3 5 2
1,

3

18.12.2017

=—x —%x x+%x2+C, kun x>0



Vastaus

a) lx3—2x—l+C, kunx >0
3 X

b) %)f—ix2 x+%x2+C, kun x>0
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Funktio f on maédritelty ja jatkuva, kun x> 0.

Integroidaan muuttujan ¢ suhteen.

P 1
f(x)= j (tvx -

Ratkaistaan nollakohdat.

SxVx =y =0
\/}-(lxz—1)=o
2
\/;=0 tai %xz— =0
x=0 x’=2
x:\/z tai xz—x/i

Maiirittelyehdon toteuttaa vain x = V2.

Vastaus

x=+2
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a)
[32(8x~1) dx

=4[8(8x~1) dx
=4%(8x—1)4+C
=(8x-1)"+C

b)



a) (8x-1)'+C
b) é(f 1) +C

c) —%(3—x)3+C
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a) Huomaa! Kirjan ensimmaiisessd painoksessa on virhe

tehtivanannossa: maarittelyehto on x <—.

j 6:/5 — 2xdx

=j6(5—2x)%dx
6

1
=__2 (_2)(5_23‘)5(136 eksponentti %H:%

kerroin %
3
3
- 025 e
23
:—2(5—2x)\/5—2x+C, kun x<§
b)

J‘ dx
NSx+2
~ [(sx+2) 2ax

1 1 1 1
=—|5(5x+2) 2dx eksponentti ——+1=—
5I (5x+2) P ) T)

kerroin 2

1
=%-2(5x+2)2+C

=g 5x+2+C, kun x>—g
5 5



Vastaus

a) —2(5-2x)vJ/5-2x+C, kun x<§

b) % S5x+2+C, kunx>—%
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Funktio f on jatkuva vililld x> 1 ja vililld x <1.

Maédritetdédn integraalifunktio valilla x> 1.

F(x)=|

(x )
I(x 1)
( )+

x—1

Maédritetdédn integraalifunktio valilla x> 1.

F(x)=- +D

¥ —
Saadaan

- +C, kun x>1
F(x)=4 "7

+D, kun x<1.
x—1
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a)

1

j V3x + 6dx

1
(3x + 6)5 dx

Il
e—

3(3x+6)2 dr

3

(3x+6)
3x+6)\/3x+6

=2(27-33)
243

L Le——

Il
| b2

1

Il
— W

\Oll\) NoN ) w|—~ w|—~

I

(@)}

|
w‘



b)

Vastaus

b) 243-2
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a)
j (x + 2N x* + dxdx

=j(x+2)(x2+4x);dx
-1 2x+4 x2+4x%dx
Qe (x +ax)
=%-§(x2+4x);+C

:%(xz +4x)\/x2 +4x+C, kun x>0

b)
J’ 4x+1

—_—dx
Vax* +2x

= [(@dx+1)(4x + 2x)_; dx
_ %I(E%x £2)(4x +20) P e
:%-2(4;;2 +2x); +C

=4x> +2x +C, kun x>0



Vastaus

a) %(x2+4x)\/x2+4x+C, kun x >0
b) V4x*+2x+C, kunx >0
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Funktio f(x)=(2x—1)(x>—x)* on polynomifunktio, ja siksi se on
kaikkialla jatkuva.

Maiiritetddn integraalifunktiot.
F(x)= l(x2 —x)3 +C
3

Tutkitaan funktion F kulkua derivaattafunktion f avulla.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

(2x - 1)()c2 — x)z =0

. 1 )
x=0 tai x:E tai x=1

Laaditaan funktion F kulkukaavio.

X fx) merkki 1

p 1
1| 12 _ 0 2
04| 0011..] - flz) - - + +
0,6]0,0027...| +
2 12 n Fo) ™~ |~~~ | —~ | —~

min

: . 1
Funktio F saa pienimmaén arvon kohdassa x = 5

Pienimmaén arvon tulee olla —1.



Vastaus

F(x)= %(xz - x)3

191
192
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Koska funktiot f"(x)-(f(x))" ja x> ovat yhti suuret kaikilla x,

niin myos niiden integraalifunktiot ovat yhta suuret kaikilla x.

Ratkaistaan vakio C.
f)=2
J1P+3C =2 O
1+3C=2°
7

C==
3

Saadaan f(x)=3x’ +3% =X’ +7.

Vastaus

f(x)le3 X +7



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 18.12.2017

142

Koska saavutettu elintaso f(x) ja sen kasvunopeus f’(x) ovat

kéddntden verrannollisia, niiden tulo on vakio k; > 0.
f'(x) f(x) =k,
[£1(x) £ (x)de = [k dx
1
E(f(x))2 =kx,+C, |-2
(f () =2k +2C,

S (x)=%2kx+2C,

Koska elintasoa mitataan keskiméaariisend kulutuksena vuodessa,
funktion f arvon tulee olla epénegatiivinen.
Kun merkitddn 2k, =k ja 2C, = C, saadaan

J(x)=~hkx+C,

missd x>0 ja k>0 ja C>0 ovat vakioita.

Vastaus

f(x)=+kx+C, missd x>0 ja k>0 ja C>0 ovat vakioita.
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3x
Funktio f on midritelty f(x)= j JE +1dr.

Oletetaan, ettd G(t) on funktion +/#* +1 jokin integraalifunktio.
Talloin f(x) = G(3x) - G(x) .

Koska G'(¢)=+/f’+1,niin

F(x) =G (3x) = G'(x) =3(3x) +1-x* +1=3J9x7 +1-/x* +1

Tutkitaan derivaattafunktion saamia arvoja.

f’(x)=3\/9x2+1—\/x2+1 Ox* > x°
23\/x2+1—\/x2+1
=24x? +1 x>0
>2/0+1
>0

Koska derivaattafunktion arvo on positiivinen kaikilla x, niin funktio
f on aidosti kasvava, eika silld ole dériarvoja.

Vastaus
f(x) = 3\/9)62 +1- \/)c2 +1, funktiolla f ei ole dériarvoja.
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a) De'"'=e*  -D8x=¢"-8=8¢e"

b) Funktion 8e** eris integraalifunktio on e**.

. . . . . 1 &,
Siten funktio e eris integraalifunktio on geg’

ja kaikki integraalifunktiot ovat muotoa %eg" +C.

Vastaus a) 8e*

b) 2ot +C
g
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a) 2idx=_|.g-exdx:2j‘e"dx:2ex+c
5 5 5 5

b) j e dx = % j 6e**dx =%e“ +C
C) J‘e*xdx:—lj.—l-e’xdx:—l-e*" +C=-¢"+C

d) Ie%dx=9j ée‘x’dx=9e;+C

Vastaus  a) %e"+C
1 6x
b) —e™+C
6
c) ¢ +C

X

d) 9¢° + C
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a) [xedr= %J.2xex2dx = %e"z +C

b) j xle'dx = % j 4x’e dx = %ef‘ +C

2 XZ

c) J.—xex;dx=—_|.xex2dx=—e2+C

Vastaus  a) %e"z +C

b) Lo 4C
4

VZ

c) —617 +C
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a)

3
[

= J. 3e'dx

18.12.2017



2
J~4x3 dr
ex
= J.4x2e"x3dx
= —if—3x2e"x3dx
3
= —ie""3 +C
3
=— 43 +C
3e”*
Vastaus
a) —%+C
=
1
b) ——+C
2¢e”*
c) =- 4; +C
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= 6(eg - eg)
1

=6(e? —e’)

=6(ve-1)

Vastaus

6(x/e —1)

18.12.2017
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In2

j@x—e*yn

In2

=j@ﬂu4yeﬂw

In2

= /(e"+e ™)
:(ean +efln2)_(eo +670)
=@M+7%yn+n

(¢

=2+l—2
2

1
2
Vastaus

1
2
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Koska funktio f* on epadnegatiivinen vélilld [0, 2], pinta-ala on
madratty integraali.

Vastaus
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Piirretdan kuva.

i

%]

Koska funktio f on epdnegatiivinen valilld [-1, 0], pinta-ala on
madritty integraali.

Laskimella saadaan

0
A=[xe ™ dx %(e—l) ~0,57.

-1

Vastaus

S(e-1)
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Funktio f(f)=1-¢* on kaikkialla jatkuva.

Madritetdédn integraalifunktiot laskimella.
1 o
Ft)=t- Ee +C

Tutkitaan funktion F kulkua derivaattafunktion f avulla.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

1-e* =0
ezt:
2t=0
(=0

Laaditaan funktion F kulkukaavio.

0
X flx) | merkki
—1 0,86... + fa) i}
1 | —6,38... — F(f) e ~—
max

Funktio F saa suurimman arvon kohdassa x=0.

: 3
Suurimman arvon tulee olla E )



Ratkaistaan C.

F(0) =

0—162'0 +

N w N w

C
C=
Saadaan

F(t)= —%ez’ ++2.

Vastaus

F(t)= —%ez’ +1+2
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Funktio f(x)=e"" —3e* on kaikkialla jatkuva.

Maédritetdédn integraalifunktiot (laskimella).
1 2x X
F(x) :Ee -3¢"+C

Tutkitaan funktion F kulkua derivaattafunktion f avulla.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat (laskimella).

e’ —3e" =0

x=In3~1,099

Laaditaan funktion F kulkukaavio.

In 3
x|  flx) merkki F(x) - +
1 |-0,765... - T
2| 324.. + F(z) = ad
min

Funktio F saa pienimmaén arvon kohdassa x =1n3.
Pienimmén arvon tulee olla —5.



Ratkaistaan C.
F(In3)=-5

le2-1n3 _ 3eln3 + C — _5
2

c--1
2
Saadaan
1, 1
F(x)=—e™" —-3e" ——.
() 2 2
Vastaus
1

.
F(x)=—e"-3e" ——
*) 2 2

——
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a) je"sxdx = —%I—Se_sxdx = —%e_s" +C

b) Ei voi. Sisdfunktion derivaattaa ei saa integroitavan funktion
eteen.

c) fxze‘x3dx = —%J.—bcze"‘}dx = —%e“‘} +C

d) Ei voi. Sisdfunktion derivaattaa ei saa integroitavan funktion

eteen.
Vastaus

1 —5x

a) -—e " +C
5

b) Ei voi
1 _»

c) —-——e " +C
3

d)  Eivoi



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 19.12.2017

155
a) _[xe‘xzdx = —lI—er‘xzdx = —le"rz +C
2 2

b) [8e"dx=2[4e"dx=2¢"" +C
c)
| e%dx = [e™dr
= —%I —3edx

_Leic




Vastaus

a)

b)

d)




Tekija e Pitkd matematiikka9 e 19.12.2017

156

a)
j e*(e" —1)dx = j (e*" —e")dx

= jezxdx - je"dx

= %I2ezxdx - J.exdx

Ll _eric
2
b)

j (e" —1)’dx = j (e —2¢" +1)dx
=jeZde—2jede+j1dx
zlj2ez‘”dx—2ex +x+C

2
Ll aerixac
2
Vastaus

a) LYC e
2

b) %ezx—2ex+x+C
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1 1
[e +eyde=[ (e +2+e™)dx

0 0

; 1 2x 1 R . -2x
_Q(E-z-e +24 (=) (-2)-e )

1
=/(lezx+2x——e"2x)
0o 2
1 | 1 5 1
=(=e" +2-1-—e7)—-(=e" +2:-0——¢
(2 5 ) (2 5 )
1, | 1 1
=(—e¢"+2——¢)—(=+0——
(2 > ) (2 2)
:lez+2—i2
2 2e
Vastaus
le2+2—L2
2 2e
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In2 In2

j (> +2¢ ")dx = j (%-2-&* —2-(=1e Vdx

2 |

_ 0/ (Ee“ —2¢™)

:(lCZInZ _2e—m2)_(leo —260)
2 2

:(lelnz2 _2eln2’l)_(l.1_2‘l)
2 2

1 ., 1 1
2(5'2 -2-2 )—(5—2)

>
2

Vastaus

>
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a)
ex
&
I V1+2e”
= j e*(1+2e") 2dx s(x)=1+2e" s'(x)=2¢"
:%IZex(1+2ex)2dx u(x)=x 2 U(x)=2x?

1
:%-2(1+2e)‘)2+C

=2e"+1+C
b)
3x
[
(e™+1)
= [ (@ + 1) dx s(x)=e* +1 s'(x) =3¢
_L [3e (e +1)dx ux)=x*  U(x)=—ix’
3 3

1 1 3x -3
=—-(—)(e"+])"+C
3 (3N )

9™ +1)



Vastaus

a) V2e'+14+C

-1

b —+C
) 9™ +1)°
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Ratkaistaan funktion f(x)=3-¢* nollakohta.

3—-e =0
e =3
—x=In3

x=-1n3

Koska funktio f on epédnegatiivinen vélilld [—In 3, 0], pinta-ala on
madritty integraali.

A= f (3—e)dx

—In3

T (B+(~1-e))dx

—In3

= /0 (3x+e™)

—In3
(0+¢")—(=3In3+e™)
=1+3In3-3

=3In3-2

Vastaus

3In3-2
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Funktio f(f)=e* —e on kaikkialla jatkuva.

Maédritetdédn integraalifunktiot (laskimella).
1 &
F(l‘)=Ze —et+C

Tutkitaan funktion F kulkua derivaattafunktion f avulla.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

e’ —e=0
e4t=el

4 =1

1

t=—

4

Laaditaan funktion F kulkukaavio.

1
_ 1
T .
1| 51,8... + ) ~_ -
min

Funktio F saa pienimmaén arvon kohdassa ¢ = % .

Pienimmaén arvon tulee olla 6.



Ratkaistaan C.

F(i) =6

1
1644 —e-l+C:6
4 4

C=6

Saadaan

F(1) :%e‘” —et+6.

Vastaus

F(1) =%e4’ —et+6
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Funktio f(x)=6e"—e> on kaikkialla jatkuva.

Maédritetdédn integraalifunktiot (laskimella).
X 1 2x
F (X ) =6e" — E e+C

Tutkitaan funktion F kulkua derivaattafunktion f avulla.
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat (laskimella).

6e* —e* =0

x=In6=1,79

Laaditaan funktion F kulkukaavio.

In 6
x| Ax) | merkki _ ~
11892 | + (=) -
2[-102...| - o) |~
max

Funktio F saa suurimman arvon kohdassa x=1n6.
Suurimman arvon tulee olla —1.



Ratkaistaan C.
F(In6)=-1
6eln6 _le21n6+ C — _1
2
C=-19

Saadaan

F(x) :—%e2”+ 6e* —19.

Vastaus

F(x) :—%ezx+ 6e* —19

)

s
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Olkoon f(x)=e*"!.

a) Ratkaistaan lausekkeen 4x — 12 nollakohdat.

b)

4x-12=0

x=3

Kun x>3,niin 4x-12>0 ja |[4x—12|=4x-12.

Kun x<3,niin 4x-12<0 ja |[4x—12|=—4x+12.

Niin ollen
£ = f(x)=e"", kun x>3
f(x)=e™"" kun x <3.

Integroidaan.

164"_12 +C, kun x>3

F(x)=14

—%e"‘””z +D, kun x <3



Madritetdan vakio C.

F(3)=0
oo oo
4
c=-1
4

Madritetddn vakio D. Koska integraalifunktio on derivoituva,
sen tulee olla myos jatkuva. Siten

lim F(x) = F(3)

lim (—%e‘”+12 +D)=0

x—3—

_lef4<3+12 + D — O
4
p=1.
4
Saadaan

le‘”*12 —l, kun x>3

Fx)=14

——e 2 +l, kun x <3.
4 4



Vastaus

a) x=3
— 4x-12 >
b fi=y 1078 e
f(x)=e ", kun x <3
le‘“‘*lz—l, kun x >3
o) Fx)=1{ % :

——e 2 +l, kun x <3
4 4
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Derivoimissddnnosta

Da" =a"Ilna

seuraa, ettd

Ilna~axdx:ax+C.

Siten

Iaxdx:L-ax+C.
Ina

Funktio @* on méidritelty ja integroimissiénto pétee, kun a > 0.

Sovelletaan sdantod funktioon 3*.

j3de=L~3X+C
In3

Vastaus

X X

L C.kun a>0,
Ina In

+C
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Koska funktioiden f'(x)e’ ja 1 arvot ovat samat koko
madrittelyjoukossa, niiden integraalifunktiot ovat myos samat.

S’ =1
[ (e’ Vdx = [1dx
e’ =x+C

f(x)=In(x+C)

Ratkaistaan vakio C.

f(0)=1
InC=1
C=e

Saadaan f(x)=In(x+e).
Funktio f on méiiritelty, kun
x+e>0

x> —e.
Vastaus

f(x)=In(x+e), missd x>—e¢
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Koska funktioiden f'(x)e’” ja x arvot ovat samat kaikilla x >0,
niiden integraalifunktiot ovat my0ds samat.

e =x
[ f()e" Vdx = [ e

w1
e’ =—x+C

f(x)= ln(%x2 +0O)
Funktio f on miiritelty, kun %xz +C>0.

Koska kaikilla x>0 on %xz >0, tuleeolla C>0.

Vastaus

f(x)= 111(%x2 +C), missi x>0 ja C>0
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a) DsinSx=cos5x-D5x =cos5x-5=5cos5x

b) a-kohdan perusteella

J.SCOSS)CdXZSiHSX+C,

joten

IcosSxdx=§sin5x+C.

Vastaus

a) 5cos5x

b) %sin S5x+C
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a) J.7sinxdx :7Jsinxdx:7(—c0sx)+C:—7cosx+C

b) jsin6xdx :%I6sin6xdx :%(—cos6x)+C:—%cos6x+C

C
) j sin(—x)dx = —1 j —1-sin(—x)dx
=—1-(—cos(—x))+C
=cos(—x)+C
d)
J—Sigxdx = —%J.sinxdx

= —%(—COSX)-F C

=lcosx+C
3



Vastaus

a) —T7cosx+C
1

b) ——cosbx+C
6

c) cos(—x)+C

d) %cosx+C
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a) jlcosxdx=ljcosxdx=lsinx+C
2 2 2
b) j cos(+x)dx = 2 j 1 cosEx)dr = 2sin(Lx)+ €
2 272 2

1.
c) jxcosxzdx :%j2x-cosx2dx ZESlnxz +C

Vastaus
1.
a) —sinx+C
2
.1
b) 2 sm(z x)+C

¢) lsinx2 +C
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a)

B —
=2,
=
&



b)

T

j cos2xdx
B

:lj2cos2xdx
211'

l sin2x
2

pla~a NI

:l(sin2n—sin2-£)
2 2

%(sin 21 —sinm)

1
=—(0-0
2( )
=0
Vastaus
1
a [R—
N

b) 0
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Molemmat ovat tehneet virheen. Anna on integroinut sisdfunktion
derivaatan. Ben ei ole ottanut sisdfunktiota ollenkaan huomioon.

Anna:

J.siandx = l_|‘2-sin2xdx = —lcos2x+ C
2 2

Ben:

Jsin3xdx = %J.3sin3xdx = —%cos3x+ C
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Maiéritetdén funktion
f(x)=2sinx+cos3x+e™"
integraalifunktiot.
F(x)= I(Zsinx +cos3x+e )dx
= I(Zsinx+%-3-cos3x+(—1)-(—l)-e")dx

:—2cosx+%sin3x—ex +C

Ratkaistaan vakio C.
F(0)=6
—2-c050+%-sin0—e° +C=6

2+0-1+C=6
C=9

Vastaus

F(x)= —2c0sx+%sin3x—e" +9
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a)
jcosxsinz xdx
= Icosx(sin x)*dx
= l(sin x)+C
3
1.,
=—sin" x+C
3

b)
J. sin x cos® xdx
= .[ sin x(cos x)’dx
= —lj—sin x(cosx)’dx
=-1 -l(cosx)4 +C
4
|
=——cos x+C
4
Vastaus

a) %sin3x+C

b) —lcos4x+C
4
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Sovelletaan yhdistetyn funktion integroimissaantoa.

F(x) :Icosxsinxdx

= Icos x(sinx)'dx s(x)=sinx s'(x)=cosx
1 . 2 1 1 2
=—(sinx) +C u(x)=x Ux)=—x
2 2
1.,
=—sin"x+C
2

Ratkaistaan vakio C.
F(n)=3
%(sinn)z +C=3

0+C=3
C=3

Integraalifunktio on F(x) = %sin2 x+3.
Vastaus

F(x) =%sin2x+3
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a)

b)

Funktio on médritelty ja jatkuva vililld 0 <x <.

J-2c0sxdx

sin® x

5 J- COS X
(sin x)

= ZI cos x(sin x) >dx

=2-(=1)-(sinx)" +C
-2

= +C
smx

Funktio on mééritelty ja jatkuva vélilld 0 <x <.

J’ COS X

34/sinx

J»l CcOS X

dx

dx

1
(sinx)?
1

_1 N2
—chosx(smx) dx
1 1
25'2'(Sin.X)2 +C

:%\/sinx +C



Vastaus

-2

—+C,kun0O<x<m
sin x

a)

b) % sinx +C,kun 0<x<m
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Tiedetdin, ettd
f"(x)=cosx+2sindx, f'(0) =% ja f(0)=4.
Madritetddn f'(x).

fi(x)= j (cosx +2sin4x)dx

= I(cosx+%«4-sin4x)dx
. 1
=sinx +—(—cos4x) + C,

= sinx—lcos4x+ C,
2

Ratkaistaan C;.

1

0y =L

S O0)=3
sinO—lcosO+C1:l
2 2
0—1+C1=l

2 2

C =1

Siis  f'(x)=sinx —%cos4x +1.



Maiiritetddn f(x).
f(x)= I(sinx —%cos4x +1)dx
= J.(sinx—%-4-cos4x+l)dx
1.
=—cosx——sin4x+x+C,
8

Ratkaistaan C,.

J(0)=4
—COSO—%SinO+O+C2 =4
-1-0+0+C, =4

C,=5

Siis f(x)= —cosx—ésin4x+x+5.

Vastaus

f(x) :—cosx—%sin4x+x+5
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a) J.3cosxdx:3J‘cosxdx:3sinx+C
: 1 ) 1 1
b) Istxdx=—J.251n2xdx=—(—cosx)+C=——cosx+C
2 2 2
0) jsinfdx=3jlsmﬁdx=3.(—cos1)+C=—3cos1+C
3 3 3 3 3

d) JScos2xdx :SIcos2xdx:5%!20052xdx=§sin2x+€

Vastaus

a) 3sinx+C

b) —10052x+C
2
c) —3cos§+C

d) %sinzx +C
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a) jxsinxzdx = %I2xsinx2dx = %(—cosxz) +C= —%cosx2 +C

b) sz cos(x’ +1)dx = %J.3x2 cos(x’ +1)dx = %sin(x3 +1)+C

Vastaus

a) —%cosx2 +C

b) %sin(x3 +H)+C
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a)

b)

T . X
1+sin—)dx
J.( s1n2)

I 1+2-— s1n£)dx
o 2
7(x+2 (- cosx))

2
:0/ (x—2cos5)

:(n—2cosg)—(0—20030)
=(n -0)—(-2)

T[

_[(cos X +sin x)dx

0

T
= /(sinx —cos x)
0

=(sint—cosm) —(sin0—cos0)

=(0—(=1))=(0-1)
=1+1
=2

19.12.2017



Vastaus
a) m+2

b) 2
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X X
X)=sin——cos—
Jf(x) 2 3
Maiiritetddn integraalifunktiot.

X X
F(x)=|(sin—=—-cos—)dx
(x)= [ (sin -~ cos )
I . x 1 X
:J‘(4-—sm——3-—cos—)dx
4 4 33
=4(—cos£)—3sin£+C
4 3

=—4cos§—3sin£+C

Funktion F erds nollakohta on .
F(n)=0
—4cos£— 3sin£+ C=0
4 3

1 V3
4.— 3.2, Cc=0
2 2
g 33
_+_
22
_42 33

2 2

czzmgﬁ

C:

C

19.12.2017



Vastaus

F(x) =—4cos%—3sin§+2\/§+%\/§
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a) J.e“)” sinxdx = —lj—sinx e dx=-1-e"+C=-e""+C

b) je” cose’'dx = %I 3¢’ cose’dx = %sin e +C

Vastaus

a) - +C

b) %sin e +C



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 19.12.2017

182

a)

I cos xsin’ xdx

= Icosx(sin x) dx
|
=—(sinx)" +C
4( )
|
=—sin " x+C
4

b)
J. sin2xcos” 2xdx

= J.sin 2x-(cos2x)*dx s(x)=cos2x s'(x)=-2sin2x

= —l-l(cos2x)3 +C
23

= —lcos3 2x+C
6
Vastaus
a) lsin4 x+C
4

b) —%0053 2x+C
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a) Funktio on mairitelty ja jatkuva valilli 0 <x < g

dx

J- sin x
cos’ x

= J.sinx -(cos x) > xdx s(x)=cosx s'(x)=-sinx
:—lj—sinx-(cosx)*zxdx u(x)=x>  U(x)=-1-x"

=—1-(-1)-(cosx) ' +C
1

= +C
COS X

b) Funktio on médritelty ja jatkuva vililld 0 <x < g

j sin x+/cos xdx

1
= j sin x - (cos x)2 xdx s(x)=cosx s'(x)=—sinx

3

2,
U(x)=—x?
(%) 3

| —

1
:—lj—sinx-(cosx)zxdx u(x)=x

3

:—1%(cosx)2+C

= —%cosx\/cosx +C



Vastaus

a)

+C,kun0<x<E
COS X 2

b) —%cosx\/cosx +C,kun 0< x <§
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a)

J.cos2 xdx cos’ x = ! + lcos 2x
2 2

= j L+ Leosax)dr

2 2

1 1
=j—dx+.[—c052xdx

2 2
L [ cos2xdx s(x)=2x  s'(x)=2
Xty R R

1 1

=—x+—|2cos2xdx u(x)=cosx U(x)=sinx
| (x) (x)

:lx+lsin2x+C
2 4

b)

. 2 .2
J.cosz x —sin? xdx cos’ x —sin® x = cos2x

= j cos2xdx

:lj200s2xdx
2

1
=—sin2x+C
2



c)

J.(cosx—sinx)zdx (a+b)’ =a’+2ab+b
= I((cos x)* +2-cosx - (—sin x) + (sin x)*)dx
= J.(cosz x +sin® x — 2 cos x sin x)dx cos’ x +sin’ x =1

2sinxcosx =sin2x

= j (1-sin2x)dx
=j1dx—jsm2xdx

:x—lj2sin2xdx
2

1
=x—5(—cos2x)+C

=x+%cos2x+C

Vastaus

a) lsin2x+lx+C
4 2
1 .

b) Esm2x+C

c) %cos2x+x+ C
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Lasketaan integraalien summa.

I, +1,

O~V |d Ol |8 O |a O

L
2

cos’ xdx + Isinz xdx
0

(cos” x +sin” x)dx cos’ x+sin’x =1

2

|
S
I

=
Il
o3

Lasketaan integraalien erotus.

O 0 | 8

p
I,-1,= J.cosz xdx — | sin® xdx

0
b

= J(cosz x —sin’ x)dx Katso 184 b.
0
3

=/ lsin2x
02

sinn—%sin0=0—0=0

N | =



Saadaan yhtélopari.

n
]1 + ]2 = 5
I, -1,=
it . T . n
Yhtéloparin ratkaisu on 7, = 2 ja I, = R

Vastaus
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Olkoon f(x)=|sinx| valilld 10, 2x[.

a) Ratkaistaan funktion f nollakohdat.
|sinx|=0

sinx=0

x=n-m, missd n on kokonaisluku
Vililld 10, 2n[ on vain nollakohta x = .
b) Kun 0<x<m,niin sinx>0 ja |sinx| =sinx.
Kun 7 <x<2m,niin sinx<0 ja |sinx| =—sinx.

Nadin ollen

sinx, kun O<x<m

-]

—sinx, kun m<x <27



Integroidaan.

{—cosx+C, kun O0<x<m
F(x)=

cosx+D, kuin n<x<2n

Madritetdan vakio C.
T
F(=)=-1
(3)
—cos=+C =1
3
—1+C:—1
2

C=-—=
2

Madritetddn vakio D. Koska integraalifunktio on derivoituva,
sen tulee olla myos jatkuva. Siten

lim F(x) = F(r)

lim (cosx+ D) = —cosn—%

XO>T+

_1+p=1-1
2

D=2,
2



Saadaan

1
—cosx——, kun O<x<rxw

F(x)=
cosx+5, kin 7 <x<2x.
Vastaus
a) xX=m
b £(x) sinx, kun O<x<m
X)=
—sinx, kun w<x <27
1
—cosx——, kun O<x<nm
c) F(x)=

cosx+5, kun m< x<2m.
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Olkoon f(x)=cosx—sinx.

a) Ratkaistaan funktion nollakohdat vélilld [0, 27].

cosx—sinx =0

CosXx =sinx
T, . T
x=— tal x=—
4 4
b) Koska funktio f on jatkuva, se saa suurimman ja pienimmén

arvonsa vilin [0, 2nt] péétepisteessd tai vélilld ]0, 2n[ olevassa
derivaattafunktion nollakohdassa.

Maédritetdén derivaattafunktio.
f'(x)=—sinx—cosx
Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat vélilld ]0, 2nx[.

—sinx—cosx =0
sinx =—cosx
3n

) T
xX=— tal x=—
4 4



Lasketaan funktion f arvot.

£(0)=1-0=1
f@2r)=1-0=1

f(%”) =2 pienin
f(%) =2 suurin

. . Tm .
Funktio f saa suurimman arvonsa kohdassa x = ja pienimmaén

o
arvonsa kohdassa x = T )

c) Lasketaan integraali.

2Jztf(x)d.x = 2JZ[(cos x —sinx)dx

= / (sinx +cosx)
0

=(sin2m +cos2m) — (sin 0 + cos 0)
=0+ —-(0+1)
=0



d) Funktion f(x)=cosx—sinx arvo on

- epanegatiivinen vililld [0, E]
4
- negatiivinen valilla ]E, S_n[
4
N . vroqqs (DT
- epanegatiivinen valilld [T’ 27].

Lasketaan integraali.

[1feolas

Sn
2n

(cos x —sin x)dx + I (sinx —cos x)dx + J. (cosx —sin x)dx

Il
ot— x|y

Z 7
57[
2n

(sinx +cosx)+ /( cosx —sinx)+ / (sinx +cos x)

Il
S~

4 4

T \/7) 0+ 1)+(\/7 \/7)(\5 \/7)+(0 1)(f f
324\/5



Vastaus

a) x=2 ja x_5_n
4J 4

b) pienin kohdassa x = 2% ja suurin kohdassa x = Tn

c) 0

d) 42
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a) Olkoon G funktion g integraalifunktio. Télloin
b

[ £(g(f (x))dx

= /G(f(x))
=G(f(D)-G(f(a))
f()
= j 2(x)dx.
f(a)

b) Tarkastellaan yksikkdympyrdn ensimmadistd neljannesta.

(x,y) = (cosq, sina)

° /
Kehipisteen y-koordinaatti toteuttaa yhtalot

y=+1-x>,missi 0<x<1, ja

T

y =sina , missi 0Sa£2



Merkitisin f(x)=sinx ja g(x)=+1-x".
Talloin £(0)=0 ja f(g) =1.

a-kohdan perusteella

3 e

[ fg(f)de= | gx)dr

0 1(0)
3 |
Icosx~\/1—sin2xdx=j 1—x*dx
0 =Ccosx 0

¢) Yksikkdympyrin ensimmadisen neljdnneksen pinta-ala on maératty

1
integraali j\/l —x"dx.
0

Toisaalta timéd on yhtd suuri kuin

S o 8

T
cos® xdx = —.
4

Siten yksikkdympyrén pinta-ala on .
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Muuttuja x> 0.

a) jidx=5jldx=51n|x|+C=51nx+c
X X

b) jidx=ljldx=lln|x|+c*=llnx+c
2x 2% x 2 2

¢) jidxzijldxziln|x|+czi1nx+c
9x 9% x 9 9

Vastaus

a) SInx+C,kunx >0

b) %lnx+C,kunx>O

c) glnx+C, kunx >0
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. , 2 1 .
Funktio f(x)=x"+—+— onmdaritelty ja jatkuva valilld x <O0.

X X
Integroidaan.
F(x) =[x’ +3+i2)dx
X X
=j(x2 +2-l+x-2)dx
X
=%x3+2ln|x|+(—1)-x"1 +C |x|:—x, koska x <0.

=lx3 +2ln(—x)—l+C
3 X

Vastaus

F(x)=%x5 +2ln(—x)—l+C, kun x <0
X
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Tehtdvén funktiot ovat médriteltyjd ja jatkuvia valilld x> 0.

a)
J——a f@=x+3 (=1
x+3
=Infx+3/+C x+3>0, kun x>0
=In(x+3)+C
b)
[ L f()=3x+1 f'(x)=3
3x+1
1 3
_§I3x+1
2%In|3x+l|+C 3x+1>0, kun x>0
1
:Eln(3x+1)+C
¢)
4x . ) y
[« f()=x*+4 f'(x)=2x
x +4
2x
=2 dx
J‘x2+4
:21n|x2+4|+C ¥ +4>0

=2In(x*+4)+C



Vastaus

a) In(x+3)+C, kunx>0
1
b) gln(3x+1)+C, kun x >0

c) 21In(x” +4)+C, kun x > 0
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Koska nimittdja x>+ 1 > 0, niin tehtdvin funktiot ovat madriteltyja ja
jatkuvia kaikkialla.

2x
a) jx2+1dx=1n|x2+1|+C=1n(x2+1)+c

b) Eivoi. Nimittdjén derivaattaa 2x ei saa muodostettua
osoittajaan.

¢) jx = =—jx - =—ln|x +1|+C——ln(x +1)+C

2x . 2 ) _ 2 -1 _ 1
d) jmdx_jzx(x H) o=l () = o C

Vastaus

a) In(x*+1)+C

b) Ei voi.

1
c) Eln(x +1)+C
d) - 21 +C
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Kun x> 3, niin 2x—6 > 0 ja tehtdvin kaikki funktiot ovat jatkuvia
ja integroituvia.

a)

P f()=23-6 f'(x)=2
12 LG gl
_2I2x_6dx jf(x)dx In|f(x)[+C
:%ln|2x—6|+C 2x—6>0, kun x> 3.
=%ln(2x—6)+C

b)

f dx

(2x-6)°

=J.(2x—6)’3dx

:%I 2(2x—6) dx s(x)=2x-6 s'(x)=2
:%.(_%)(Zx— 6)" +C u(x)=x" Ux)= —%xz

_;24_ C
4(2x - 6)



c)

J' dx
NV2x -6
=j(2x—6);dx

1 1
:EIZ(Zx—6) 2 dx

1
:%-2-(2x—6)2+C

1

=(2x-6)2+C

=J2x-6+C

Vastaus

s(x)=2x-6 s'(x)=2

u(x)=x

a) %ln(2x—6)+C, kunx >3

b) !

42x-6)

+C,kunx>3

C) NV2x—6+C, kun x >3

1

2

1

U(x) =2x?
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Jx)=5x+1 f'(x)=5

S — —
19
%o
[—

&

DN|—= = n|— wn]|—
o™~ —
—_—
2
[9)]
=
+
=

(In|5-1+1|-1In[5-0+1))

Il
—_

ST~
5
(@)

|
(e
=

W



o
-

—_—— o

=
1o

—dx f(x)=x+1 f'(x)=3x
x +1
0 A2
lj 33x dx
3. x +1
! 01 41
E{ 1'1|)C + |
1 3 3
E(1n|o +1)=In|1* +1])
Lo-m2)
3
In2

|
w |



1 ex
~([ex+1dx

1
:/ln
0

= ln|e1 + 1|—1n|e° +1|

ex+q

=In(e+1)—1In2

=lne—+1
2
Vastaus
a) lnT6
y 2
C) | eTH

fE=e+1 flx=¢

e+1>0

lna—lnb:lng
b
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a)
J. Stan xdx

_5J~ sin x dr
cos x

=_5I—smxdx
COS X

=-5 ln|cos x| +C

=—5In(cosx)+C

b)

dx

J‘COSX

sin x
= ln|sinx| +C

= ln(sinx) +C

sin x

tanx =
COS X

f(x)=cosx f'(x)=-sinx

cosx>0 valilla 0< x<g

f(x)=sinx f'(x)=cosx

sinx >0 valilli 0< x <g



c)

dx

.[ sin x
4cosx

= l J. SN X dx Katso a-kohta.
47 cosx

= —%ln(cos x)+C

Vastaus
a) —5In(cosx)+C, kun 0<x<g

b) In(sin x) + C, kun0<x<g

c) —%IH(COSX)-FC, kun 0<x<g
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dx f(x)=cosx f'(x)=-sinx

2 —sinxdx jf(x)

=1In
() e

(In

cos Z‘ —In |cos 0 |)

—Inl)

(\S] l\)
|

(e]

~

5

&y

Tédmai on jo oikea vastaus. Lauseketta voidaan sieventdd edelleen.

1
—glnL = —gan 2= —g-(—l)an = lln2
5 5 2 5

Vastaus %ln 2
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1
Funktio xX)=——+.
f(x) T

Selvitetddn funktion f mairittelyjoukko.
2x-1=0

1
X=—
2
Funktio f on maédritelty ja jatkuva vélilld x < % javililla x> %

1) Médritetddn integraalifunktio vélilld x < % .

1
2x—1

Fuo=j dx
=34npx—q+c7 2x—1<0,km1x<l-
2 2

= %ln(—Zx +1)+C

Piste (0,-1) kuuluu alueeseen x <%.

F(0)=-1
%me20+u+c24

C=-1



2) Médritetdén integraalifunktio vélilld x > >

1
2x -1

dx

F(x)=|

:%In|2x—l|+D 2x—1>0, kun x>%

= %ln(Zx -1)+D

Piste (1,4) kuuluu alueeseen x > 5

F(l)=4

%mQJ—D+D:4

D=4

Vastaus

lln(—2x +1)—1, kun x < %

F(x)= { {
—In(2x-1)+4, kun x>—
2 2
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Olkoon f(x)=1+ l, missd x <O0.
X
Maédritetdédn integraalifunktiot.

F(x)=j(1+%)dx

:x+ln|x|+C |x|=—x, kun x<0
=x+In(-x)+C
Funktion F kuvaajan ja suoran

y =2 sivuamispisteessd
derivaattafunktion arvo on nolla.

L1

F'(x)=0
1+l=0
X
x=—1 4 3 2

Sivuamispiste on siis (-1, 2).
Ratkaistaan vakio C.

F(-1)=2
—1+In(—(-1))+C=2
C=3

Vastaus

F(x)=x+In(—x)+3,kun x<0
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Muuttuja x <0.

a) idx=ljldx=11n|x|+C=lln(—x)+c
3 30x 3 3

b) j—%dx =—3j% == -3In|x|+ C = -3In(-x) + C

c) j%&zjx3dx=—%x2+C=—217+C

Vastaus
1
a) 51n(—x)+C, kun x <0
b) =3In(—x)+C, kunx <0

c) — 12+C, kunx <0
2x
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a) Funktio f(x)=x- 1 on madritelty ja jatkuva vélilla x > 0.
X
Integroidaan.
1 1 2 l 2
F(x) = [(x==)dx = =x" —In[x|+ C == —x*~Inx+C
X 2 2

Ratkaistaan vakio C.
F()=2

l-12 —lnl+C=2

2

c=2
2

Siis F(x):%x2 —lnx+%, kun x> 0.



2

b) Funktio f(x)=x"+ 1
X
Integroidaan.

1«@:]@?+§9w
= [ +x7)dx
:%x3 +(=)-x"'+C

:le —1+C
x

Ratkaistaan vakio C.

F(l)=2

Tpticos
3001

—£+C=2
3

Cc=2%
3

1

on madritelty ja jatkuva vélilld x > 0.

Siis F@g:iﬁ——+23Jmnx>a
3 X 3



Vastaus
1, 1
a) F(x):Ex —lnx+15, kunx >0

b) F(x):lx3—1+2£, kunx >0
3 X 3
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Tehtdvén funktiot ovat médriteltyjd ja jatkuvia valilld x> 1.

a)

1
et

(x=1)
:J.l-(x—l)_zdx s(x)=x-1 s'(x)=1
=—(x-1D)"+C u(x)=x" U(x)=-1-x"
— +C

x—1
b)

x2
o f=x'-1 f'(x)=37
x =1

1 ¢ 3x°
=— dx

3~[x3—1
:%ln|x3—l|+C x*=1>0, kun x> 1

=%1n(x3—1)+c



J—ar fE=1-x f)=-1
1-x
— o [l
1-x
:—1-1n|1—x|+C I1-x<0, kun x>1
=—In(-1+x)+C
=—In(x-1)+C
Vastaus
1
a) - +C, kunx >1
x—1

b) %ln(x3—l)+C, kun x > 1

c) —In(x—-1)+C, kunx >1
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Kun x>—1,niin 3x+ 3 >0 jatehtdvin funktiot ovat méadriteltyja ja
jatkuvia.

a)

dx
J.3x+3

1 _ .
=[5 f(0)=3x+3 f(x)=3

-2
393x+3
=§ln|3x+3|+C 3x+3>0, kun x> -1

= %ln(3x+3)+ C



b)

I dx

(Bx+3)

= I(3x +3) dx s(x)=3x+3 s'(x)=3
:%_[3(3x+3)2dx u(x)=x7 U(x)=-1-x"

= % (=-D3Bx+3)"'+C

1 1

3 3x+3

S +C
9x+9




c)

.[ dx

V3x+3
= [(3x+3) ?dr S(x)=3x+3
= % j 3(3x+3) 2dx u(x)=x 2

1
=%-2(3x+3)2 +C

=% 3x+3+C

Vastaus
a) %ln(3x+3)+C, kun x > -1

1

b) -
9x+9

+C, kunx > -1

c) % 3x+3+C, kunx > -1

s'(x)=3

U(x)=2x

N | —
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a)
J. —2 tan xdx

=_2J’ S x dx
COS X

=2J‘—Sll’1xdx
COS X

=21n|cosx|+C

=2In(cosx)+C

b)

dx

J-3sinx
2cosx

:i‘[sinxdx

27 cosx

:_Ej-—sinxdx
29 cosx

= —§1n|cosx| +C
2

= —%ln(cosx) +C

sin x

tanx =
COSXx

f(x)=cosx  f'(x)=-sinx

cosx >0 wvalilla O<x<g

f(x)=cosx  f'(x)=-sinx

cosx >0 valilla 0<x<g



c)

J- cqsx dr
6sinx
_1 | COSY 4x f(x)=sinx  f'(x)=cosx
6 ¢ sinx
=éln|sinx|+C sinx >0 vililli 0<x<—
1 )
=—In(sinx)+C
6
Vastaus
a) 2In(cosx)+C, kun0<x<g
3 yis
b) —Eln(cosx)JrC, kun O<x<5

0) éln(sinx) +C, kun 0< x < g
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a)

b)

5

Il
Py
= | w
|
5 |-

(x—In|x])

Il
~ T~ ——0 —t—o
—~
—
|
| —
E

e—Ine)—(1—Inl)
e-1)—(1-0)
-2

I
~

Il
¢

1 ex
~([ex+2dx

1
=/Infe’ + 2|
0
=1In(e' +2)—1In(e’ +2)
=In(e' +2)—1n3

e+2
3

=In

fx)=e"+2 fi(x)=¢

Ing—Inb=In<
b



=

=

S ey
o

% +
S}

&

CD%

@ | S}
R
=3

~
|
=
+

(1+2e )dx

Il
ct— ot o—

(1-2-(=1)-e")dx s(x)=-x s'(x)=-1

= /1 (x—2e™) u(x)=¢e" U(x)=¢e"

=(1-2e")—(0-2e")
:1—3+2
e

_3_2
€

Vastaus

a) e—2

b) In
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a) Kun x> 1, niin In x> 0 ja nimittdjd xInx >0.
Funktio on jatkuva vélilld x> 1.

[
xInx
1
~[ar f@=lnx  f)=+
nx X
=In|lnx|+C J%dlen|f(x)|+c
J X
=In(lnx)+C

b) Funktio on jatkuva vélilld x > 0.

ln_xdx
X
1 1 ! I
:j—~(lnx)dx s(x)=lnx  s'(x)=—
. X
1 2 1 I 2
=—(lnx)"+C u(x) = x Ulx)=_x
5 2
Vastaus
a) In(Inx)+C, kunx > 1

b) %(lnx)2+C, kun x>0
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Funktio f(x) = -1

on madritelty, kun x # 0.

Funktio on jatkuva vililld x <0 ja vélilld x> 0.

a) Poistetaan itseisarvomerkit.

1+x,kun x>0 l+l,kun x>0

ORI =11
_x,kunx<0 ——1, kun x<0
X X

b) Médritetddn integraalifunktio, kun x > 0.

F(x):j(l+1)dx=1n|x|+x+C=1nx+x+C
X

Maédritetdédn integraalifunktio, kun x <0.

F(x)=I(%—l)dx=ln|x|—x+D=ln(—x)—x+D



Vastaus

l+1, kunx >0

a) f(x)= ’1‘

——1, kunx<0
x

Inx+x+C, kunx >0

b F= {ln(—x) —x+D, kunx<0
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X
2
X

Funktio f(x)=

on kaikkialla jatkuva, silld nimittdj4 on aina

positiivinen.
Madritetddn integraalifunktio (laskimella).

X
x*+1

F(x)=j dx=%ln(x2+1)+C

Maéiritetdén vakio C.
F0)=-1
%m(oz +H)+C=-1
C=-1

Siis

F(x) =%ln(x2 +1)-1.




Vastaus

F(x)= %m(x2 +1)-1



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 19.12.2017

208

2e*

a) Funktio f(x)=— T
e p—

Selvitetddn funktion f maéadrittelyjoukko.

e —1=0

x=0

Funktio f on maédritelty ja jatkuva vélilldi x <0 javililld x> 0.

1) Médritetddn integraalifunktio vélilld x > 0.

2e**
F(x)= dx
(=] 5
=mk“—q+c e ~1>0, kun x>0

=In(e* -1)+C

Piste (In 2, 0) kuuluu alueeseen x > 0.

F(In2)=0
In(e®™ -1)+C=0
In3+C=0

C=-In3



2) Mairitetddn integraalifunktio vélilld x <O0.

zer
F(x)= dx
=[5
:lnezx—1|+D e —1<0, kun x<0

=In(—e”* +1)+D
3) Integraalifunktio on siis
In(e** —=1)—1n3, kun x > 0
F(x)=

In(1-¢**)+D, kunx<0.

b) Piirretddn integraalifunktion F(x) kuvaajia.

Ay

T
./
~

=7
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Olkoon funktion f(x)= 1 integraalifunktio F(x), kun x>0,
X

ja funktion g(x)=-x integraalifunktio G(x).

Oletetaan, ettd integraalifunktioiden kuvaajat leikkaavat toisensa
kohdassa x, > 0.

Leikkauspisteeseen piirrettyjen tangenttien kulmakertoimet ovat

F'(xp) = f(x) = xi ja G'(x,)=g(x,) = —x.

0

Koska kulmakertoimien tulo

niin tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ja kuvaajat
leikkaavat toisensa kohtisuorasti.
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Koska fix)>0 ja % =x koko médrittelyjoukossa, niin
X

[ L g~ [ xax
J(x)
lnf(x):%xz+C1 Ina=b<a=¢"
x2+C1
f(x)=e?
e Y
=e? -e“ e =C
Lo
=C-e? ,

missd C on jokin vakio.

Ratkaistaan vakio C.

f(0)=2
1 o
C-e2 =2
c=2
Vastaus

2

f(x)= 27"
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Koska populaatio kasvunopeus f’(x) on suoraan verrannollinen

populaation kokoon f (x), niiden suhde on vakio k.

VG
S(x)
[ L9 40— [kde
S (x)
In|f(x)|=kx+C f(x)>0
Inf(x)=kx+C
f(x)=e""¢

Siis  f(x)=€""“, missid k ja C ovat vakioita.

Huomaa! Funktion lauseke voidaan esittdd myds toisessa muodossa.

f(x) — ekx+C
= ekxec eC =da

= aekx

missd a ja k ovat vakioita.
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