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1) D, koska f(x)>0 valill [1,4].

AY
yI=f(x)

1
T

A

2) A, koska f(x)>0 vililld [1,2] ja f(x)<0 vililld [2,4].

AV [ y=fn]f
' %
/ /
|
3) B, koska f(x)<0 vililld [1,4].
Y
y|=Hx)

[T

Y

4) C,koska f(x)<0 vililld [1,2] ja f(x)>0 vililld [2,4].
AY[ y=fx

ARIEVA

Y

Vastaus 1)D 2)A 3)B 4)C
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Hahmotellaan tilannetta y 1.
piirtamélla funktion f kuvaaja. y = flz)

Integroimisrajat saadaan

funktion kuvaajan ja x -akselin 1
leikkauskohdista.
0 X
f(x)=0 0 1 2 ’
—x*+3x=0
x(=x+3)=0

x=0 tai x=3

Kuvaajan perusteella f(x)>0 vililla [0, 3], joten kysytty pinta-ala
on

A

e ) O Sy

S (x)dx

(—x* +3x)dx

Do e
Il

N
N | —

Vastaus 4%
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmaélld funktion f* kuvaaja.

ly

Integroimisrajat saadaan funktion kuvaajan ja x -akselin
leikkauskohdista.

f(x)=0
3 +12x=0 Ratkaistaan laskimella.

x=-2,x=0 tai x=2

Kuvaajan perusteella f(x) <0 valilld [-2,0] ja f(x)>0 valilld
[0, 2] , joten kysytty pinta-ala on

Y =—ff(x)dx+jf(x)dx

0 2

= —j (=3x" +12x)dx + j(—3x3 +12x)dx
-2 0

=24

Vastaus 24
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AY

Y= sin 2x 4 cosx

——

T

b) Integroimisrajat saadaan kdyrén ja x -akselin leikkauskohdista.

. Ratkaisut voi rajata myos
sin2x+cosx =0 .
suoraan vilille [0, «t].

T ) T ) Sm
X=—+n-mw tal x=——+n-27T tal xX=——+n-27

(neZ)
Nollakohdista vilille [0, ] kuuluu vain x = g (n=0).

Funktio saa tutkittavalla vélilld sekd positiivisia ettd negatiivisia
arvoja, joten lasketaan pinta-ala osissa.

A=

o t—a

(sin2x +cosx)dx — I(sin 2x+cosx)dx

2

I
N

Vastaus b)4
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a) Ratkaistaan funktion nollakohdat.

f(x)=0
6x> —30x=0
6x(x—-5)=0

x=0 tai x=5

Funktion f(x)=6x"-30x kuvaaja on ylospiin aukeava
paraabeli, jonka nollakohdat ovat 0 ja 5. Hahmotellaan funktion
kuvaaja.

Ay y=fix)




b) Funktion kuvaajan ja x-akselin rajaama alue on x-akselin
alapuolella. Lasketaan alueen pinta-ala.

5
A=—[(6x* =30x)dx
0

5
= —/2x3 —15x?
0

=—(2:5-15-5-(2:0°-15-0%)
=—(250-375)
=125

Vastaus b) 125
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmaélld funktioiden f(x)=+/x+2 ja
g(x)=-x+10 kuvaajat.

Pinta-ala pitdd laskea kahdessa osassa, koska aluetta yliapuolelta
rajaava kéyrd vaihtuu.

Ratkaistaan kuvaajien leikkauspisteen x-koordinaatti.

f(x)=g(x)
Nx+2=-x+10
o o Ratkaistaan laskimella.
x=7

Ratkaistaan kohdat, joissa funktioiden kuvaajat leikkaavat x -akselin.

J(x)=0 g(x)=0
Jx+2=0 -x+10=0

x=-2 x=10



Lasketaan alueen pinta-ala.
7 10
A= J-f(x)dx +Ig(x)dx
-2 7
7 10
= J‘\/x+2dx+J.(—x+10)dx
-2 7
45 1

=200
2 2

Vastaus 22%
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Ay

Yy =COsx y=sinx

2

1
2

“~

Pinta-ala pitda laskea osissa, koska aluetta yldpuolelta rajaava kéyra
vaihtuu.

Ratkaistaan kéyrien leikkauskohdat.
sinx = cos x

x=§+n~n (neZ)

Vililla [0, g] on ainoastaan leikkauskohta x =% (n=0).

Lasketaan alueen pinta-ala.

A=|sinxdx+ | cosxdx

Sct— |3
A —]

=2-2 (20,59)

Vastaus 2— \/5
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Integroimisrajat saadaan ratkaisemalla kdyrdn ja x -akselin
leikkauskohdat.

X X

—32—9(e59 te ¥)+231=0

x=-96,1271... tai x=96,1271...

Lasketaan alueen pinta-ala.

96,1271... 9 * X
A= [ (=¥ +e ®)+231)d
-96,1271... 2

=26651,412... (m>)

Muutetaan pinta-ala hehtaareiksi.

26 651,412... m*=2,6651... ha~2,7 ha

Vastaus 2,7 ha
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a) Integroidaan muuttujan y suhteen. Kuvan perusteella
integroinnin alaraja on 1 ja yldraja 3.

A=[{ydy
=2f—% (= 2,8)

b) Integroidaan muuttujan y suhteen. Kuvan perusteella
integroinnin alaraja on 0 ja yldraja 3.

3
A:jzydy
0
7
= (=10,
In2 ( )

Vastaus a) 243 —%

7
b) ——
)ln2
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a)
Ay
X=—-y+ 2y + 3
S~
X
>
|~

b) Integroimisrajat saadaan kéyrén ja y -akselin leikkauskohdista.

-y?+2y+3=0
y=-1 tai y=3

Lasketaan alueen pinta-ala.

3
A= I(—y2+2y+3)dy
-1

:2:102
3 3
2

Vastaus b) 105
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Hahmotellaan tilannetta
piirtdmalla kuva.

Pitéa 16ytdé sellainen vakion a
arvo, ettd kiiyrin x =y’ ja

y -akselin viliin jai yhté suuri
pinta-ala vélilld 0<y<a ja
valilla a<y<2.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan a.

a 2
[ydv=[yd
0 a
1, 1, . )
Za =4 - Za Ratkaistaan laskimella.

a=—-8 tai a=138

Koska a > 0, etsityn suoran yhtdlo on y = iR

Vastaus y= §‘/§
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Pitdd 1oytda sellainen vakion a arvo, ettd kiyrdn y = ifx ja
x-akselin viliin jad yhtd suuri pinta-ala vdlilla 0<x <a javililld
a<x<l6.

Ay 4
y=PNx -
//____
W
4 X
>
% @ xlf 16
Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan a.
a 16
[xdr=[4/xdr
0 a
%{‘/; = %(128 - 4(‘/;) Ratkaistaan laskimella.

a:8§/§

Aita rakennetaan kohtaan x = 8%/2 (=9,2).

Vastaus  x =832 (=9,2)
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Sijoitetaan poikkileikkaus koordinaatistoon niin, ettd se on
poikkileikkausparaabelin ja x-akselin rajaama alue. Sijoitetaan
huippu y-akselille. Valitaan koordinaatiston yksikko vastaamaan
yhtd metrié.

Paraabelin yhtil on muotoa y = ax” + bx + ¢ ja paraabeli kulkee
pisteiden (-2,5;0), (0,4) ja (2,5;0) kautta. Muodostetaan
yhtdloryhma ja ratkaistaan kertoimet a, b ja c.

0=a-(-2,57 +b-(-2,5)+c
4=q-0°+b-0+c
0=a-2,5+b-2,5+c

2,5%a-2,5b+c=0
c=4
2.5%a+2,5h+c=0

a=——,b=0jac=4
25



Paraabelin yhtild on y = —gxz +4.
Lasketaan meluvallin poikkileikkauksen pinta-ala.

216 ,
A= [ (%" +4)dx
95 25

:?:13,333...z13,3(m2)

Vastaus 13,3m’
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U

8)
Paraabelin yhtilé on muotoa

y=ax’*+bx+c

6)
Muodostetaan yhtdloryhma

0=a-02+b-0+c
~1=a-12+b-1+c

3=a-32+b-34¢
kertoimien selvittimiseksi.

3)
Yhtéloryhmaén ratkaisu on

a=1, b=-2, c=0

1)

Paraabelin yhtdlo on

y=x*-2x

19.12.2017



7)
Alueen pinta-ala on

2 3
—[(x? = 2x)dx+ [ (x2 —2x)dx
1 2
koska osa kuvaajasta on x -akselin alapuolella ja osa ylépuolella.
4)

Pinta-alan arvo on

2
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Midritetiin paraabelin x =ay’ —ay (a#0) ja y-akselin
leikkauskohdat.

ay’ —ay=0
ay(y-=1)=0
y=0 tai y=1

Jos a <0, paraabeli aukeaa vasemmalle, jolloin alue muodostuu
positiivisen x -akselin puolelle.

1 Ty
a
A=J.(ay2 —ay)dy =——
0

6
Ratkaistaan milld vakion a arvolla \1‘
pinta-ala on 1.




Jos a >0, paraabeli aukeaa oikealle, jolloin alue muodostuu
negatiivisen x -akselin puolelle.

1 K\
a y
A=~[(ay’ —ay)dy =%
0
Ratkaistaan milld vakion a arvolla /
pinta-ala on 1.
A=1 X
2_1
6
a==6

Vastaus a=-6 tai a=6
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AY |y Fflx

Ul

LT

a) Midritty integraali vélilld [3,5] on negatiivinen, koska alue on

x -akselin alapuolella.

b) Alueen pinta-ala on

A=] f@de-[ e+ | Fa.

6
(Tai hyodyntden itseisarvoa 4 = “ f (x)|dx J)
1

Vastaus  a) Miiritty integraali vililld [3, 5] on negatiivinen,
koska alue on x -akselin alapuolella.

b) A= [ f(0de- ] f()d+ | £(x)d

(tai A =j|f(x)|dx)
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a) Hahmotellaan tilannetta , oy
piirtdmalld funktion ~ a4
f(x)=x"+3x* kuvaaja.

—
w
!
N
-
o
=

Integroimisrajat saadaan funktion kuvaajan ja x -akselin
leikkauskohdista.

S(x)=0
X +3x° =0
¥ (x+3)=0

x=0 tan x=-3

Kuvaajan perusteella f(x)>0 vililli [-3,0], joten kysytty
pinta-ala on

A= if(x)dx

0
= j(x3+3x2)dx
-3

_27_ 3
4 4



b) Hahmotellaan tilannetta
piirtdmaélla funktion
g(x)=x"—x—6 kuvaaja.

Integroimisrajat saadaan
funktion kuvaajan ja x -
akselin leikkauskohdista.

g(x)=0
X—x—-6=0

x=-2 tai x=3

Kuvaajan perusteella g(x)<0 vililli [-2,3], joten kysytty
pinta-ala on

A=~ g(x)dx

:j-(xz—x—6)dx

_125 503
6 6

Vastaus a) 6é b) 20E
4 6
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b) Integroimisrajat saadaan funktion ja x -akselin leikkauskohdista.

f(x)=0

cosx—sinx=0 Ratkaistaan laskimella.

x:§+n~n (neZ)

Nollakohdista vélille [0,2n] kuuluvat

T ) 5w
= — =0 a = — =1 .
X 2 (n=0) ja x 1 (n=1)



Funktio saa tutkittavalla AY yl=fx)

vililld sekd positiivisia etti f
negatiivisia arvoja, joten

¥

lasketaan pinta-ala osissa.

5t
2n

4
A= (cosx—sinx)dx—J.(cosx—sinx)dx+J.(cosx—sinx)dx
T St

ot— x|

4

=(W2-D-(2v2)+ (2 +1)
=42

Vastaus 4\/5
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Funktion f(x)=x>—kx kuvaaja on ylspiin aukeava paraabeli.
Integroimisrajat saadaan funktion ja x -akselin leikkauskohdista.

f(x)=0
xP—kx=0
x(x—k)=0

x=0 tai x=k%

Hahmotellaan funktion kuvaaja. Koska y -
kuvaaja ja x-akseli rajaavat vililla [0, 3] y=fl@)
yhtd suuren alueen x-akselin yldpuolella
ja alapuolella, niin 0 <k <3.

A
Pinta-alojen 4, ja 4, tulee olla yhtd
suuret. Muodostetaan yhtélo ja A k3
ratkaistaan £.
A =4,
k 3
—j(x2 — kx)dx =j(x2 — kx)dx
0 k
KK 9% 0 Yhtilon voi
6 6 2 ratkaista laskimella.
ok _y
2
9k =18
k=2

Vastaus k=2
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.

5

; y=v2xr—6

Pinta-ala voidaan laskea kahden pinta-alan erotuksena. Véhennetidin
kidyrdn y = Jx ja x-akselin rajaaman alueen pinta-alasta kdyrin

y=4/2x—6 ja x-akselin rajaaman alueen pinta-ala.

/

5 y=+vV2r—56




Integroimisrajat saadaan kdyrien ja x-akselin leikkauskohdista sekd
kayrien leikkauskohdasta.

Jx =0 V2x-6=0 V2x—6=+/x
x=0 2x—-6=0 2x—6=x

Vihennetédn kiyrin y=+/x ja 3 Y y= 376
x -akselin valilld [0, 6]

rajaaman alueen pinta-alasta Tv=vz

kdyrain y=+/2x-6 ja : )
x -akselin valilld |3, 6] o 1 2 3 4 5 & 7

rajaaman alueen pinta-ala.

Vastaus 2\/3
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Ay
¥ =9X) 403)
—— o
y= f(x) \\ =
/7 'é"i..
I X
/ Keskuskatu

f(x)=0,04x +0,4x* +0,45x + 1,12, missi 9,1 <x<-6
g(x)=-0,23x+2,8, missd -6 <x<0

Lasketaan kysytyn alueen pinta-ala.

A= :[6 f(x)dx+j.g(x)dx

-9.1

-6 0
= j (0,04x° +0,4x> +0,45x +1,12)dx +j (—0,23x +2,8) dx
9.1 -6

=29,9409... (pinta-alayksikkod)

Koordinaatiston yksikkéni on 200 m, joten yhden ruudun pinta-ala
on 200m-200 m =40 000 m> = 0,04 km” . Pinta-alayksikkdni on

siis 0,04 km?.

Alueen pinta-ala on 29,9409...-0,04 km® ~ 1,2 km”.

Vastaus 1,2 km®
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AY

——

b) Ilmaistaan funktio f(x)=3x+ |1 — 2x| ilman itseisarvoa.
Selvitetddn milloin lausekkeen 1 — 2x arvot ovat epinegatiivisia.

1-2x>0
2x>-1 [ (-2)
xSl
2
1 1
1-2x, kun XSE 1-2x, kun XSE
Siis [1-2x|= =

—(1-2x), kun x>% 2x—1, kun x>%



Funktion f lauseke ilman itseisarvoja on

3x+(l—2x),kunx£l
f(x)=3x+|1—2x|= ?

3x+(2x—1),kunx>5

x+1, kunxsl
2

5x—1,kunx>%.

. . o 1
Pinta-alaa rajaava suora siis vaihtuu kohdassa x =—.

Ratkaistaan kohta, jossa funktion kuvaaja leikkaa x -akselin.

f(x)=0 x<%,j0tenf(x):x+1
x+1=0
x=-1
Funktio saa tutkittavalla vélilld [-2, 1] seké AY

positiivisia ettd negatiivisia arvoja, joten

lasketaan pinta-ala osissa.
1

——

A:—f(x+1)dx+j(x+l)dx+j(5x—1)dx y =[f(x)

Y x

2

+—=3

I 9 11
_+_
2 8

Vastaus 3



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 19.12.2017

234

Funktio pitdd valita siten, ettd
sen kuvaaja rajaa valilla [0, 1]
yhtd suuren alueen x-akselin 61
alapuolella ja ylépuolella.

Voidaan valita suora, joka o
leikkaa x-akselin vilin [0, 1] y = fz)

keskikohdassa ja saa arvon 6
jossakin vilin pisteessa.

Valitaan funktioksi esimerkiksi
f(x)=12x-6.

Funktio f* on polynomifunktio, /
ja siten jatkuva.

Lisdksi f(1)=12-1-6=06 eli funktio saa arvon 6 ja
1 1

jf(x)dxzj(lzx—é)dxzo.

0

0

Funktio f(x)=12x—6 tayttdd vaaditut ehdot.



Jokainen ehdot tiyttdva funktio saa positiivisen arvon 6 jossain
valin [0, 1] kohdassa. Funktion f maaritty integraali O:sta 1:een
on nolla vain, jos funktio f saa my0s negatiivisia arvoja. Koska
funktio f saa sekd positiivisia ettd negatiivisia arvoja, ja funktio on
jatkuva, niin se saa aina myds arvon 0.

Siis ehdot tiyttdva funktio saa aina arvon 0 jossain pisteessi.

Vastaus Ehdot tdyttdvd funktio on esimerkiksi f(x)=12x-6.
Funktio saa aina arvon 0 jossain pisteessa.
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a) Integroidaan muuttujan y

suhteen. Kuvan perusteella
integroinnin alarajaon 1 ja
yldraja 3.

Ratkaistaan kédyrin yhtilostd x,

kun x>0.
1
y=—
X
, 1
X =—
y
1



b) Integroidaan muuttujan y A
suhteen. Integroimisrajat ovat 1

o= | <

y:lnl:—l ja y=lne=1.
€

Y x

Ratkaistaan kdyran yhtalosta x . y=Inx

y=Inx

x=¢

Lasketaan varjostetun alueen pinta-ala.

A:jeydy
-1

—e—¢!

—e-L (22,35
(§

Vastaus a) 24/3-2 (x1,46)

b) e—1 (~2,35)
€
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Hahmotellaan tilanne piirtdmalla paraabeli.

\~<

r=1y*—6y— 16

-24 -22 -20 -18 -16 - -8 -6 -4 -2 0
b ——

Paraabeli aukeaa oikealle pdin. Lasketaan paraabelin ja y-akselin
(suora x =0) rajaaman alueen pinta-ala integroimalla muuttujan y
suhteen.

Integroimisrajat saadaan kdyrén ja y -akselin leikkauskohdista.

¥ —6y-16=0 Ratkaistaan laskimella.
y=-2 tai y=8

Lasketaan alueen pinta-ala.
. Kéyrd on y-akselin vasemmalla
A= —I (y* =6y —16)dy puolella eli negatiivisen x-akselin
2 puolella.
500 2

=——=166—
3 3

Vastaus 166%
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.
Y y = 2a —
Y=
y=a
XI

Alueen pinta-ala saadaan integroimalla muuttujan y suhteen a:sta
2a:han. Ratkaistaan integrointia varten kidyrén yhtalostd x.

y=vx

x=1y>, missi y>0
Maédritetddn alueen pinta-alan lauseke.

Azzfyzdy:za3
. 3

Pinta-alan tulee olla 504. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan a.

za3 =504
3

a’ =216

a=x/216=6

Vastaus a=6
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Ay y=x2
A
I B
U x
>
1 a

Alueen A pinta-ala voidaan laskea integroimalla muuttujan y
suhteen, jolloin integroimisrajat ovat y=1>=1 ja y=a".
Ratkaistaan integrointia varten kdyrdn yhtdlostd x.

y=x
X =4y tai x:—\/;

Koska x>0, niin x:\/;.

Alueen A pinta-ala on

A=afx/;dy
1

3

2, 2 2,
a2l 2,
397 3730@ D



Alueen B pinta-ala on
B=|
15 11

X
1
1 3
L Loy,
3¢ 7373@ D

2dx

Alueen A pinta-ala on siis
2
A==(a’ -1
3( )
1
=2-—(a’ -1
3( )

=2-B.

On osoitettu, ettd alueen A pinta-ala on kaksinkertainen alueeseen
B verrattuna aina, kun a > 1. o
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Hahmotellaan tilannetta
piirtdmaélld kuva.

Pitéa 16ytdé sellaiset vakioiden
a ja b arvot, ettid kiiyrin y = x’
ja y-akselin véliin jd4 yhtd suuri
pinta-ala vililli 0< y <a,
valilla a<y<b ja

vililla b<y<16.

Integroidaan muuttujan y
suhteen, joten ratkaistaan
integrointia varten kdyrin
yhtilostd x.

y=x

x=4/y, kun x>0

Muodostetaan kaksi yhtaloa.

Tﬁdy=fﬁdy

2 2 2
ol =Zpdb-2a
3a a 3 \/7 361 a

aJa =b\b —ava

18

14

12z

10

a 16
[Vrdv=[Jvay

0 b

2 128 2
ada=3-3hb

aJa = 64—b\b



Ratkaistaan vakiot a ja b yhtél6parin avulla.

aNda \/_ a\/; Ratkaistaan laskimella.
aa =64 —b\Jb
_ 164
a=— (~7 7) (=12,2)
J' ECH
Piirretadn kuva.
Ayy=16
3
yi=1674
B |/
17
Y == /
o/
2 5
< / Y EX5,Kun kx>0
d X
I >
16 . 163/4
Vastaus a=—= (7,7 a b=—F——(=12,2
o ( ) ] R ( )
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Sijoitetaan ojan poikkileikkaus \ Ty /
koordinaatistoon niin, ettd X,
poikkileikkaus on paraabelinja ~ (-0,5;0) (0,5;0)

x-akselin rajaama alue.
Sijoitetaan paraabelin huippu y-
akselille. Valitaan
koordinaatiston yksikko

vastaamaan yhtd metri4. (0; 0,8)

Paraabelin yhtild on muotoa y =ax’ +bx+c ja paraabeli kulkee
pisteiden (-0,5;0), (0;—-0,8) ja (0,5;0) kautta. Muodostetaan
yhtdloryhma ja ratkaistaan kertoimet a, b ja c.

0=a-(-0,5°+b-(-0,5+c
-0,8=a-0*+b-0+c¢
0=a-0,5+b-0,5+c¢

0,5%a—0,5b+c=0
c=-0,8 Ratkaistaan laskimella.
0,5%a+0,5b+c=0

a=32,b=0 ja ¢c=-0,8

Paraabelin yhtild on y =3,2x”—0,8.



Lasketaan ojan poikkileikkauksen pinta-ala.

0,5

( 8
A=—| (3,2x*-0,8)dx = — 2

[ G2 -08)dv=— (m)

-0,5

Oja muodostaa lierion, jonka pohjan pinta-ala A4 = % m’ ja

korkeus /& =450 m. Lasketaan ojan tilavuus.

V:A-h:%-450:240 (m’)

Vastaus 240 m’
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.

\

a 2a

Maiiritetddn alueen pinta-alan lauseke.

2a
A= J‘e*“ dx

Pinta-alan ilmaisee funktio A(a)= —%e“‘” + %e‘z" . Midritetiin

funktion suurin arvo derivaatan avulla. Derivoidaan funktio 4.

A’(a) — 26—401 _ e—2a

Ratkaistaan derivaattafunktion nollakohdat.

2e—4a _e—Za — O

a= %ln2 (=0,35)



Laaditaan funktion 4 kulkukaavio. Derivaattafunktio A4’ on
jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdassa. Péddtelldan
derivaattafunktion merkit testaamalla.

l In2

2 . _
A'(x) + _ 0a2 0A2(2a) me:kkl
Ax 7 N 05 | 0.097... —

Kulkukaavion perusteella pinta-ala on suurin, kun a = %ln 2.

Lasketaan alueen pinta-ala.

1 4. Lo 1 2. o
+= 2

1
A(=In2)=——e 2
(2 ) 2

8

Vastaus a =lln2, A:l
2 8
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a) Piirretdin funktion v(¢)=-0,02¢* +0,5¢ kuvaaja.

Av(m/s) v(t) = —0,02t2 + 0,5t
(25,0) |t(s)

\-\ >

D \
AN

N
N\

C
J

Liikkeen suunta muuttuu alkuperiiselle suunnalle
vastakkaiseksi, kun nopeuden merkki vaihtuu. Ratkaistaan
funktion v nollakohdat.

v(£) =0
—-0,02¢*+0,5¢=0
t=0 tai t=25

Hetkelld =0 Samu ldhti liikkeelle, joten Samu kééntyi takaisin
hetkelld #=25.



Aikavililld [#, ;] kuljettu matka on yhtd suuri kuin funktion v
kuvaajan ja t-akselin vélilld [#, ;] rajaaman alueen pinta-ala.

Koska aikavililla [0, 25] funktion v kuvaaja on t-akselin
yldpuolella on funktion kuvaajan ja ¢-akselin rajaaman alueen
pinta-ala yhtd suuri kuin maératty integraali O:sta 25:een.

25 25
[v(yde = [ (-0,02¢* +0,50)d
0 0

=52,083...~ 52 (m)

b) Koska nopeusfunktio saa tarkasteluvililld seka positiivisia ettd
negatiivisia arvoja, lasketaan pinta-ala osissa.

25 37,5 25 37,5
j v(£)dt — j v(£)dt = j (—0,02¢* +0,5¢)dt — j (—0,02¢* +0,5¢)dt
0 25 0 25

=104,166... ~104 (m)

c¢) Koska kddntopisteelle oli matkaa 52 m, oli Samu kuljettuaan
matkan 104 m takaisin 1&htopisteessd. Siis hetkelld 1=37,5s
Samu oli takaisin ldhtOpisteessa.

Vastaus a) hetkelld #=25s, 52 m lahtopisteesti
b) 104 m
¢) Samu oli takaisin ldhtopisteessa.
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a) Lasketaan miirityt integraalit laskimella.

b) Lasketaan laskimella integraalin arvoja yhd suuremmilla b:n

arvoilla.
10000
J' dex _ 9999 _ 0,9999
X 10000
100 000
L =229% _,99999
X 100 000

1

Vaikuttaa siltd, ettd kun b kasvaa rajatta, integraalin arvo
lahestyy lukua 1.



c) Piirretdédn alueen kuva.

AY

D
No|—

c ),
77 \ X X

Koska f(x)= Lz >0 kaikilla x > 1, niin alueen pinta-ala on
X

yhté suuri kuin funktion méaaritty integraali 1:std ddrettomaan.

10 1 100 1 1000 1
Vastaus  a) -!‘7dx=0,9, J.?dx=0,99 ja j?dx=o,999

1 1
b) Integraali ldhestyy arvoa 1.

c) A=1
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b

D J(f)-g(x))dx

a

Perustelu: Aluetta rajaa valilld [a,b] ylhadltd funktion f kuvaaja ja
alhaalta funktion g kuvaaja.



Ay y=1fx)

y=9gKx)

/A

c b
9 [(f(x)-ga))dx+ [((g(x) - f(x))dx

Perustelu: Vililld [a,c] aluetta rajaa ylhaaltd funktion f kuvaaja ja
alhaalta funktion g kuvaaja. Vililld [c,b] aluetta rajaa ylhaaltd
funktion g kuvaaja ja alhaalta funktion f kuvaaja.

Vastaus A-1 ja B-4
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Hahmotellaan tilannetta
piirtdmalla kuva.

Kuvan perusteella aluetta
rajaa ylépuolelta paraabeli ja
alapuolelta suora.

Integroimisrajat ovat suoran
ja paraabelin
leikkauskohdat.

x+1=-x"+4x-1
x> =3x+2=0

x=1 tai x=2

Lasketaan alueen pinta-ala.

A =j((—x2 +4x—1)—(x+1))dx

[

= [ (=x* +3x-2)dx

AN|— -

Vastaus l
6
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a) Arvioidaan kuvasta, kuinka monta ruutua Myllylammen pinta-
ala on.
WA R /
\L N /
\\
\ ) \\y =—X+13 /
N HEN RNV
s | I\
\ N
\ AN
N
2 y =(0,2x2 +|1 X
xz-57 [ 2 g

Ruutuja on noin 28. Koordinaatiston yksikkoé on 10 m. Koska
yhden ruudun sivun pituus on 2 yksikkod, niin yhden ruudun

pinta-ala on 20 m-20 m =400 m”. Tilloin alueen pinta-alan
arvioon A~28-400m’=11200m”>=1,12ha~1,1ha.



b) Kuvan perusteella aluetta rajaa
yldpuolelta suora y=-—x+ 13 ja
alapuolelta paraabeli.

Integroinnin alaraja on 5,7. Yldraja
on suoran y =-x +13 ja paraabelin
y=02x*+1 leikkauskohta.
Ratkaistaan leikkauskohta.

—x+13=0,2x>+1
—0,2x> —x+12=0
x=-10,6394... tai x=5,63941...

\\ Ay /
) /
N,
) yE—x+13
VEE SR NEY,

|
1dWPY

y =|0,2x

Y x

Koska etsitty leikkauskohta on positiivinen, niin x = 5,6394...

Lasketaan alueen pinta-ala.

A= [ (x+13)-(0,2¢ + ) dx

=57

=112,11... (pinta-alayksikkod)

Koordinaatiston yksikkd on 10 metrié, joten pinta-alayksikko on

10m-10 m =100 m>.

A=112,11...-100 m* 11000 m* = 1,1 ha

Vastaus a) Noin 28 ruutua eli 1,1 ha

b) 1,1 ha
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a) Ratkaistaan funktioiden kuvaajien leikkauskohdat.

S(x)=g(x)
X =2x+2=—x"+4x+2
2x*—6x=0
2x(x—3)=0

x=0 tair x=3

b) Funktion f(x)=x>—-2x+2 kuvaajaon ylospiin aukeava

paraabeli. Funktion g(x)=-x"+4x+2 kuvaaja on alaspiin

aukeava paraabeli. Kuvaajat leikkaavat kohdissa 0 ja 3. Aluetta
rajaa siis yldpuolelta funktion g kuvaaja ja alapuolelta funktion
/ kuvaaja.




¢) Kuvan perusteella g(x)> f(x) vililld [0,3]. Lasketaan
alueen pinta-ala.

A= (g(x)=f(x))dx

(—2x* +6x)dx

|
j((—xz +4x+2)—(x" =2x+2))dx
!
/

(—%x3 +3x7%)

Il
|
I
(O8]
w2
+
W
(O8]
)
|
~
|
I
S
w
+
W
(e
T
~

Il

|
[
(o2¢]
+
\]
-

Vastaus a) x=0 tai x=3

c)9
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kayrt.
/\y
/ Yy =sinx /
0 X
0 T /2
L y=cosz

Integroimisrajat saadaan kéyrien leikkauskohdista.
sinx = cos x

x:§+n-n (neZ)

Lasketaan sen alueen pinta-ala, joka jéa kéyrien viliin kahden
perdkkdisen leikkauskohdan, esimerkiksi kohtien

x0=§ (n1=0) ja xl=%“ (n=1y, vililla.

Kuvan perusteella vililla [g, %t] aluetta rajaa yldpuolelta kdyrd

y=sinx jaalapuolelta y =cosx.Lasketaan alueen pinta-ala.

A= [(sinx—cosx)dx =22 (=2,8)

Jk\.‘-\'-—.-b‘;_‘h

Vastaus 2\/5
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Hahmotellaan tilannetta Ty
piirtdmalld kuva.
8
Kuvan perusteella aluetta rajaa o
yldpuolelta kiyrd y=e" ja 6 y==¢
alapuolelta kdyrd y=e™".
. . . 4
Maiirdtyn integraalin alaraja
on kédyrien leikkauskohta. r =92
2
ex — —X
B 0 X,
o o 1 3
y=e

Lasketaan alueen pinta-ala.

Vastaus e’+e”-2
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Hahmotellaan tilannetta

piirtdmalld kayrt. s

10

Integroimisrajat saadaan
kéyrien leikkauskohdista.

X’ —4x=3x+6 Ratkaistaan laskimella.

x=-2 tai x=-1 tai x=3

vililld [-2,-1] x’ —4x>3x+6 javililld [-1, 3]
3x + 6> x’ —4x . Lasketaan alueen pinta-ala.

A=].((x3—4x)—(3x+6))dx+_|.((3x+6)—(x3—4x))dx
=j|.(x3—7x—6)dx+I(—x3+7x+6)dx

_3 3233
4 4

Vastaus 32%
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a) Maédritetddn kiyrien leikkauspisteet.

y=12x" —36x
Ratkaistaan yhtdlopari laskimella.
y=-12x>+36x

x=-3jay=-216 tai x=0jay=0 tai x=2 jay=24

Kéyrien leikkauspisteet ovat (-3, -216), (0, 0) ja (2, 24).

b) Hahmotellaan tilannetta piirtdiméalla kuva. Skaalataan kuvaa niin,
ettd kaikki leikkauspisteet nékyvét kuvassa.

Y

-150

y = —122% + 362

-200




b) Kuvan perusteella vililld [-3,0] aluetta rajaa yldpuolelta kayra
y=12x" —36x javililld [0, 2] kiyrd y=—12x" +36x.

Lasketaan alueen pinta-ala.

A= [ ((12x° =36x) - (~12x +36x)) dx

-3

2
+j(—12x2 +36x) — (12x° = 36x) dx
0

0 2
= [ (122 120" = 72)dx + [ (~12x° — 1247 + 72)dx
-3 0

=253

Vastaus  a) (=3,—216), (0,0) ja (2,24)

b) 253
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Hahmotellaan tilannetta
piirtdmalla kuva.

Integroimisrajat saadaan
kuvaajien leikkauskohdista.

3 4 2
x =x"-2x

x=-1 tai x=0 tai x=2

Kuvan perusteella aluetta rajaa

19.12.2017

vililla [-1, 2] yldpuolelta kdyra -
3
y=x.

Lasketaan alueen pinta-ala.
2
A= j(x3 —(x* = 2x%))dx
-1
2
= J.(—x4 +x°+2x7)dx
-1
63 .3

=22 3>
20 20

Vastaus 3i
20
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Hahmotellaan y
tilannetta

piirtimalla kuva. ) Y =s1mx

Yy = sin 2x

Integroimisrajat saadaan kuvaajien leikkauskohdista.

sinx =sin2x Ratkaistaan laskimella.

) o 21
X=n-2w tai X=—+n-—
3 3

Kéyrien rajaaman kaksiosaisen alueen integroimisrajat ovat mitka
tahansa kolme perikkaisté leikkauskohtaa, esimerkiksi

x=0(n=0), x=§(n=0)jax=§+1~2?n=n(n=l)

Kuvan perusteella valilld [0, g] sin2x >sinx ja valilla [g,n]

sinx >sin2x.



Lasketaan alueen pinta-ala.

T

3 n
A=I@mQx—ﬁnﬂdx+f®mx—$n2ﬂdx
0 T

3

>_,1
2 2

Vastaus 2 l
2
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—

—2X +

<
1

[

ly: log,x

Kun integroidaan muuttujan y suhteen, aluetta rajaa vililld —
2 <y <0 kaksi kdyrad. Ratkaistaan kdyrien yhtéloistd x.

y=—2x+5 y:]ogzx
1 5 x=27
X=——y+—
PR

. 1 .
Kuvan perusteella aluetta rajaa oikealta suora x = 3 y +§ ja

vasemmalta kdyrd x =2".

Lasketaan alueen pinta-ala.

A=[(5r+D-2)d

3 Laskin saattaa antaa
=6-—— (x49)
41n2 ratkaisun eri muodossa.

3
41n2

Vastaus 6-—
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Integroimisrajat saadaan kayrien leikkauskohdista.

x+l=x*-5 3x-5=x>-5
x=-2 tai x=3 x=0 tai x=3
Ay
Vililla [-2, 0] aluetta rajaa y=I|x+1
yldpuolelta suora y=x+1 ja \
alapuolelta paraabeli y =x’—5. \
1
X

Vililla [0, 3] aluetta rajaa \ >
yldpuolelta suora y=x+1 ja | /
alapuolelta suora y =3x-5.

=[x"I5

y:: 3X—

Lasketaan alueen pinta-ala.
0 3

A= j(x+1—(x2 —5))dx+j(x+1—(3x—5))dx
-2 0

- j(—x2 +x+6)dx+i(—2x+6)dx

“2 6l
3 3

Vastaus 1 6%
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AY ~N //‘/

0,45x + 17,5

x
I
|

w

N

Il

= VAN
] y= 7(5% H39N

/ :
i S
: v"‘ l/ N
i e[t 2
i T 7 ,f/
- Y rmanas 4 o X
i "_,' '::‘“:')-_-’,4/ y: 1,14
-t
1 : - I
- -/--—‘
e >~
5

Integroimisrajat saadaan kdyrien leikkauskohdista.

0,45x+17,5=-0,7x+39 1,14 =—0,7x +39
x =18,6956... x =23,7254...

Vililla [-5, 18,6956...] aluetta rajaa yldpuolelta suora
y=0,45x+17,5 jaalapuolelta kidyrd y=1,14".

Vilillad [18,6956...; 23,7254...] aluetta rajaa yldpuolelta suora
y=-0,7x+39 jaalapuolelta kdyrd y=114".



Lasketaan alueen pinta-ala.

18,6956... 23,7254...
A= j (0,45x +17,5—1,14") dx + j (—0,7x +39—1,14%)dx
-5 18,6956...

=442,24... (pinta-alayksikkod)
Koordinaatiston yksikkd on 10 metrid, joten pinta-alayksikko on
10m-10m=100m° =1a.

Alueen pinta-ala on siis noin 442 a.

Vastaus 442 a
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kayrt.
y
_ 2
Yy=Ccos T

AN\
/ [\ 7\

1 = COS 2T

Integroimisrajat saadaan kayrien leikkauskohdista.

cos® x = cos2x

x=n-n (nelZ)

Lasketaan sen alueen pinta-ala, joka jai kédyrien véliin kahden
perédkkdisen leikkauskohdan, esimerkiksi kohtien

x,=0 (n=0) ja x, =n (n=1), vilill4.

Kuvan perusteella vélilld [0, w] aluetta rajaa yldpuolelta kidyra
y=cos’x jaalapuolelta y =cos2x.Lasketaan alueen pinta-ala

_n 2 _r
A-!(cos X cos2x)dx—2

Vastaus T
2
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.
Tv
xy =1
1
Y =|2x
1
=_—x
0 J 2 X
-1 0 1 i
-1

Ratkaistaan hyperbelin yhtdlostd y:n suhteen.
xy =1

1
y==

X

Integroimisrajat saadaan kéyrien leikkauskohdista
lx = 2x = 1
2 X X
X = —\/5 tat x= \/5 \/5 \/5
X = —7 tar x= 7




Symmetrian perusteella 1. neljanneksessi ja 3. neljanneksessé olevat
alueet ovat pinta-aloiltaan yhtd suuret. Lasketaan 1. neljanneksessa
olevan alueen pinta-ala.

Vililla [0, g] aluetta rajaa

yldpuolelta suora y =2x ja 2
alapuolelta suora y = lx . \ y = l
2 1 ( x 1
e N2 . : 2
Vililla [7, 2 ] aluetta rajaa . .
» CaTE T
yldpuolelta kdyrd y=— ja 2
X

1
alapuolelta suora y = Ex .

Lasketaan alueen pinta-ala.
2
P N
A= j (2x ——x)dx + j (———x)dx=1In2
7 2 B X 2
2

Koko kaksiosaisen alueen pinta-alaon 24=2In2=1,39.

Vastaus 2In2~1,39
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Vililla [O, n] sinx >0, joten f(x)+sinx> f(x).

Vililla [TE, 27c] sinx <0, joten f(x)> f(x)+sinx.

Koska aluetta yldpuolelta rajaavan funktion kuvaaja vaihtuu
kohdassa x =m lasketaan pinta-ala kahdessa osassa.

A=

O ey 3

((f(x)+sinx) = £(x))dx+ [ (£(x) = (f (x)+sinx)) dx
:]Esinxdx+f(—sinx)dx

=4

Vastaus 4
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a) Ratkaistaan funktion kuvaajien leikkauskohdat.

Jf(x) = g(x)
e’ =4e" -3
e —4e*+3=0

() —4e"+3=0
Merkitddn e* =¢ jaratkaistaan saatu toisen asteen yhtilo.

£ —4t+3=0

t_—(—4)i\/(—4)2—4-1'3 442
2-1 2
z:ﬂ::; tai tzﬂzl
2 2

Ratkaistaan x:n arvot.

e =t tai e =t



b) Tutkitaan kumman funktion kuvaaja on ylempéna
leikkauskohtien vélissd. Lasketaan funktioiden arvot jossakin
vilin [0, In 3] kohdassa. Valitaan x =In2.
f(ln2) — e2~ln2 — eln22 — eln4 — 4
g(ln2)=4e"-3=4.2-3=5

Koska g(In2)> f(In2),niin g(x)> f(x) vélilld [0,In3].
Hahmotellaan alueen kuva.




c) Lasketaan alueen pinta-ala.
In3
= [ ((4e"=3)-™)dx
0
In3

=/ (4¢" _3x—Le
0 2

=(4 In3 31n3 ; 21n3) (460— l 20)

1 ln3 4+l
2

=4.3-3In3-

C12-3In3—L.3 a4t
2 2

_8-3In3—24++
22

=8-3In3-4
=4-3In3 (x0,70)

Vastaus a) x=0 ja x=1In3

b) Funktion g kuvaaja on leikkauskohtien vélissi
ylempéna.

c) 4-3In3
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Hahmotellaan tilannetta Tv
piirtdmalla kuva. 12
Integroimisrajat 10
saadaan paraabelin ja
suoran 8
leikkauskohdista. /
6
x'-3x=x
4
x'—4x = Y=
x(x—4)=0 2
x=0 tai x=4 0 X,
1 2 3 4 5 6
5 rT=a
2
y=x"—3x

Kuvan perusteella vililld [0, 4] aluetta rajaa yldpuolelta suora
y=x jaalapuolelta paraabeli y =x*—3x. Vililli [4, a] aluetta

rajaa ylipuolelta paraabeli y = x* —3x ja alapuolelta suora y = x.



Muodostetaan yhtélo ja ratkaistaan vakio a.

< 5 < Pinta-alat ovat
[ = =3x)d = [((* = 3x) — x)dx .
0 Y yhtd suuret.

32 Ratkaistaan

3 laskimella.

Koska a > 4, niin vain ratkaisu a =6 kelpaa.

Vastaus a=6
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva. Jotta suora ja paraabeli
rajaavat alueen, pitdd olla k£ # 0.

Kulmakerroin &> 0. Kulmakerroin £ <0.
4\y l\y
y=kx y = kx
y=a* , | y=2a

Integroimisrajat saadaan suoran ja paraabelin leikkauskohdista.

x* = kx
X —kx=0
x(x—k)=0

x=0 tait x=k%



Kuvan perusteella aluetta rajaa yldpuolelta suora ja alapuolelta
paraabeli. Muodostetaan alueen pinta-alan lauseke ja ratkaistaan

kulmakerroin k.
Kulmakerroin &> 0.

3

f k
A= [(x - x*)dx =——
{(x x7) <

Muodostetaan yhtalo.
3
k- - 103
6 3
K 32 Ratkaistaan
6 3 laskimella.
k=4
Vastaus k=4 tai k=-4

Kulmakerroin & <0.

k3
A=[ (ke —x")dr ==
‘ 6
Muodostetaan yhtalo.
3
K2
6 3
i3 32 Ratkaistaan
6 3 laskimella.
=4
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a) Hahmotellaan tilannetta piirtdmalld kayra.
y

y' = a’(1 - a?)

Integrointirajat saadaan kdyrén ja x-akselin leikkauskohdista.
x*(1-x")=0
x'=0 tai 1-x>=0

x=0 tai x*=1

x=1 tai x=-1

Ratkaistaan kdyrdn yhtdlo muuttujan y suhteen.

¥ =2 (1-x7)
y=Ax(1=x%) tai y=—x’(1-x)
y=|x|«/(1—x2) tai y:—|x|\/(1—x2)



Kéyrin rajaama alue on
symmetrinen. Voidaan laskea
kdyrdn ja x-akselin
koordinatiston 1.
neljdnneksessd rajaama alue
ja kertoa se neljélld. Rajaava
kdyrd on

y=|x|\/l—x2 |x>0
=xVl—x*

Lasketaan alueen pinta-ala.

A=4[(xN1-2")dx

4.1

3

_4 L
3003

y? = a*(1 - 2?)

Huomaa, ettd alueen pinta-alan voi laskea myos kahden kdyrin

vilisend pinta-alana.

A= [ ({NT= ~ (Vi)

1
-1

=I(2|x|M)dx:%:1%

v
y=|z[v/1— a2
.5

y= —l|z[V1 - 2?




b) Hahmotellaan tilannetta piirtimélld kayra.

Integrointirajat saadaan kdyrén ja x-akselin leikkauskohdista.
x(x—4)" =0
x=0 tai x—4=0

x=4

Ratkaistaan kdyrdn yhtdlé muuttujan y suhteen..

v =x(x—4)
y=4x(x=4)" tai y=—x(x—-4)
yZ\/;-|x—4| tai y:—\/;-|x—4|



Kéyrin rajaama alue on
symmetrinen. Voidaan laskea 2
kdyrdn ja x-akselin

koordinaatiston 1.
neljdnneksessd rajaama alue
ja kertoa se kahdella.
Rajaava kéyrd on

y=\/;~|x—4| |x—4<0
=Vx(~(x=4)
=Jx-(4-x)

Lasketaan alueen pinta-ala.

A:2i(\/;(4—x))dx

_,. 128

15
_26_ ;1
15 15

Huomaa, ettd alueen pinta-alan voi laskea myos kahden kdyrin
vilisend pinta-alana.

: y= Vale - 4
(\/;.|x_4|_(—\/;-|x—4|))dx 21/\/

A

Il
S C—

=j(2\/_ e —4[) dx = 256 —17L



Vastaus a) 1 1 b) 17—
3 15
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Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.

Kun integroidaan muuttujan y suhteen aluetta rajaa kaksi kdyraa.
Ratkaistaan integrointia varten kiyrien yhtiloista x.

¥y =2x+1 x-y-1=0
I, 1 x=y+1
:—y _—
2 2

Integroimisrajat saadaan kéyrien leikkauspisteiden
y-koordinaateista.

1,1
—y —=—=y+l1
Y 7Y

y=-1 tai y=3



Vililld -1 <y <3 aluetta
rajaa oikealta suora x =y +1

ja vasemmalta paraabeli

col 1
2 Ty

Lasketaan alueen pinta-ala.

A=[(+D-Gr - Dndy

Vastaus 5%

Ay 1.5 |1
Sl LA
//
L~
XxX=y+1
X
e
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Maédritetddn kuvaajan piste, johon tangentit piirretdén.

y=f(a)=l

a

Tangentti piirretdén pisteeseen (a,—), missd a > 0.
a

Funktion f(x)= 1 kuvaajalle kohtaan x =a piirretyn tangentin
X

kulmakerroin k= f'(a). Derivoidaan funktio ja lasketaan
kulmakerroin.

)=
X
k= (@)=
a

Muodostetaan tangentin yht&lo.

y=fla)=f'(a)(x-a) Y=y =k(x—x,)

11
y-—=-—(x-a)

a a

1
y=—-—x+—

a a



Hahmotellaan tilannetta piirtdmalla kuva.

Kuvan perusteella aluetta rajaa yldpuolelta funktion f kuvaaja ja
alapuolelta tangenttisuora. Lasketaan alueen pinta-ala.

3a
1 1 2
A= [~ xt)de
" X a a
3a
=j(l+i2x—3)dx
" X a a

=1n3

Alueen pinta-ala on siis aina In3, joten pinta-ala ei riipu kohdasta,
johon tangentti piirretddn. o
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AYy NEva
AR

I

0,5

N=—X+1

2

Kéyrd y=+/1—x" on yksikkdympyrin yldpuolinen osa. Siis
varjostetun alueen pinta-ala saadaan, kun puoliympyrén pinta-alasta
vihennetdén paraabelin ja x -akselin rajaama pinta-ala.

Ratkaistaan paraabelin ja x -akselin leikkauspisteet.

—x*+1=0
x*=1

x=1 tait x=-1



Lasketaan varjostetun alueen pinta-ala.

1

1
_ . .2_ 42
A=_omel jl(x+1)dx
T o1,
=——/(—=x" +x
AN

LN R SR NP S
=3 (( 3 UD-(5-(D l)j

=I_ —l+1—l+1
2 3 3
T

2
-Z_2-=
2 ( 3)
_m_4

2 3

Vastaus E—i
2 3
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Olkoon piste O = (a, a”). Kun piste yhdistetéiin y-akseliin

vaakasuoralla janalla, saadaan jana, joka on osa suoraa y =a’.

Suoran, joka kulkee origon ja pisteen @ kautta, kulmakerrroin on

2 2
=£=a Oza—za

Ax a-0 a

k

Suoran yhtdlo on siis y =ax.



Suorien y=ax ja y=a’ y 2

y—a
sekd y -akselin rajaama alue Q= (a,a?)
on kolmio, jonka ;
pinta-ala on Ay :
Alzl.a-azzl.a3 9 i
2 2 y=a
! X,
(0,0) @
Lasketaan suoran y =ax ja T y = a2
paraabelin y = x° rajaaman :Q = (a,ad®)
alueen pinta-ala. ;
O a2
4, =|(ax—x*)dx=— 2 :
o 6 o
y=a" |
; X
(0,0) “
Lasketaan pinta-alojen suhde.
a3
- 3
ﬁ:%:a_.%zézézg,;l
4, & 24 2 1
6

On osoitettu, ettd pinta-alojen suhde on vakio 3:1. o
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a) Madritetddn kiyrien leikkauspisteet. Ratkaistaan kdyrien
yhtéloistd muodostetusta yhtéloparista x ja y.

y=—x"+4dax +5a’
Ratkaistaan laskimella x ja y.
y= R

x=-a jay=0 tai x=23a jay=8a’

Leikkauspisteet ovat (-a, 0) ja (3a, 8a°).

y
yi1 = —x° + 4ax + 5a°




b)

Lasketaan kédyrien rajaaman alueen pinta-ala.
Jos a>0:

3a
A= j ((—x* +4ax +5a°) — (x* —a*)) dx

3a
= j (=2x" +4ax + 6a”)dx

B 64a’
3

Jos a<0:

A= J. (—2x* +4ax + 6a”)dx
3a

B 644’
3

Jos a>0:

Talloin x -akselin yldpuolella olevan alueen pinta-ala on

3a 3a
A4 = J.(—x2 +4ax+5az)dx—.|.(x2 —a’)dx

B 604’
3




Joten x -akselin yldpuolella olevan alueen pinta-alan suhde koko
kdyrien rajoittaman alueen pinta-alaan on

604’
4 3 15
A 64d° 16
3

Jos a <0, niin télloin muodostuva pinta-ala on sama kuin
tapauksessa a >0, mutta ala on peilautunut y -akselin suhteen,

jolloin pinta-alojen suhde pysyy samana.

y1 = —x° +4ax + 5a°

On siis osoitettu, ettd riippumatta vakion a arvosta kdyrien
rajaamasta alueesta aina yhtd suuri osa on x -akselin

yldpuolella.



Vastaus

a) (—a,0) ja (3(1, 8a2)

3 3
64a ,kun a >0 ja _64a

b) ,kun a <0.

¢) On osoitettu, ettd riippumatta vakion a arvosta
. . .15 .
kdyrien rajaamasta alueesta aina Te on Xx -akselin

yldpuolella.
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Nelion pinta-ala on 4. y o
L\ Y= 2cosax
Kédyrdn y =2cosax origon / \
kohdalla oleva huippu on ;
korkeudella
y=2cos(a-0)=2-1=2. o
41 0
Koska pinta-ala jakautuu / \
kolmeen yhté suureen osaan, on i
kdyrén leikattava sekd suora
y =1, ettd suora y=—1. 2

Ratkaistaan kdyrén ja suoran y =1 leikkauskohdat.

2cosax =1

T T
X=t—+4n-—
3a 3a

) ) ) I
Kun leikkauskohtia on kaksi, ne ovat x = J_r3— .
a

Ratkaistaan kédyrin ja suoran y =—1 leikkauskohdat.

2cosax =-1
x:iz—n+n-2—7T
3a 3a

. ) ) 21
Kun leikkauskohtia on kaksi, ne ovat x =+—.

3a



Lasketaan y-akselin, suorien Ty ]
y=1 ja y=—1 seki kilyriin Y = 2c0sax
y=2cosax rajaaman alueen T
pinta-ala. (3_a ;1)
3a
A1:£-2+J.(2cosax—(—l))dx o[A1 X
3a 4 L / 0 ]
—_— =
nelio 3a
_r t
a /
Tédmai pinta-ala on puolet -2
o ) 27
keskimmadisen alueen pinta-alasta. (=—,-1)
Koska neli6 jaetaan kolmeen yhtd 3a

suureen osaan, niin tdmi pinta-ala
on kuudesosa koko nelion pinta-
alasta.

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan vakion a arvo.



e . 3n
Piirretddn kuvaaja, kun a = 5

I 3T

I
WINANE
L
VIV

Kayrd y=2cosax jakaa tdlloin nelion viiteen osaan. Koska ainoa

ratkaisuehdokas vakiolle a ei toteuta kaikkia vaadittuja ehtoja, ei
tehtavélla ole ratkaisua. Siis kdiyrd y =2cosax ei jaa neliotd

kolmeen yhté suureen osaan milldén vakion a arvolla.

Vastaus Ei millddn vakion a arvolla.

Huomaa: Voit my0s perustella, ettd saadulla vakion a arvolla
kéyré leikkaa suoran y =—1 kahdesti vililld -1 <x<1.
Silloin neli6 jakautuu useampaan kuin kolmeen osaan.
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