Tekija e Pitkd matematiikka9 e 18.12.2017

91

t
a) Kertyméafunktio K,(¢)= dex ilmaisee sen pinta-alan, joka
0
kertyy funktion f(x)=x kuvaajanja x-akselin viliin
siirryttdessd kohdasta 0 kohtaan 1.

Kuvan perusteella kohtaan ¢ Ay
mennessd kuvaajan alle (t,1)
muodostunut alue on kolmio, !
jonka kanta on ¢ ja korkeus ¢.

Kolmion pinta-ala on

1. .12 A
A—2tt >t

Y x

Titen K%(0:=%¢2. 0 t

b) Lasketaan médaritty integraali kertyméfunktion avulla.
3

— _1.32_9
{x&—KM$—23 =3

Vastaus  a) K,(t) = %tz b)

N \o
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a) J.2xdx

o

[\]
DO [—

N O~ O~ W

2-02=25

2
b) jyh
-1
2
=/3x
-1
=3.2-3-(-1)
=6+3=9



Vastaus a) 25 b)9 «c¢) 63
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3
a) J.(x3 +2x)dx
1

x4+2-lx2)

( 2

N

Il Il
—_TSN— T W
—
I
=
~
+
=
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~

|
(0 ¢] .l;‘»—t
—_

-34+32—(%-14 +12)

Il
ol
+
O
|
NI
|
—_

b) [(Gx?-x+D)dr
-2

4
= /(3~%x3—%x2 +X)

-2

4
= /(x3—%x2 + X)
:43—%-4%4—((—2)3—%-(—2)2—2)

=64-8+4—(-8-2-2)
=60—(-12)=72

Vastaus a) 28 b) 72
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2
b) [ (x+1)?dx
-1

2
:j(x2+2x+1)dx
-1

2
_/1(;)x3 Jr2-%x2 +X)

2
= /(%x3 +x2+x)
-1

_1 1
_5-23 +22+2—(§-(—1)3 +(=1)2-1)

_8 S
_3+4+2 ( 3+1 1)

=8 444241

3 3
=3+6

=9

Vastaus a)0 b)9



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 18.12.2017

95

Funktion f(x)=x%+1 arvot ovat epinegatiivisia kaikilla
muuttujan x arvoilla. Funktion kuvaajan ja x-akselin valilla [-2, 1]
rajaaman alueen pinta-ala on yhtd suuri, kuin funktion f maérétty
integraali —2:sta 1:een.

1
A=j(x2+1)dx

-2
1
=/2(:15x3+x)
_1 3 1_(L.Cr3_
_3],+1(3( 2)° —2)
1 (_8_
-3+1 ( 3 2)
_4.8
—3+3+2
=442
=6

Vastaus 6
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\ Ay)/=f(X)

1\*

2
b) A=j(—x3 +2x2 +1)dx
0

2
:g(_éllx4 +%x3 +x)

=—%~24 +%-23 +2—(—%-04 +%.o3 +0)
= 4+%+2
19}
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1

Funktion f(x)=5- X kuvaaja on suora, joka leikkaa y-akselin

kohdassa 5 ja x-akselin kohdassa 10.

y

Koska funktio f on epdnegatiivinen vélilld [3, 5], niin kuvaajan ja
x-akselin rajaaman alueen pinta-ala on yhtd suuri kuin funktion f
madritty integraali 3:sta 5:een.

5
A=[G-Lx)ydx

{( 5

Yeee 112
=é(5x—§-§x)

; | )
zé(Sx—Zx)

5.5-1.54 _(5.3_1.32)

4 4
_125_25 _15.9 _10_4-
=25-22 15+ =10-4=6

Vastaus 6
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Lasketaan médritty integraali.

f(x)= T(zﬁ —3¢2)dt
2

4_ .13
t 331)

Il
~—x T
~

2

A=

~
N
|
~
W

)

Il
DO [—

N— D= Nf— N

Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

f(x)=0
%x4—x3 =0
x3(%x—1)=0
x=0 tai Lx-1=0 2
x=2=0

x=2

Vastaus x=0 tai x=2

18.12.2017
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4
Lasketaan ensin yhtélon I (6x? —8x)dx = 64 vasemmalla puolella

a
oleva madratty integraali.

4

[(6x? —8x)dx

a

! 1.3 1 2
=£(6§x —8'5)(' )

4
=/(2x3 —4x?)

=2-43-4.42_(2-4°-4-4%)
=128 -64—2a3 + 44>
=64—-2a> +4a®

Ratkaistaan yht&lo.

4
[ (6x2 —8x)dx = 64

64 —2a> +4a® = 64
-2a*+4a*> =0
2a%(a-2)=0

a=0 tai a-2=0
a=2



Vastaus a¢=0 tai a=2



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 18.12.2017

100

Funktio on f(x)=ax+b.Muodostetaan annetuista ehdoista
yhtalot.

7 f()=—4
J F(0dr=30 a-1+b=—4
: a+b=—4

7
j(ax+b)dx=3o
1

7
/(%x2 +bx) =30
1

%.72 +b-7—(‘21-12 +b-1):30

24a+6b =30

Muodostetaan yhtédldistd yhtélopari ja ratkaistaan a ja b.

24a+6b =30 Ratkaistaan laskimella.
a+b=-4

a=3

b=-7

Vastaus a=3 ja b=-7
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a) f(x)=x+2

Kertyméfunktiolle K,(¢) pitee, ettd K,'(1)= f(1)=1+2.

Siis Kl(t)zIf(t)dtzj(t+2)dt:%t2 +2t+C.

1
Koska K;(1)= j F(x)dx=0
1

ja toisaalta 1<1(1)=%-12 +2~1+C=C+%,
niin
S -
C+ > 0
__5
C= >
Kertymifunktioksi saadaan K (¢) = %tz +2t —% .



b) Lasketaan médaritty integraali kertyméfunktion avulla.

5
[(x+2)dx =K, (5)
1

1l 52,5 5_5
—25+25 >
=20

Vastaus a) K, (?) :%ﬂ +2t—%
b) 20
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6
a) j (x2 —4x)dx
3

y 1.3 | )
:/(gx —4'5)(?)
3
%1
=/(3x°-2x%)
3
=Ll.g3_2.62-(l.33_2.32)
3 3
_6 .62 _r.26_¢27 _».
=262 -2:36- (% ~2-9)

2-72-9+18

Il
O



1
b) j (2x3 +4x2)dx
-2

= /(2-%x4+4-%x3)

=/ Gxt+ 5

LA (g4
~Latedr-de2t 29

+

[
DO D= D=
_|_
VS I F RSN
|
o
_|_
w‘g

l\)\»—i

|
—
e
(@)
+
w4
)

Vastaus a) 9 b) 4%
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(3—x3)dx
(3x—%x4)
Y ST e Y B B T
2 4 27 —(3-1 4 1)
4341
4 3+4

18.12.2017



25

x2—81
b) f3x+9dx

jM(’C 9 4
(x+9)

1
25

= j(x—9)dx
33

251

:/(52—9x)

_ 1. _9.75_(Ll . (.2 _0o.(_
_5252 9.25 (2(3)2 9-(-3))

=025 535 9 _
=202 -225-3-27

_ 616 555
== 225-27

=308-252
=56

Vastaus a) —% b) 56
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b) Funktio f(x) >0 vililld [-1, 1], joten kuvaajan ja alueen
rajaaman alueen pinta-ala on yhtd suuri kuin funktion f maéaritty
integraali —1:std l:een.

1
A= J.(x4—x2+x+2)dx
-1

1
_ Ls_l 1
—/(sx 3 ¥ 2x +2x)

=é 15 %-13 +%-12+2-1—(l-(—1)5—%-(—1)3 +%-(—1)2+2-(—1))
-dedeancfededn

Vastaus b) 3 1 1
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a) Osoitetaan, ettd F'(x)= f(x) kaikilla x.

F'(x)=D(e** -2)
=e* . D(4x%)-0
= 8xet™’

=f(x)

On osoitettu, ettd F'(x)= f(x) kaikilla x. o

2
b) j 8xe** dx  F on erds funktion f integraalifunktio.
0

Vastaus b) e'® -1
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2 3
I( I (2x+1t)dx)det Lasketaan ensin sisempi integraali.
1

Integroitava muuttuja on x,

jolloin ¢ on vakio.

3
(/2 —x P+ mx)de
1

3
(/ (/(x* +tx)dt
1

(3 +1-3-(1>+¢-1)dt

(9+3t—1-1)dt

Lasketaan mééritty integraali.

(2t +8)dt . :
Integroitava muuttuja on f.

1
2-— +8¢
( 2 )

2

Il
O~ O N O N O — 0 O o'-—.w o'-—.w

~
~
+
o0
~

~

=(2*+8-2)— (0> +8-0)
=4+16
=20



, 5 Lasketaan ensin sisempi integraali.
b) I (I (2x+1t)df)dx Integroitava muuttuja on ¢,
0 1

jolloin x on vakio.

23
= [/ 2xt+—t )dx
o 1
p 1 1
:j(2x-3+—-32—(2x-1+—-12))dx
0 2 2
p 9 1
= [(6x+=—2x—)dx
0
2 Lasketaan méaratty integraali.
=j(4x+4)dx _ .
0 Integroitava muuttuja on x.
2
:/(4~lx2+4x)
o 2
2
= /(2x* +4x)
0
=(2-2°+4-2)—-(2:0°+4-0)
=8+8
=16

Vastaus a) 20 b) 16
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a+l
Lasketaan ensin yhtélon I 2x+3)dx = % vasemmalla puolella
a
oleva madratty integraali.

a+l

a+l
[ @x+3)dv=/ (2%x2+3x)

a+l

=/ (x% +3x)

=(a+1)? +3(a+1)—(a® +3a)
=a?2+2a+1+3a+3-a%-3a
=2a+4

Ratkaistaan yhtédlostid a.

a+l1

I(2x+3)dx:%

a
2a+4:% -2
4a+8=1
4a =7 4
__1
4=y

V t = — 7‘
astaus a |
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a) Ratkaistaan funktion f nollakohdat.

f(x)=0
x—1/=0
x—-1=0

x=1

b) Selvitetddn milloin lausekkeen x — 1 arvot ovat epinegatiivisia.

x—120

x2>1

[Imaistaan funktion f lauseke ilman itseisarvoja.

f0=[x-1

=|x-1, kun x >1
—(x—1), kunx<l

=f|x-1, kunx2=>1
—x+1, kun x <1



Funktion lauseke vaihtuu
) [lx—1dx
kohdassa x =1.

2
(—x+1)dx+j(x—1)dx
1

1 2 21 2
(—Ex +x)+{(§x —X)
—_ Ll 2Ll 122 5 _(l2_
—21+1(20+O)+22 2(21 1)

=—di1i22-1 4

2 2
=1

Vastaus a) x=1
b) f(x)=|x-1, kunx>1
—x+1, kun x <1

c)1
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Ratkaistaan milloin itseisarvon sisilld oleva lauseke x —a on
epanegatiivinen.

x—a=0
xza
Itseisarvo voidaan kirjoittaa paloittain ilman itseisarvomerkkeja.
x—a, kun x>a
e-dl-|

—(x—a), kun x<a

a) Kun a <1, niin vililld [1,2] x>a.Siis [x-a|=x-a.
2 2

J.|x—a|dx='[(x—a)dx

:?(%xz—ax)
Lo gy dipa
—(5-2 a-2) (2 I"—a-1)

:2—2a—l+a
2



b) Kun g >2,niinvililld [1, 2] x <a. Siis |x —a| =—(x—a).
Lasketaan méaritty integraali.

j|x—a|dx:.2[(—(x—a))dx

a-kohdassa on laskettu:



¢) Kun 1<a <2, niin integroitava lauseke vaihtuu kohdassa a:
x—a, kun x>a
x—a|=

—(x—a), kun x<a.

Lasketaan maarétty integraali.

—_—
=
|
S
&

(—(x—a))dx+j‘(x—a)dx
(—x+a)dx+“%(x—a)dx

1, 21,
—x"+ax)+ /(=x"—ax
5 ) {(2 )

Il
—~~® — )

|

1 2 1 2 1 2 1 2
=(——a +a-a)-(——1"+a-)+(=2"-a-2)—(=a —a-a
( > )= ( > ) (2 ) (2 )
:—laz+az+l—a+2—2a—laz+a2
2 2 2

=c12—3c1+é
2

Vastaus a) i—a b) —i+a ¢) a’—3a +§
2 2 2
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-1
F(x)= dt
&) -([ r£+3
-1
Merkitddn g(¢) = 3 Olkoon funktio G jokin funktion g
+

integraalifunktio. Talldin

F(x)=[g()dt

= /G(1)
= G(x) - G(0).

Funktion kulku paitelldén derivaattafunktion merkeistd. Mééritetddn
funktion F' derivaattafunktio.

F'(x) = D(G(x) - G(0))
=g(x)-0

_x2—1
x*+3




Derivaattafunktio on maéritelty kaikilla muuttujan x arvoilla, silld
nimittdjalla ei ole nollakohtia. Ratkaistaan derivaattafunktion
nollakohdat.

X2—1 2
=0 (x"+3) #0
x*+3 |( )
x*=1=0
x*=1

x=1 tait x=-1

Laaditaan funktion F kulkukaavio. Derivaattafunktio F' on
jatkuva, joten sen merkki voi vaihtua vain nollakohdissa. Koska
derivaattafunktion F' nimittdjad on aina positiivinen, niin osoittaja
mairdd merkin.

—1 1 yz:rjfl
F'(x) + — + + + .
NS

F(x)

Funktion F maksimikohta on x=-1 ja minimikohta x=1.

Vastaus maksimikohta x = —1, minimikohta x =1
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Oletetaan, ettd funktiot / ja g ovat jatkuvia vililld [a,b] ja k on
vakio. Olkoon funktion f integraalifunktio F ja funktion g
integraalifunktio G . Télloin F'(x) = f(x) ja G'(x) = g(x).

a) Osoitetaan ensin, ettd k- F(x) on funktion k- f(x)
integraalifunktio.

D(k - F(x)) = k - D(F(x))
=k-F'(x)
—k-f ()

On osoitettu, ettd k- F(x) on funktion k- f(x)
integraalifunktio.

Sievennetddn yhtdlon vasenta puolta.

jk-f(x)dx:;k-F(x)

=k-F(b)—k-F(a)
— k-(F(b)— F(a))

b Funktio ' on funktion
=k-[F(x) - S

a / integraalifunktio.

b
=k [ f(x)dx

b b
On osoitettu, ettd [ k- f(x)dx=k-[ f(x)dx ©



Osoitetaan ensin, ettd F(x)+ G(x) on funktion f(x)+ g(x)
integraalifunktio.

D(F(x)+G(x)) = D(F(x)) + D(G(x))
= F'(x)+ G'(x)
= f(x)+g(x)

On osoitettu, ettd F(x)+ G(x) on funktion f(x)+ g(x)
integraalifunktio.

Sievennetddn yhtdlon vasenta puolta.

[ (/) +g(x)dx

= /(F(x)+G(x))

= (F(b)+G(b)) - (F(a)+G(a))
= F(b)+G(b) - F(a)-G(a)
(F(b) - F(a))+(G(b) - G(a))

b b F on funktion f integraalifunktio.
=/F(x)+/G(x) . . S
p p G on funktion g integraalifunktio.
b b
= [ f(x)dx + [ g(x)dx

On osoitettu, etti j (f(x)+g(x))dx = j F(x)dx + j g(x)dx ©
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Oletetaan, ettd funktio f on jatkuva valilld [a,b] ja F(x) seki
F,(x) ovat funktion f jotkin integraalifunktiot. Talloin pétee, ettd
F,(x) = F,(x)+ C, jollakin vakiolla C.

Lasketaan médrityn integraalin arvo kummallakin
integraalifunktiolla.

Kéytetdan integraalifunktiota F(x).
b b
[ f()de=/F(x)

= F\(b)— Fi(a)

Kéytetdan integraalifunktiota F,(x).

j F(x)dx= ;Fz(x) Sijoitetaan F,(x)=F,(x)+C
b
=/(F(x)+C)

= () +C~(F(a)+0)
= F(b)+C~F(a)-C
= F(b)~ F(a)

On osoitettu, ettd méaratyn integraalin arvo on sama kumpaakin
integraalifunktiota kdyttden. Siis médrityn integraalin arvo ei riipu
siitd, mitd integraalifunktiota

kdytetddn. o
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Integraalilaskennan véliarvolause:

[ /(x)dx = f(c)-(b-a) jollakin a<c<b.

a) Olkoon f(x)=2x+3.

Lasketaan médritty integraali —1:std 7:4én.

j‘(2x+3)dx:}(x2 +3x)

=(77+3-7)=((=1)* +3-(=1))
=49+21-1+3
=72

Ratkaistaan milld c¢:n arvolla véliarvolauseen mukainen yhtélo
toteutuu.

7

[@x+3)dr=f(e)T-(-1)

72=2c+3)-8 8
2¢+3=9

2¢=6

c=3

Viliarvo lause toteutuu, kun ¢ = 3. Tam4 arvo kuuluu vilille
[-L, 7].



b
b) Kun f(x) >0 vililld [a, b], niin _[ f(x)dx on funktion f
kuvaajan ja x-akselin vélilld [a, b] rajaaman alueen pinta-ala.

Lauseke f(c)-(b—a) ilmaisee sellaisen suorakulmion pinta-
alan, jonka sivun pituudet ovat f(c) ja (b—a).

Integraalilaskennan véliarvolauseen geometrinen tulkinta
positiivisen funktion tapauksessa on seuraava:

Ainakin yhdessd vélin [a,b] kohdassa ¢ funktio f saa

sellaisen arvon, ettd kuvassa olevan punaisen suorakulmion
pinta-ala f(c)-(b—a) on yhtd suuri kuin funktion kuvaajan ja
x -akselin tilld vililld rajaaman alueen pinta-ala.

Ay €fl) e

i T~
g’




c) Olkoon f(x)=3x".

Lasketaan méératty integraali —2:sta 4:d4n.

4 4
J.3x2dx =/x3
_2 -2

-4 (-2
=64+8
=72

Ratkaistaan véliarvolauseen mukaisen yhtdlostd f(c).

[3x* dx = f(e)(4-(-2))

72 = f(c)-6
fe)=12

Funktion f(x)=3x" keskiarvo vililli [-2, 4] on 12.

Vastaus a) ¢c=3 c) 12
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