Tekija e Pitkd matematiikka9 e 20.12.2017

50
Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x).
F(x)=3x"-5x+13

F'(x)=3-2x-5-1+0
=6x-5
= f(x)

Vastaus  On osoitettu, ettd F'(x) = f(x), joten funktio F on
funktion f integraalifunktio.



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 20.12.2017

51
a) Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x).
F(x)=(2x-3)’

F'(x)=D((2x-3)")
=2(2x-3)'-D(2x-3)
=2(2x-3)-2
=4(2x-3)
=8x-12
=f(x)

b) Osoitetaan, ettd F'(x)= f(x), kun x> 0.
F(x)=Inx—sinx+7

F'(x)=D(nx—sinx+7)
=DInx—-Dsinx+D7

1
=——cosx+0
X

1
=——CO0SX
X
=/ (x)

Vastaus ~ On osoitettu, ettd F'(x)= f(x), joten funktio F on
funktion £ integraalifunktio.
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Tutkitaan, onko F'(x)= f(x).

a)

b)

F(x)=sin2x+cos3x+4

F'(x)=D(sin2x +cos3x +4)
=cos2x- 2—sin3x- 3+0
=2co0s2x—3sin3x

# [ (x),
silld esimerkiksi F'(n)=2 ja f(n)=-2=#F'(n).

F(x)=sin’x+cos’ x+9

F'(x) = D(sin’x +cos’ x +9)
= D((sinx)*) + D((cos x)*) + D9
=2(sinx)' -cosx +3(cosx)’ - (—=sinx) + 0
=2sinxcosx —3cos’ xsinx

# f(x),
silld esimerkiksi F'(nt)=0 ja f(n)=-2=#F'(n).

F(x)=2sinx+3cosx+5

F'(x)=D(2sinx +3cosx +5)
=2cosx+3(—sinx)+0

=2cosx—3sinx

=f(x)



Vastaus  a)ei
b) ei

c) on
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Tutkitaan, onko F'(x) = f(x).
a) F(x)=16x>—16x

F'(x)=D(16x* —16x)
=16-2x-16-1
=32x-16
=/ (x)

b) F(x)=(4x-2)

F'(x)=D((4x-2)")
=2(4x-2)"-D(4x-2)
=2(4x-2)-4
=8(4x-2)
=32x-16
=/(x)



¢) F(x)=(2x-4)+12x°

F'(x) =D((2x—4)* +12x%)
=2(2x—4) -D(2x—-4)+12-2x
=2(2x—-4)-2+24x
=4(2x—-4)+24x
=8x—-16+24x
=32x-16
=f(x)

Vastaus  Kaikki annetut funktiot ovat funktion f
integraalifunktioita.
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Funktion f erds integraalifunktio on Fj(x)=3x"—2x" +2x, silld

F)(x)=D(3x"* —2x" +2x)
=3.4x*-2-2x+2-1
=12x"—4x+2
=f(x)

Vastaus  Esimerkiksi Fj(x) =3x* —2x* +2x.
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a)

b)
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Olkoon funktio f'(x)=34x>.

Funktion f erds integraalifunktio on F(x)= x>, silld

Fj(x) = D(x™)
=34x"
=/ (x)

Siis j 34xP dy=x* +C.

Olkoon funktio f(x)=6.
Funktion f erids integraalifunktio on F(x) = 6x, silld

FJ(x) = D(6x)
=6
= /(%)

Siis j6dx=6x+c.

Vastaus a) x*' +C

b) 6x+C
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b)
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Funktion f erds integraalifunktio on Fj(x)=x"+5x, silld
F)(x)=D(x" +5x)
=4x’ +5

=f(x)

Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat
F(x)= [ f(x)dx

:j(4x3+5)dx

=F(x)+C

=x*'+5x+C

Integraalifunktion F kuvaaja kulkee pisteen (-2, 14) kautta,
kun F(-2)=14. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan vakio C.

F(-2)=14
(-2)"+5-(-2)+C=14
16-10+C =14
6+C=14

C=8

Kysytty integraalifunktio on F(x)=x"+5x+8.

Vastaus  a) Esimerkiksi F,(x)=x"+5x

b) F(x)=x"+5x+C
c) F(x)=x"+5x+8
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a)

b)
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Funktion f erds integraalifunktio on F,(x)=6sinx, silld
F)(x)=D(6sinx)
=6cosx

=f(x)

Funktion f kaikki integraalifunktiot ovat
F(x)=[ f(x)dx

= j (6cosx)dx

=Fx)+C

=6sinx+C

Funktion sinx arvojoukko on [-1,1], joten integraalifunktio

F saa suurimman arvonsa, kun funktio sinx saaarvon 1.

6sinx+C=7
6-1+C=7
C=1

Kysytty integraalifunktio on F(x)=6sinx+1.

Vastaus  a) Esimerkiksi F,(x)=6sinx

b) F(x)=6sinx+1
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a) Naytetddn, ettd F(x)= f(x) ja F)(x)= f(x),kun x>1.

1
F1(x)=E

EU%J{—LJ
1-x

=D((1-x)")

=—1-(1-x)7>-D(1—-x)
1

B

_

(1-x)’

=/ (x)

b) Sievennetddn erotus

X
FZ(X)zE

Fxm=D{12j
1—x

_Dx-(I1-x)—x-D(1-x)
- (1-x)°
_L(1-x)-x:(=D

o (1-x)
_1—x+x

C(1-x)

B 1

C(1-x)

= f(x)

1 X 1-x

) -FKX)=——"-——"=

1-x

=1, kaikilla x>1.

1-x 1—-x



¢) Muokkaamalla b-kohdan ratkaisua, saadaan

F(x)-Fx) =1
F(x)=Fy(x)+1

Vastaus  a) Néytettiin, ettd F/(x) = f(x) ja F(x)= f(x).
b) F(x)-F,(x)=1, kaikilla x>1.

¢) F(x)=F(x)+1
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Niytetddn, ettd jos F(x) = j f(x)dx, niin F'(x) = f(x).

1) F(x) :%sinz x+C

F'(x)=%'2-sinx~cosx+0

=sin XxcosXx

=/(x)

2) F(x)= —%cosz x+C

F’(x)=—%-2-cosx-(—sinx)+0

=cosxsinx

=sInXCOS X

=f(x)
3) F(x)=sinxcosx+C

F'(x)=D(sinx)-cosx +sinx-D(cosx)+0
=COSX-COSX +sinx-(—sinx)
=cos’ x—sin’ x
=C0s2x

=f(x)

Vastaus  Kaikki ovat oikein.
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a) Osoitetaan, ettd F'(x)= f(x).

(6x-8)° _1

F(x)= Z(6x -8)

F'(x)= DG(& - 8)2j

=i-2~(6x—8)1 -D(6x —28)
=%(6x—8)'6

=3(6x-28)

=18x-24

=f(x)

b) Osoitetaan, ettd F'(x)= f(x).
F(x)=Inx+cosx’, x>1
F'(x)=D(Inx +cosx”)

=DInx + D(cosx’)

:l+(—sinx3)-3x2
X

1 )
=——3x’sinx’
x
1 3x’sinx’

X X

_1-3x’sinx’
X

=f(x)



Vastaus  On osoitettu, ettd F'(x) = f(x), joten funktio F on
funktion f integraalifunktio.
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a) Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x).
F(x)=e"(2-x)*

F'(x)=D(e™)-(2-x)* +e* -D((2-x)")
=e™-2-2-x) ' +e”-4(2-x)-D2-x)
=2e"(2-x)' -4 (2-x)’
=2e"((2-x)*"-2(2-x)")
=2e"((-)*(x~2)* =2(-1)’(x~2)")
=2e((x—-2)" +2(x-2)*)
=2e"(x-2)’((x=2)+2)
=2x-e”(x-2)
= f(x)



b) Osoitetaan, ettd F'(x)= f(x).

3x+4

F(x)=

, x>1

F’(x)zD[

_D@Bx+4)-(x—1)-(3x+4)-D(x-1)
- (x—1)
3 (x=D)-(Bx+4)-1
- (x—1)
_3x-3-3x-4
S (x-1y
7
(a1
= f(x)

3x+4J
x—1

Vastaus ~ On osoitettu, ettd F'(x)= f(x), joten funktio F on
funktion f integraalifunktio.
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a) Tutkitaan, onko F'(x)= f(x).

F(x):x—4\/;+9

F'(x)=D(x- 4x% +9)




b) Tutkitaan, onko F'(x)= f(x).

W
F(x)—\/,_1
F'(x):D(\/\;/;_J
:D(\/}) (Vx =1)=x-D(vx -1)
(V1)
1 1
:M-(J}—l)—&-m
(V1)
:25;(&_1_&)
(V1)
N |
B 2\/5(\/5—1)2



¢) Tutkitaan, onko F'(x)= f(x).

F(x)= (\/;—2)2

Vastaus  a) on
b) ei

c) on
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a) F(x)=xInx+5,x>0 ja f(x)=1+Inx, x>0.
Osoitetaan, ettd F'(x) = f(x).

F'(x)=D(xInx+5)
=Dx-Inx+x-D(lnx)+0

=l-lnx+x~l
X

=lnx+1

=1+Inx

= f(x)

b) G(x)=2xInx+5,x>0 ja
g(x)=2+Inx*, x#0.

G(x) eiole funktion g(x) integraalifunktio, silld funktioilla on
eri méadrittelyjoukko. G(x) on maéritelty, kun x>0, mutta
g(x) silloin, kun x #0.

Vastaus  a) Osoitettu, ettd F'(x) = f(x).

b) Ei ole, silld funktioilla on eri méérittelyjoukko.
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a) F(x)=18 j XTde=x"+C,silld F'(x)=18x".
b) F(x)=[e"dr=e"+C,silld F'(x)=c".

¢) F(x)= j 6% dx =™ +C, silld F'(x) = 6e"".

Vastaus  a) x'*+C
b) e"+C

c) e +C
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a) Osoitetaan, ettd Fj(x) = f(x).
Fy(x)= %ln(4 —2x), missd x <2

3 1
Fl(x)==-—-D4-2
0(X) 2 4-2y ( x)

3 v
2 GJ){Zx—4)(:2)
3

S 2x—4

=f(x)

b) Fuo=%mm—2m+c

¢) Integraalifunktion kuvaaja kulkee origon (0, 0) kautta, joten
F(0)=0

%mm-zm+c:o
3ln4+C=0
2

C=—§m4
2

&mzwx)=§hm4—2xy~%m4.



Vastaus  a) Osoitettiin, ettd Fj(x) = f(x).

b) F(x)= %111(4 —2x)+C

c) F(x)= %ln(4—2x)—%ln4
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a) Integrointi suoritetaan muuttujan x suhteen. Merkitdén
f(x)=tx’—4fx, jolloin x on muuttujaja ¢ on vakio.

Funktion f erids integraalifunktio on F,(x) = %tx4 —2£x%, silld
l d 1 4 3 2)

F(x)=—|—&"-2¢rx
0 (%) 1 ( )

L ae —op ax
4

=’ —4£x

= f(x)
Siis F(x) = [ (&’ —4¢'x) dx %tx“ 2857 +C.

b) Integrointi suoritetaan muuttujan ¢ suhteen. Merkitddn
g(t)=t’ —4f£x , jolloin ¢ on muuttujaja x on vakio.

Funktion g erds integraalifunktio on G,(¢) = %x%z —xt*, silld



Siis G(¢) = j(wf —4fy)dt
= %x3t2 —xt'+C

1
=—t'x —t'x+C.

Vastaus  a) %tx4 -2 +C

b) %t2x3 —t'x+C
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a) Osoitetaan, ettd F/(x)= f(x) ja F/(x)=f(x).

1
x*+3

F.'(x>=D( | j

x“+3
= D((x* +3)™")
=—1-(x*+3)7-D(x* +3)
1
—2x
T 13)

=f(x)

F(x)=




562 +16

2

B(= x +3

5x* +16
Fl(x)=D
:() [ x*+3 j

~ D(5x* +16) - (x* +3) = (5x” +16)-D(x* +3)
- (x* +3)°

B 10x-(x* +3)—(5x* +16)-2x

- (x> +3)°

B 10x° +30x —10x> —32x

- (x> +3)°

. 2x

(3P +3)

= f(x)

b) Sievennetddn erotus

s5x+16 1
x*+3 _x2+3
_5xP+15

X +3
_5(x*+3)
X743

=5

F(0)-F(x)=




¢) Muokkaamalla b-kohdan ratkaisua, saadaan

F(0)-F(x)=5
Fy(x)=F(x)+5

Vastaus  a) Néytettiin, ettd F/(x) = f(x) ja F(x)= f(x).
b) F,(x)—F(x)=5 Xkaikilla x.

¢) Fy(x)= F(x)+5
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a) Funktio g(x)=In(x*+3x+5) on méiritelty, kun
x” +3x+5>0. Tutkitaan funktion f(x)=x"+3x+5
nollakohtien lukumaéraa diskriminantin avulla.

X +3x+5=0
D=b*-4ac=3"-4-1.5=9-20=-11

Koska D <0, ei funktiolla f ole nollakohtia. Lisdksi funktion
f kuvaaja on ylospdin aukeava paraabeli, joten f sijaitsee

x -akselin yldpuolella ja saa vain positiivisia arvoja kaikilla
muuttujan x arvoilla.

Siis funktion g(x) maéérittelyjoukko on R.

b) Derivoidaan funktio g(x)=In(x*+3x+5).

g'(x)= -D(x* +3x+5)

X’ +3x+5
. 2x+3

X 4+3x45

c¢) Lasketaan integraali b-kohdan avulla

| 2XH3 e In(x+3x+5)+C

x> +3x+5



Vastaus a)R

2x+3
b) o'(x)= —2"2
) &) x> +3x+5

c jﬂdlen(x2+3x+5)+c

X2 +3x+5
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Funktio f on kaikkialla jatkuva ja aidosti kasvava ja lisdksi
funktiolla on erimerkkiset arvot f(1)=-13<0 ja f(134)=8>0.
Téten funktiolla f on tdsméilleen yksi nollakohta. Merkitédén
nollakohtaa x; .

Jos F(x)= j f(x)dx, niin F'(x) = f(x). Titen siis

integraalifunktion dériarvoja voidaan tarkastella sen derivaatan eli
funktion f* arvojen merkin avulla.

Koska funktio f* on aidosti kasvava, saa se ennen nollakohtaa x,
negatiivisia arvoja ja sen jélkeen positiivisia arvoja.

Siis integraalifunktion arvot pienenevit ennen nollakohtaa x, ja
kasvavat sen jdlkeen. Télloin integraalifunktio F(x) saa pienimmén
arvonsa kohdassa x,.

Vastaus  On osoitettu, ettd funktiolla F on pienin arvo.
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Lause: Olkoon F; jokin funktion f integraalifunktio. T4ll6in
funktio 7 on funktion f integraalifunktio tdsmailleen silloin, kun
Fx)=F(x)+C.

Pita4 siis osoittaa, ettd

1) jokainen muotoa F(x)=F,(x)+C oleva funktio on funktion
f integraalifunktio.

2) jokainen funktion f integraalifunktio on muotoa
Fx)=F(x)+C.

Todistus:

1) Koska F, on funktion jokin f integraalifunktio, niin
F(x)= f(x). Silloin

D(F,(x) + C) = DF,(x) + D(C) = F;(x) + 0 = Fj(x) = f (x)

2) Tarkastellaan erotusfunktiota /= F(x)—F;(x). Koska
D(F(x)—Fy(x)) = F'(x) = F{(x) = f ()= f(x) =0,
niin F(x)—F,(x) on vakiofunktio. Merkitsemélla titd vakiota
kirjaimella C saadaan

F(x)-Fy(x)=C
F(x)=F,(x)+C



Vastaus  Lause on osoitettu todeksi.
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a) J.x9dx
1
=——X
9+1
1

=—x"+C
10

9+1+C

b) jmﬂdx
=mjﬂdx
1
=16-=x*+C
8
=2x*+C

¢) juﬁn

Vastaus  a) Lx10 +C
10
b) 2x* +C

c) lx6 +C
2
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XS

a —dx

) 3
_Lpos
—EJ‘X dx
=l-lx6+C
36
=—x*+C

b) j4dx
=4x+C
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a) f(x)=x"+2x-3

F(x)= [ f(x)dx
= [ +2x-3)dx

=lx4+2~lx2—3x+C
4 2

:lx4+x2 -3x+C
4

b)  f(x)=5x"-15x"+6

F(=[fxdv
=j(5x9 —15x* +6)dx

:S-L)clo —15-lx5 +6x+C
10 5

=%xl°—3x5 +6x+C

1
Vastaus  a) ZX4 +x*=3x+C

b) %xm -3x" +6x+C
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a) j(1+2x)2dx
=j(12+2.1.2x+(2x)2)dx
=j(1+4x+4x2)dx
= [(4x> +4x+1)dx

:4-lx3+4-lx2 +x+C
3 2

:§x3+2x2+x+C

b | —(2’“;4)2 dx
= J-(% (2x)* +2-2x-(—4)+(-4)*))dx

=I(%(4x2 —16x+16)dx

=j(2x2 —8x+8)dx
1

=2.—x —8-lx2 +8x+C
3 2
:§x3—4x2+8x+C

4
Vastaus  a) §x3 +2x° +x+C

b) §x3 —4x* +8x+C
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a) j(x—z)dx

:lx2 -2x+C
2

b) j(x—2)(x—4)dx
=j(x2—4x—2x+8)dx
=J.(x2—6x+8)dx

=lx3 —6~lx2+8x+C
3 2

:§x3 -3x*+8x+C

¢) j(x—z)zdx
= [ +2-x-(2)+(-2)") dx
= [ —4x+4)dx

=lx3 —4~lx2 +4x+C
3 2

:§x3—2x2+4x+C

Vastaus  a) L -2x+C
2
b) %x3 -3x" +8x+C

¢) §x3 —2x*+4x+C
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¢) j(8x4+n)dx+8j(n—x4)dx
= [8x*dx+ [mdx+8[ndv—8[x*dr
= [8x*dr+ [mdx+8[mdx - [8x*dx
= [mdr+8[ndr
=9[ mdx

=9mx+C

Vastaus  a) éx3 +C

b) Lx4 —lx2 +lx+C
20 5 5

¢c) Inx+C
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a) j(5x7—9x—3)dx+j(—5x7—7x+3)dx

=J‘(5x7 ~9x—-3-5x" —7x+3)dx
= [~16xdx

—l6LxsC
2

=-8x’+C

b) j(x—l)zdx—j(xu)zdx
:j(x2—2x+1—(x2+2x+1))dx
= [(x* —2x+1-x" —2x—1)dx
= [(~4x)dx
=—4-%x2+C

=-2x"+C

Vastaus  a) —8x* +C

b) -2x* +C
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2
Funktion f/(x)= % —+*

F(x)= [ f(x)dx
_ J- 3x22— 4x

=%j(3x2 —4x)dx

integraalifunktiot ovat muotoa

dx

Integraalifunktioista origon (0,0) kautta kulkee se, jolle
F(0)=0

L 0°-0°+C=0

2

Cc=0

Siis kysytty integraalifunktio on F(x) = %)f -x°.

1
Vastaus  F(x)=—x" —x’
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a) f'(x)=2x+1

Sy =[ 1)
=j(2x+1)dx
=2~lx2 +x+C

2

=x’+x+C

S =] f(x)dr
:j(x2+x+C)dx

:lx3 +lx2 +Cx+D
3 2

b) Funktioon f(x)= %x3 +%X2 +Cx + D . Ratkaistaan vakiot C

ja D annettujen tietojen perusteella.
Funktion f kuvaaja kulkee pisteen (0,2) kautta, joten
f(0)=2
L s, 1
—0+=0+C-0+D=2
3 2

D=2



Funktion f derivaattafunktiolla on nollakohta x=1 eli

fM=0
P+1+C=0
C=-2

Siis kysytty funktio on f(x) = §x3 + %xz —2x+2.

Vastaus  a) f(x)=%x3+%x2+Cx+D

b) f(x)z%x3 +%x2 —2x+2



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 20.12.2017
80

a) Esimerkissd 3 sivulla 48 on auton nopeudelle méiritetty lauseke
v(t) = at+v,

Koska x'(t) = v(t), niin

x(t) = j v(t)dt
= j (at+v,)dt

1
=a-—t"+vt+C
2
1
=—at” +vit+C
2
Ratkaistaan integroimisvakio C alkutietojen perusteella.
x(0) = x,

%a-02+v0-0+C=x0

C=x,

. . 1
Auton paikan lauseke on siis x(¢) = —at’ + vt + x, .
2



b) Ajan mittaus aloitetaan hetkelld ¢ =0, jolloin alkaa myds
jarrutusmatkan mittaus eli x, = 0. Nopeus jarrutuksen

aloitushetkelld on v, =18 m/s. Matka, jonka auto kulkee
jarrutuksen aikana on sama, kuin auton paikka hetkelld 2,6 s.

x(2,6)=l~_—168-2,62 +18-2,6+0=23,4~23 (m)

3

1
Vastaus  a) x(¢) = 3 at’ + vyt +x,

b) 23 m
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a) jzfdx
:2-lx6+C
6

:lx6+C
3

Vastaus  a) %xé +C

b) L x*+C
10

c) 12x+C
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j(9x2—3x+6)dx

:9-lx3—3-lx2+6x+C
3 2

=3x3—%x2+6x+C

2
b [P Ea e

—j(———)dx

=j(2x—4)dx

:2-lx2—4x+C
2

=x"—4x+C

Vastaus  a) 3x° —%xz +6x+C

b) x* —4x+C
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b)
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j(3x5 +x+6)dx+j(—3x5 +x—6)dx
=j(3x5 +x+6-3x" +x-6)dx
:I2xdx

:2-lx2+C
2

=x’+C

[(5x=2)" dv—[(5x+2)" dr

= j (25x% —20x + 4 — (25x” +20x + 4)) dx
:j(zsxz—zox+4—25x2 —20x—4)dx
:J.—40xdx

=—40-lx2 +C
2

=-20x"+C

(x> +2x)*dx + | dx

] ]
=j(x2+2x)dx+j1dx
=j(x2+2x+1)dx

=lx3 Jr2-lx2 +x+C
3 2

:§x3+x2+x+C



Vastaus a) x> +C

b) —20x> +C

1
c) §x3+x2+x+C



Tekija e Pitkd matematiikka9 e 20.12.2017

84

a) j (4x> +3x)dx

_aleisle e
4 2

3
=x'+=x"+C

b) j (4 +3¢)dt

_atpleic
4 2

_alp +C
2
¢) j (46 +3t) dx

=4£x+3tx+C

Vastaus  a) x4+%x2+C
4 3 2
b) ¢ +5t +C

) 4x+3tx+C
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a) J.();-i-_?ag) |x>—3

:J-(x+3)(x—3)dx

x+3
= [(x=3)dx

:lx2 -3x+C
2

b) J»(Zx -5x— 7)dx el
x+1 ’

laskemista.

j(2x2—5x—7)dx
x+1
:J-(x+1)(2x—7)dx

x+1
:j(2x—7)dx

=2~lx2—7x+C
2
=x'-7x+C

Vastaus  a) %xz -3x+C

b) x*~7x+C
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Funktion f(x)=ax’ —2x+a integraalifunktiot ovat

F(x)= [ f(x)dx
= J-(ax3 —2x+a)dx

=a-—Xx —2~lx2+ax+C
4 2

a
:Zx4—x2+ax+C

Integroimisvakio C saadaan selville ehdosta
F(0)=2
%-04 —0%+a-0+C=2

C=2

Talloin F(x)= %x“ —x*tax+2.



Vakion a arvo saadaan selville ehdosta
F(2)=6
L2 2 4a2+42=6
4
a
Z-l6—4+2a+2:6

da—-4+2a+2=6

6a—-2=6
6a =38
8 4
a=—=—
6 3
F(x):l'ix4—x2+—x+2
4 3
zlx4—x2+—x+2
3

Vastaus a:i, F(x):§x4—x2+§x+2
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Funktion f(x)=-3x"—x+2 integraalifunktiot ovat

F(x)=[f(x)dx
= [(=3x* —x+2)dx

:—3~lx3 —%xz +2x+C

1
:—x3—5x2+2x+C

Integraalifunktion d4riarvoja voidaan tarkastella funktion f avulla,
koska F'(x)= f(x).

Madritetdan derivaatan F' nollakohdat:

F'(x)=0
f(x)=0
3xP—x+2=0

) 2

x=-1 tai x=—

3

Funktion f kuvaaja on alaspdin aukeava paraabeli, jolloin

nollakohtien vilissé se saa positiivisia arvoja. Laaditaan
kulkukaavio:

man max



Kulkukaaviosta ndhdéén, ettd funktiolla F(x) on minimikohta
x =—1, jossa minimiarvo on 3, joten

F(-1)=3
—(-1)° —%-(—1)2 +2-(-)+C=3
1

1-——2+C=3
2
—§+C:3
2

c-2
2

Siis kysytty integraalifunktio on F(x)=—x"— %xz Foxe2,

Vastaus F(X)=—x3—lx2+2x+2
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f"(x)=—6x+2
Sy =[ ()

=j(—6x+2)dx
:—6-lx2 +2x+C
2

=-3x*+2x+C

S =]/ (x)dx

=j(—3x2 +2x+C)dx

=—3~lx3 Jr2-lx2 +Cx+D
3 2

=—x+x*+Cx+D

Funktioon f(x)=-x"+x"+Cx+D.
Ratkaistaan vakiot C ja D annettujen tietojen perusteella.

Funktion f kuvaaja kulkee pisteiden (0,3) ja (2,1) kautta, joten

f(0)=3
-0°+0°+C-0+D =3
D=3



f2)=1

2’ +2*°+C-2+3=1
-8+4+2C+3=1
2C-1=1

20=2

C=1

Siis kysytty funktio on f(x)=—x"+x’>+x+3.

Vastaus  f(x)=—x"+x"+x+3
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f"(x)=3x-5
S0 =] £ () de
= j (3x—5)dx
_3.le seic
2

zix2 -5x+C
2

fE)=[f(x)dx
:J(%x2—5x+C)dx

3.1
23

x3—5-%x2+Cx+D
1
=—x —%xz +Cx+D

2

Funktio on f(x) =%x3 —%xz +Cx+D.

Ratkaistaan vakiot C ja D annettujen tietojen perusteella.



Pisteeseen (1,1) piirretyn tangentin kulmakerroin on yhtd kuin
funktion derivaattafunktion arvo kohdassa x =1, joten

fy=-2
3 0
ZP-51+C==2
2

C=—2—3+5
2

c-2
2

Funktion f kuvaaja kulkee pisteen (1,1) kautta, joten

SM=1
Lp3ps3aipa
2 2 2

1
-——+D=1
2
p=2
2

1 5 3 3
Siis kysytty funktioon f(x)=—x"—=x*+=x+—.
ysytty S(x) 5 5 5¥ 3

1 5 3 3
Vastaus N=—x =2+ Zx+=
/) 2 2 2 2
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a) Koska p(t)=m-v(t), niin

p'(t) =D(m-v(1))
=m-D(v(?))
=m-V'(t)
=m-a(t)

Siis yhtdlo F(¢) = p'(t) on yhtépitdvd dynamiikan peruslain
F =ma kanssa, kun kappaleen massa on vakio.

b) Kappaletta kiihdyttdva voima on vakio, jolloin F(¢)=F.
Koska F = p', saadaan liitkemédrille lauseke

p(t)=J.th
=Ft+C

Hetkelld #=0 liitkemadrd on p,.

P(0)= p,
F-0+C=p,
C=p,

Lauseke litkeméddrélle on siis  p(¢) = Ft + p, .



¢) Liikemadrdn muutos saadaan b-kohdan litkemaaran
lausekkeesta, kun satelliittia kithdytettiin levosta eli

ja v, =0.

p(t)=Ft+p,
=Ft+0
= Ft

kg-m

p(6,0)=40,0N-6,0s =240
S

Satelliitin nopeus hetkelld ¢ saadaan,

p(t)=Ft
mv(t) = Ft
v(t) = £
m
kg-m

240
m

v(6,0) = ———S—=9,6—
25,0kg S

Vastaus  a) Osoitettu, ettd yhtdlo on p'(¢) = ma(?) .

b) p(t)=Ft+p,

kg-m

¢) Litkkemééran muutos on 240
S

ja loppunopeus 9,6 m
s
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