Tekija e Pitkd matematiikka9 e 18.12.2017

f(x)==x+5 javilin [0,4] pituus on 4—0=4. Kun vili jactaan
neljadn osavéliin, niin yhden osavilin pituus on

_4_
d= 4 1.

Piirretddn kuvat kummastakin tapauksesta.

Alasumma Ylasumma
y y
N (0,f(0))
y = f(x) X
(1,f(1)) (1,£(1))
4 4
(2,f(2)) (2,f(2))
? %
(3.f3) 3 (3.f(3))
(4,f(4)) y =f(x)
1 1
X S
o 1 2 ¥ 4 $ @ 1 2 3 4 ¥ ’

a) Lasketaan alasumma
4
S4 = kad
k=1

=f()d + [ (2)d + f(3)d + f(4)d
=4-1+3-1+2-1+1-1
=10



b) Lasketaan yldsumma

4
Sy=> Md
k=1

=f(0)d+ f(Dd + f(2)d + f(3)d
=5-1+44-1+3-1+2-1
=14

Vastaus  a) 10
b) 14
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f(x)=6x—x? javilion [0,6]. Kun vili jactaan kolmeen osaviliin,

niin yhden osavilin pituus on

6-0
=2—=2,
d 3
a) Lasketaan alasumma Y y = f(z)
3 10
5523 md o] 22
k=1 .
= f(0)d + f(2)d + f(6)d ,
=0-2+8:2+0-2 ,
=16 o/ (0, f(0)) (6./6)\ T
01 2 3 4 5 é\

b) Lasketaan yldsumma

3 Y y = f(x)
_ 104 (3/73))
S3 - kZ_;M kd gl (2/2) (4, f(4))
=f(2)d+ f(3)d + f(4)d 6
=8:2+9-2+8-2 4
=50 2
0 X
0 1 2 3 4 5

Vastaus a) 16
b) 50
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a) f(x)=2x+7 javilion [-2,4]. Kun vili jactaan kuuteen
osaviliin, niin yhden osavilin pituus on

_4-(2) _
d = ¢ =1.

Piirretddn kuvat.

Alasumma Yldsumma
(4,1(4)).
y y=f(x) y
14
(3.f(3)) (3.1(3)),
12
(2.f(2)) (2.f(2)

10 10

(1.5(1) (1.5(1))
& 8
(0.£(0)) (0.f(0))
(-1.f1)) ¢ (-1,f(-1)) ¢
.

(-2,f(-2)) y=f(x)
2
3 3 2 0 2 3

Lasketaan alasumma
6
S 6 = z m kd
k=1

=f(=2)d + f(=Dd + f(0)d + f(D)d + f(2)d + f(3)d
=3-1+5-1+7-1+9-1+11-1+13-1
=48



Lasketaan yldsumma
6
Se=> Md
k=1
=f(=Dd + f(0)d + f()d + f(2)d + f(3)d + f()d
=51+7-1+9-1+11-1+13-1+15-1
=60

b) Funktion arvot vililli [-2,4] ovat positiivisia, joten alasumma
ja yldsumma antavat arvion funktion f kuvaajan ja x-akselin

rajaamalle pinta-alalle. Pinta-ala A on siis lukujen 48 ja 60
vélissd eli 48< 4<60.

Vastaus  a) s =48 ja Sg =60
b) lukujen 48 ja 60 vilissd
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Tapa 1:
a) f(x)=-e* javilion [0,2]. Kun vili jactaan neljaan

osaviliin, niin yhden osavilin pituus on

d=2=0_1
4 2
Alasumma Yldasumma
y y
\4\@ X o
(070
1/
(151172 (3,
(151
4 4
(312,(312)
yE —e
] B
. (2,f(2))\ .

Lasketaan alasumma:
4
S4 = kad
k=1

_ f(é)d+ F(yd + f(g)d+ f(2)d



Lasketaan yldsumma

4
Sy=> . Md
k=1

:f(o)d+f(;)d+f(l)d+f( )d

1 2
0.ty L5 ]
‘ 2+[ej2+(6)2+{ej2
=—4,92435...
~—-4,92

B W

b) Funktion f arvot ovat vililld [0,2] negatiivisia, jolloin ala- ja
yldsumma antavat arvion kuvaajan ja x -akselin rajaaman alueen
pinta-alan vastaluvulle. Pinta-alan vastaluku on lukujen —-8,2 ja
—4,9 vilissd, joten 4 on lukujen 4,9 ja 8,2 vilissi.

Vastaus  a) s, =—8,12 ja S, =—4,92
b) lukujen 4,9 ja 8,2 vilissd



Tapa 2:

a)

b)

Piirretdén funktion f(x)=—e* kuvaaja ja mééritetddn
geometria-ohjelmalla alasumma ja yldsumma vélilld [0,2], kun

osavilejd on 4. Ala-ja yldssumman saa médritettyd GeoGebralla
komennoilla

Alasumma (f,0,2,4)
Ylasumma (£,0,2,4)

Alasumma Yldasumma

Y os,=-812 Y S,=-4.92

2

y=—€
-6

Alasumma s, = —8,12 Yldsumma S, =~ 4,92

Funktion f arvot ovat vililld [0,2]negatiivisia, jolloin ala- ja
yldsumma antavat arvion kuvaajan ja x -akselin rajaaman alueen
pinta-alan vastaluvulle. Pinta-alan vastaluku on lukujen —8,2 ja
—4,9 vilissd, joten 4 on lukujen 4,9 ja 8,2 vilissa.

Vastaus  a) s, =-8,12 ja §4, =—4,92

b) lukujen 4,9 ja 8,2 vilissd
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a) Piirretdin funktion f(x) = In x? kuvaaja ja médritetdin
geometria-ohjelmalla ala- ja ylisumma valilld [1,7], kun

osavileja on 30. Ala- ja yldsumman saa miiritettya
GeoGebralla komennoilla

Alasumma (f,1,7,30)

Ylasumma (£,1,7,30)

Alasumma

y

S3O ~ 14,85

Yldsumma

&
y

=109 Sy ~15,63

b) Funktion f arvot ovat vililld [1,7] positiivisia, jolloin ala- ja
yldsumma antavat arvion kuvaajan ja x -akselin rajaaman alueen
pinta-alalle. Pinta-ala on lukujen 14,8 ja 15,7 vilissa eli
14,8< A<15,7.



Vastaus  a) s, =14,85 ja S, =15,63
b) 14,8 < A< 15,7
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a) Piirretddn funktion f(x) = sin(7x) + cos(7x) kuvaaja ja madrite-
tddn geometriaohjelmalla ala- ja ylisumma vililld [0,2], kun

osavilejd on 20. Ala- ja yldisumman saa mééritettyd
GeoGebralla komennoilla

Alasumma (f£,0,2,20)
Ylasumma (£,0,2,20)

Alasumma Yldsumma

y
y=f(x) , 1/ y=f(x)
5yp=-028 590028
— - 11

SHo & —0,28 S20 ~ 0,28

P
B

o




b) Muutetaan osavilien madrdksi 100 ja vastaavasti kuin edelld

Alasumma (£,0,2,100)
Ylasumma (£,0,2,100)

Alasumma Yldsumma

SlOO ~ —0,06 SlOO ~ 0,06

c) Nayttda silté, ettd ala- ja yldsummien arvot ldhestyvét nollaa, kun
osavilien méadra suurenee. Tdma tarkoittaa sitd, ettd kuvaajan ja
x -akselin vilinen ”positiivinen pinta-ala” x -akselin yldpuolella
on yhtd suuri kuin kuvaajan ja x -akselin vilinen ’negatiivinen
pinta-ala” x -akselin alapuolella.

Vastaus  a) s,5 =—0,28 ja S,;, =0,28
b) S100 = —0,06 ja SIOO = 0,06
¢) Kuvaajan ja x -akselin vélinen kokonaispinta-ala
x -akselin yldpuolella on yhti suuri kuin kuvaajan ja
x -akselin vélinen kokonaispinta-ala x -akselin
alapuolella.
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Piirreti#in funktion f(x) = %xz —3x kuvaaja ja méiritetiin
geometriaohjelmalla ala- ja yldsumma vililld [0,6] eri osavileilld.

Valitaan esimerkiksi osavilien mairdksi 20 ja 100 .

Alasumma (f£,0,2,20)
Ylasumma (£,0,2,20)

Alasumma Yldasumma

y y
1 1
y=f(x) y=1(x)
=-193 =
20 . Syq=-16.61 .
1 2 4 5| 1 2 4 5

3

S20 z—19,30 S20 z_16;,63

Kun osavilejd on 100, niin ala- ja yldsummiksi saadaan
S100 -1 8, 27
Sl 00 ~ —17, 73

Osavileja lisdadmalla (liukusdddin helpottaa kokeilua) huomataan,
ettd summat ldhestyvit lukua —18, joka on pinta-alan vastaluku.
Pinta-ala on siis 18.

Vastaus 18
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Piirretddn funktion f(x) =sinx kuvaaja ja mééritetddn
geometriaohjelmalla ala- ja yldsumma vililld [0,27]eri osavileilld.

Luodaan tdtd varten liukukytkin # ja lasketaan ala- ja yldsummat
komennoilla samanaikaisesti

Alasumma (£, 0, 21, n)

Ylasumma (£, 0, 21, n)

Funktion symmetrisyyden takia x - akselin ala- ja yldpuolella olevat
alat ovat yhti suuret, jolloin summat ldhestyvét nollaa.

Symmetrisyyden perusteella alat vileilld [0,7] ja [r,27] ovat yhtd

suuria, joten riittdd tarkastella vilia [0,7].

Osavilejé lisdamalld huomataan, ettd summat ldhestyvit lukua 2,0,
joka on kuvaajan ja x-akselin vililld [0, ] rajaaman alueen pinta-
ala.

Kuvaajan ja x-akselin vélilld [0, 2w] rajaaman alueen pinta-ala on
talloin 2-2,0=4,0.



Vastaus 4,0
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1.
1 e 2"
J2n

geometriaohjelmalla ala- ja ylasumma vililld [-10,10]eri

Piirretdén funktion f(x) = kuvaaja ja mééritetddn

osavileilld. Luodaan titd varten liukukytkin » ja lasketaan ala- ja
yldsummat komennoilla samanaikaisesti.

Alasumma (£,-10,10,n)
Ylasumma (£,-10,10,n)

0.5y

TR, y=fx)

4 S SlOO z0,92
n=100 S00 = 1,08

w
I
o
= ©
N

Osavileji lisdamalld huomataan, ettd summat ldhestyvit lukua 1,00,
jolloin funktion ja x -akselin rajaama pinta-ala vililla [-10,10]on
yhden desimaalin tarkkuudella 1,0.

Vastaus 1,0
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Piirreti#in funktion v(f) = —0,4¢2 +5,2¢ kuvaaja ja méiritetiin
geometriaohjelmalla ala- ja ylisumma kysytyille véleille eri
osavileilld. Luodaan titd varten liukukytkin » ja lasketaan ala- ja
ylasummat komennoilla samanaikaisesti

a) vililld [5,10] b) vililld [0,13]
Alasumma (v, 5,10, n) Alasumma (v,0,13,n)
Ylasumma (v, 5,10, n) Ylasumma (v, 0,13, n)

IIIHII\HIIIHI\ [

n 200 s, =145.36
Sn =|147.56

‘,MM"H'?

!
| \

Funktion v kuvaajan ja 7-akselin rajaama pinta-ala tietyll4 aika-
vililla on yhté suuri kuin aikavélilld kuljettu matka.

a) Vililla [5,10] jo 50 osavililld nahdéén pinta-alan olevan noin

78 . Kappaleen kulkema matka 10 metrin tarkkuudella on 80
m.

b) Vililld [0,13] pinta-alan voidaan arvioida olevan noin 146.
Kappaleen kulkema matka on 10 metrin tarkkuudella 150 m.

Vastaus a) 80 m
b) 150 m
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f(x)==x%-3x javilin [-3,0] pituus on 0—(-3)=3. Kun vili
jaetaan kolmeen osaviliin, niin yhden osavilin pituus on
3
===1.
d 3

Piirretddn kuvat kummastakin tapauksesta.

Alasumma Yldsumma

(-2.5(-2)) (-2,7(-2) (-1.f(-1)) ,

(-3.f(-3) (0,7(0) X

/@ - A ) 3 S Y o

a) Lasketaan alasumma
3
S3 = kad
k=1

=f(=3)d + f(=2)d + f(0)d
=0-1+2-1+0-1
=2



b) Lasketaan yldsumma
3
Sy=Y Md
k=1

— (-2 + f(=3)d+ f(-D)d

—97.149. .
_21+41+21

=6

I

Vastaus a)s3=2

b) Sy =6
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f(x)=x+ % javili on [2,6]. Kun vili jactaan neljadn osaviliin,
X
niin yhden osavilin pituus on

_6-2 _
d=07%=1.

Piirretddn kuvat kummastakin tapauksesta.

Alasumma Ylasumma
Y Y (6.1(6))
6 6
5 (5,(5)) 5 (5, (5))
y=f(x) y=f(x)
(4.1(4) (4.1(4))
4 4
(3,1(3)) (3,(3))
3 3
(2.1(2))
2 2
1 1
X
F o 1 2 3 4 5 ') 7 h o 1 2 3 3 5 6 7

a) Lasketaan alasumma
4
Sq4 = z mkd
k=1

=f(2)dy+ f(3)d + f(4)d + f(5)d
=14,463611...
~ 14,46



Lasketaan yldsumma
Sy = 24: M, d
k=1
=f)d + f(Hd + f(5)d + f(6)d
=18,241388...
~ 18,24

b) Funktion arvot vililld [2,6] ovat positiivisia, joten alasumma ja
yldsumma antavat arvion funktion f kuvaajan ja x-akselin

rajaamalle pinta-alalle. Pinta-ala A on siis lukujen 14,46 ja
18,24 vilissd eli yhden desimaalin tarkkuudella 14,4 < 4 <18,3.

Vastaus  a) s, =14,46 ja S, =18,24
b) 14,4< 4<18,3
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a) Piirretdin funktion f(x) = cos? x kuvaaja ja mééritetiin
geometria-ohjelmalla ala- ja yldsumma vililld [0,47], kun

osavilejd on 10. Namai saa miiritettyd GeoGebralla komen-
noilla Alasumma (£, 0, 4™, 10)ja Ylasumma (£,0,4m,10) .

Alasumma
y
y=f(x)
. m\/\m /\ 50 =21
o‘ w2 ™ /2 2|n /2 ar 2 4|n *
syn=2.1
Ylasumma
y
y=f(x)
05
. SIO ~ 10,8
0 mwi2 m 3mi2 51022 108 6mi2 3m mi2 am

b) Vastaavasti 40 osavilille saadaan ala- ja ylasummat komennoilla
Alasumma (f, 0, 4m, 40) ja Yl&dsumma (£, 0, 41, 40), jolloin

y
y=f(x)

S40 ~ 5,0
os S Z Z
N Sl N il S Sy ~T,5

c¢) Funktion farvotovat vililld [0,47]positiivisia, jolloin ala- ja

yldsumma antavat arvion kuvaajan ja x -akselin rajaaman alueen
pinta-alalle. Pinta-ala on lukujen 5,0 ja 7,5 vélissa eli
kokonaislukujen tarkkuudella 5< 4 <8.



Vastaus  a) s75 2,1 ja Sjp =10,8
b) S40 z5,0 ja S40 z7,5
c) 5<A<8
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a) Piirretdin funktion f(x) =+/25—x? + 3kuvaaja ja midritetiéin
geometria-ohjelmalla ala- ja ylasumma valilld [-5,5], kun

osavilejd on 20. Nidma saa miéritettyd GeoGebralla komen-
noilla Alasumma (f,-5,5, 20)ja Ylasumma (f,-5,5,20).

—— ~—
=1 N
7 ’ ~N

7 N

S$70 z66,31
S20 z71,31

b) Vastaavasti 200 osavilille saadaan ala- ja ylasummat komen-
noilla Alasumma (f,-5,5,200) ja Yldsumma (f,-5,5,200),
jOllOin SZOO ~ 69,01 ja Szoo ~ 69,51 .

c¢) Funktion f kuvaajaon (0, 3)-keskisen, 5-séteisen ympyrin
yldpuolikas. Tarkka pinta-ala saadaan laskemalla puoliympyrédn
ja sen alapuolelle jddvin suorakulmion pinta-alat yhteen.

+A4

suorakaide

A= Apuoliympyrd

:%n-52+(5—(—5))-3

—30+ 257“ —69,2699...



Vastaus  a) s,( = 66,31 ja S,, = 71,31
b) S$200 = 69,01 ja Szoo ~ 69,51

) A=30+ 257” = 69,2699...
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Piirretdén funktion f(x) = 1 kuvaaja ja madritetddn geometria-
X

ohjelmalla ala- ja ylisumma vililld [2,6] eri osavélien mérilla.

Luodaan téti varten liukukytkin n osavilien méaérélle ja
muodostetaan ala- ja yldisumman komennot sen avulla.

ala=Alasumma (f,2,6,n)
yla=Ylasumma (f,2,6,n)

Liséksi voidaan luoda erotuksen laskeva muuttuja

erotus=yla-ala,

joka kertoo summien vélisen erotuksen.

4 45 5 55 [}

- Luku Asettamalla pyoristystarkkuudeksi 5 desimaalia
;@ ala=1.09365 huomataan, ettd ala- ja yldisumman vélinen
erotus = 0.00995 . 55 kuin 0.01. k ileid

@ n=134 erotus on pienempéd kuin 0,01, kun osavileja
. yla=1.1036 on vahintddn 134.

Vastaus  Vahintdan 134 osaviliin
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Piirretdédn funktion f(x) =Inx kuvaaja ja médritetdén geometria-
ohjelmalla ala- ja ylisumma vililld [1,10] eri osavélien méérilla.

Luodaan liukukytkin » osavélien médrille ja muodostetaan ala- ja
yldsumman komennot sen avulla.

ala=Alasumma (f£,1,10,n)
yla=Yla&summa (f,1,10,n)

Liséksi voidaan luoda erotuksen laskeva muuttuja

erotus=yla-ala,

joka kertoo summien vélisen erotuksen.

Sy, 7 14.07553

- Luku Asettamalla pyoristystarkkuudeksi 5
@ ala=13.9759 desimaalia huomataan, ettd ala- ja

erotus = 0.09963  y]isumman vilinen erotus on pienempéi kuin

-® n=208
. yla =14.07553 % , kun osavéilejéi on vahintdin 208.

Vastaus  Vihintddn 208 osaviliin
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Ratkaistaan ympyrén yhtélostd lauseke funktiolle, jonka kuvaaja on
ympyrin ylempi puolikas.

x?+y? =1
»?=1-x2  [1-x?>0,kun —-1<x<]
y= +1-x2 | yldpuolikkaassa y >0
y= 1—x2

Midritelldsin  f(x) =y =+v1-x? , missd —1 <x <1, jolloin funktion
f kuvaaja on yksikkdympyrén ylempi puolikas.

a) Maédritetdan ala- ja ylisumma vililld [-1,1], kun osavilejd on 8.

ala=Alasumma (f,-1,1, 8)
yla=Yl&dsumma (f,-1,1,8)

¥
y=fx)

B sg = 1,248
S ~1,748

sg= 1248

Sg=1.748



b) Pinta-alan tarkka arvo on puolet 1-sdteisen ympyrin pinta-alasta.
Arvioiden osuudet tarkasta arvosta ovat

Sy _ 1,248 Sy _ 1,748
Apuoliymp 1r2 Apuoliymp l1t-12
2 2
=0,794501... =1,112811...
~79% ~111%

eli alasumman arvio on 21 % liian pieni ja ylisumman arvio
11 % liian suuri.

¢) Summien keskiarvo

4 = sg +Sg _ 2,998

== 5 =1,498

Sen osuus tarkasta arvosta on

Ag 1,498
Apuoliymp - ln
2
=0,953656...
= 95,4%

eli keskiarvon antama arvio on 4,6 % liian pieni

Vastaus  a) ala-arvio sg = 1,248 ja yldarvio Sg ~1,748
b) sg on 21 % liian pienija Sg on 11 % liian suuri.
c) keskiarvo 1,498 on 4,6 % liian pieni
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Kappaleen kulkema matka tietylla aikavélilld on yhtd suuri kuin
funktion v kuvaajan ja f-akselin rajaama pinta-ala kyseisella valilla.
Madritetddn geometriaohjelmalla ala- ja ylisummat, kun osavilien
madrdd muutetaan liukukytkimen avulla.

a) Piirretdén funktion v(¢) = 2¢ kuvaaja ja miiritetién sille ala- ja
yldsumma vililld [0,10], kun osavilejd on n kappaletta.

Alasumma (v,0,10,n)
Ylasumma (v, 0,10, n)

v n=150
— e

S, = 100.67

j

Osavilien méérdn kasvaessa ala- ja yldsumma ldhestyvit lukua
100 eli kappale kulkee 100 m.

Huom. Tutkittava alue on kolmio, jonka kanta on 10 ja korkeus
2-10 =20, eli pinta-ala voidaan laskea tarkasti.



b) Piirretdédn funktion v(¢) = —%tz + 2t +5 kuvaaja ja mééritetddn

sille ala- ja ylisumma valilla [0,10], kun osavilejd on n
kappaletta.

Alasumma (v, 0,10, n)

Osavilien miirin kasvaessa ala- ja ylasumma ldhestyvét lukua
67, eli kappale kulkee kymmenen metrin tarkkuudella 70 m.

Vastaus a) 100 m
b) 70 m
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1

1175¢ 2"

Piirretddn funktio f'(¢)=

3 kuvaaja.

_1,
149¢ 2" +1

Sairastuneiden opiskelijoiden miira tietylld aikavélilld on yhtéd suuri
kuin funktion f kuvaajan ja ¢-akselin rajaama pinta-ala kyseiselld

aikavélilla. Madritetddn geometriaohjelmalla alasumma, kun
osavilien méardd muutetaan liukukytkimen avulla.

a) Viikon aikana sairastuneiden maara saadaan vililta [0,7].

Alasumma (£,0,7,n)

Osavilien méérdn kasvaessa alasumma nayttda lahestyvén koko-
naislukua 26 eli 10 opiskelijan tarkkuudella sairastuneita on 30.

b) Kolmen viikon aikana sairastuneiden mééra saadaan véliltd
[0, 2 1] .
Alasumma (£,0,21,n) .

Osavilien midrian kasvaessa alasumma l&hestyy lukua 148 eli 10
opiskelijan tarkkuudella sairastuneita on 150.



Vastaus  a) 30 opiskelijaa
b) 150 opiskelijaa
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Piirretdéin funktion f(x)=x? kuvaaja. Nyt halutaan méérittii
funktion £ kuvaajan y -akselin rajoittama pinta-ala, kun 0 < x <4.
Tarkastelu suoritetaan y -akselin suhteen, joten ratkaistaan yhtdlo
y=x" muuttujan x suhteen.

y=x?

x:i\/; | x>0
"

Maiiritelldadn g(y) = \/; Kun 0<x<4,niin 0<y<16.Kun y-

akselin vili [0, 16] jaetaan neljdén osaviliin, on yhden osavélin
pituus d =%=2.

Alasumma Yldasumma

y y

(9(16), 16)

(9(14), 14) (9(14), 14)

(9(12), 12) (9(12), 12)

(9(10), 10) (9(10), 10)

(@), 8) ©9(®). 8)

(9(6). 6) ©(6), 6)

y=1() (94).4) y=ie) @@
=gy x=9()

92,2 i ©@.2)

- 9| (9(0),0)1 H 3 4 5 - -1 0 1 2 3 4 5




Lasketaan alasumma:
8
Sg = z myd
k=1

= g_(O)d +2(2)d+g)d+---+g(12)d + g(14)d

=J0-2+2 244246 -2+8-2+10-2+-/12 24414 -2

=38,1203...

Lasketaan yldsumma:

8
S8 = szd
k=1

=g(2)d +g(4)d +g(6)d---+g(14)d + g(16)d

=2 2+/4-246 2482410 -2 +12 - 2+4/14 -2 +4/16 -2

=46,1203...

Funktion f(x)=x? kuvaajan ja y -akselin rajoittama pinta-ala on
siis kokonaislukujen 38 ja 47 vilissé.

Vastaus 38< A< 47
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a) Funktioiden f(x)=2" ja g(x)=1log, x kuvaajat ovat toistensa
peilikuvia suoran y = x suhteen.

b) Koska funktiot f(x) ja g(x) ovat symmetrisid suoran y = x
suhteen, niin funktion f kuvaajan ja y -akselin véliin jadva
pinta-ala vélilld 0 < x <3 on yhtd suuri kuin funktion g
kuvaajan ja x -akselin viliin jddva pinta-ala vililld 0 < y <3.
Viliksi x -akselilla saadaan tallsin [1,8].

y

y=f(x)

.
=| -
Y i

y=9(x)

Kun lasketaan funktion g ala- ja yldsummia vélilld [1, 8] ja
lisdtddn osavilien lukumairaa liukusddtimelld, ndhdddn summien
arvojen ldhestyvén lukua 13,9. Tdméa on my0s funktion f

kuvaajan ja y -akselin véliin jaavi pinta-ala vélilld 0 <x <3.



Vastaus  a) Kuvaajat ovat toistensa peilikuvat suoran y = x

suhteen
b) 13,9
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Funktion f(x)=+/25—x? —3 kuvaajan ja x -akselin rajaama pinta-
ala on merkitty kuvaan siniselld. Kdytetdan apuna oheista
apukuviota.

x -akselin yldpuolelle jddva osa on ympyrdn segmentti. Sektorin
keskuskulma « voidaan ratkaista trigonometrian avulla.

tan(%‘):;l
_ 5 4an-1[4
a=2-tan (3)
a=106,2602...°

Segmentin alaksi saadaan

. a _.s2_1 ¢,
AS_3600n5 283

=11,18238...

x -akselin alapuolelle jadvét osat ovat yhtd suuria, joten riittad
selvittdd toinen.



Pinta-ala saadaan vdhentdmélld y-akselin vasemmalla puolella
olevasta 5x5-neli0std neljdnnes ympyrén pinta-alasta, sekd pinta-
ala 4,. Pinta-ala 4, puolestaan saadaan vihentdmalld 5x2-
suorakulmion pinta-alasta edelld lasketun segmentin pinta-alan As
puolikas.

A3 = 5'5_A1/4ympyr[1' - AZ

=25- 1752 —(5-2- 4)

—25_1_95_(10-L
=25 4n25(m 24Q

=0,95624...

Koko alueen pinta-ala on
A=A, +2- 4

=13,09485...
~13,09

Vastaus 13,09
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a) Unohdetaan aluksi oletus funktion jatkuvuudesta ja piirretdén
paloista koostuva kuvaaja, joka rajaa muilla annetuilla oletuksilla
mahdollisimman pienen pinta-alan.

8 )

Y y=f(x)
7
6 Oo—e
5 ]
4
3
2
1 O o O

X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Pinta-alaon (9-2)-1+(10-9)-6=13



Muokkaamalla tdtd funktiota rajakohdissa saadaan aikaan
jatkuva funktio, joka toteuttaa kaikki tehtdvan ehdot.

Y ly=f(=x)

1 @

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Liitosjanoja jyrkentdmalld saadaan tdmén funktion ja x-akselin
vdlilla [0, 10] rajaama pinta-ala niin ldhelle lukua 13, kuin
halutaan.

Paras mahdollinen alaraja pinta-alalle on siis 13.



Muodostetaan sitten vastaavalla idealla funktio, joka rajaa
mahdollisimman suuren pinta-alan.

Ot )
v Ty=r@)
7
6 @
5 @ O
4
3
2
4 @

X

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Pinta-alaon (6 -0)-5+ (10-6) -8 =062

Muokkaamalla tdtd saadaan jatkuva, ehdot tiayttdva funktio,
jonka rajaama pinta-ala saadaan halutun léhelle arvoa 62.

"1y y = f(x) \
7
6

3}
L

1 @

Paras mahdollinen yldraja pinta-alalle on siis 62.



b) Koska annettu yldraja 62 on sama kuin a-kohdassa, voidaan
padtelld ainoastaan, ettd f{10) on korkeintaan 8 (muuten funktio
ei ole vaheneva vililla [9, 10]).

Kuten kohdassa a, nytkin voidaan péétella, ettd pinta-ala on
vahintddn (9-2)-1+(10-9)-f10)="7+ f10).

Saadaan yhtilo

7+ A10)=9
f10)=2

Y y=f(=)

Yy ly=f@)

N N T S S SRR S

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 M 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Vastaus  a) Pinta-ala on varmuudella lukujen 13 ja 62 vilissd

b) f(10)=2
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a) Piirretidn funktion f{x) = 2x — 3 kuvaaja. Valilla Bs} funktion

f kuvaajan ja x -akselin rajaama alue on suorakulmainen
kolmio, joka sijaitsee x -akselin yldpuolella.

Kolmion kanta on 5 —% = % ja korkeus f(5)=17.

Lasketaan alueen pinta-ala.

Funktion kuvaaja on x-akselin yldpuolella, joten

e =22

N|w'—.m



b) Vililla [-2,1] funktion f kuvaajan ja x -akselin rajaama alue

on puolisuunnikas, joka sijaitsee x -akselin alapuolella. Pinta-ala

on siis madrityn integraalin vastaluku. Lasketaan alueen pinta-
ala.

y1t9/ A=a+bh
a0 i ’ 2
b

)+ @)
- 5 |

1-(-2))

_7+1.
= 3
=12

Madratty integraali on pinta-alan vastaluku.

1
j F(x)dx =-12
-2

Vastaus  a) %
b) -12
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a) Piirretddn kuva. Vililld [3,4] funktion f(x)= 3 x43

2

kuvaajan ja x -akselin rajaama alue on puolisuunnikas, joka
sijaitsee x -akselin alapuolella. Pinta-ala on siis méératyn
integraalin vastaluku. Lasketaan alueen pinta-ala.

y

y=f(x)

_a+b
A——2 h

ey +r@)
B T

o 1 3
a
-1

Paitelldén mairatty integraali.

4
! S0y =-3



b) Vililla [-3,2] funktion f* kuvaajan ja x -akselin rajaama alue

on suorakulmainen kolmio, joka sijaitsee x -akselin yldpuolella.

Pinta-ala ja maaritty integraali ovat yhta suuret. Lasketaan
alueen pinta-ala.

V _1
A—2ah
=2 (2-(3) - /(-3

_ls.ql

h =575
: _75
4

y=i(x)

Padtellddn madratty integraali.

2
iﬂﬂw=?

Vastaus  a) —%

75
b) L
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a) Kuvasta ndhdédn, ettd vililla [1,4] funktion f kuvaajan ja x -

akselin rajaama alue sijaitsee x -akselin yldpuolella.

y

Y=1x)

Alue koostuu suorakulmaisesta kolmiosta valilld [1, 3] ja
puolisuunnikkaasta vélilld [3, 4]. Pinta-ala on

A=t 251
2 2 2

Maéritty integraali on yhtd suuri kuin alueen pinta-ala.

j F(x)dx = 3%



b) Kuvasta nahdadn, ettd vélilld [3,5] funktion f kuvaajan ja x -
akselin rajaama alue on kolmio, joka sijaitsee x -akselin
ylépuolella ja vililld [5,7] kolmio, joka sijaitsee x -akselin
alapuolella.

y

y=f(x)

Kolmiot ovat yhté suuria ja yhden kolmion ala on

A:l-2-2:2.
2

Paitelldéin madratyt integraalit ja lasketaan niiden summa

.Sff(x)dwfjf(x)dx:A+(_A):2_2:0_

Vastaus  a) 3l

b) 0
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a) Kuvasta ndhddén, ettd vililla [—5, —2] funktion f(x)=x+2
kuvaajan ja x -akselin rajaama alue sijaitsee x -akselin
alapuolella ja vililld [-2,5] x -akselin yldpuolella.

Kumpikin alue on kolmio. Pinta-alat ovat

1 1

A = 5(2 (=5))-|f(=5)|= —33 45Ja
1 1

A, = 5 (5-(-2))- f(5)=5-7-7=245.



Maéritty integraali voidaan jakaa osiin ja laskea pinta-alojen
avulla.

5 -2 5
I(x+2)dx=I(x+2)dx+j(x+2)dx
=5 =5 )
=—A4 +4,
VR Y
2 2

=20



b) Kuvasta ndhdédan, ettd vililla [—3, 0] funktion f(x)=1-2x

kuvaajan ja x -akselin rajaama alue on puolisuunnikas, joka
sijaitsee x -akselin ylépuolella. Lasketaan kuvion pinta-ala.

y

y=fx)

A : (0-(-3))
_ T+l
2
=12

Paitelldén mairatty integraali.
0

[(1-2x)dv=4=12

-3

Vastaus  a) 20
b) 12
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a) Muokataan integraali muotoon, jossa nikyvit vain tehtévissa
annetut integraalit.

2 1 2 2 1
J‘(4x3 ——xjdxzj4x3dx+J-——xdx
0 2 0 0 2

2 1 2
:4jx3dx+(——jjxdx

0 2 0
_4a-1

2

=15

b) Muokataan vastaavasti.
2 2
.[(x3 —xz)dx+j(x2 —3x)dx
1] 0

x3dx+j—x2dx+jx2dx+j—3xdx
0 0

xzdx+j-x2dx—3j‘xdx
0 0

=
(9%}
&
+

T N O o

2 2 2
—J.xzdx+J.x2dx)—3J‘xdx
0

0 0

Vastaus a) 15
b) -2
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Muokataan lausekkeita niin, ettd ndkyviin saadaan tunnetut
integraalit.

a) j.(2x3+x)dx+.2[(2x3+x)dx:j‘(2x3+x)dx
:j2x3dx+.2[xdx
=2jx3dx+_2[xdx
:2(-)4+2 0
=10
b)
j(x —4x)dx—_l[(x —4x)dx: —j(x3—4x)de

Il
B Ot O O O

—_

=

(98] W

|

I

=

Il
|
N

Vastaus a) 10
b) -4
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Muokataan lausekkeita méératyn integraalin ominaisuuksien
mukaisesti niin, ettd voidaan hyddyntéa tunnettuja pinta-aloja. Alue
A4, on x -akselin yldpuolella ja 4, sen alapuolella.

a) jf(x)dx=A1=21
b) [ f(x)dv=-4,=-3

O [ Flode= | fOodes | e

=21-3
=18

Vastaus  a) 21
b) -3
c) 18
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Muokataan lausekkeita méératyn integraalin ominaisuuksien
mukaisesti niin, ettd voidaan hyddyntéd tunnettuja pinta-aloja. Alueet
4, ja A, ovat x-akselin alapuolella ja 4, sen yldpuolella.

a) A=A +A,+A4,

+

[ g

=9+5+18
=32

[ g(ax

+ ] e

b | g = [ gCode+ [ g0ode+ | g
=-9-5+18
=4

©) i g(x)dx — f g(x)dx = j g(x)dx + T g(x)dx

[ g(nde+ [ g+ | gy

=-9+(-5)+4
=-10

Vastaus  a) 32
b) 4
c)—-10
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Muokataan lausekkeita méératyn integraalin ominaisuuksien
mukaisesti mahdollisimman sievdin muotoon.

5 5 3
j(zx2 —2x+l)dx—2j.(x2 ——x+l)dx
0 0 2
5 5 5 5 5 3 5
:jzxzdx+j—2xdx+j1dx—z(jx2dx+j——xdx+j1dxj
0 0 0 0 2 0

0

:2jx2dx—2ixdx+ildx—ijzdx+3jxdx—2jldx
0 0 0 0 0 0

Pédtellddn madrdtyn integraalin arvo funktion f(x)=x-1 ja
x -akselin rajaaman pinta-alan avulla.

y 1 1 1
A==—-1-f(O)==-1-1=—
) /O 2 2
. A= (5-1) f5)=L 44238
2 2
P 15
[(r=1)dr=—4,+4,=—
) 2



Vastaus
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Piirretisin funktion f(x)=x”—1 kuvaaja ja miritetdin sille

alasumma vililla [—2,3] . Ndin saadaan likiarvo integraalille
3

J.(x2 —l)dx.

-2

a) Alasumma 10 osavililld voidaan mairittdd komennolla
Alasumma (f,-2,3,10), jolloin s,, = 3,6.

y

5

y=f(x)

0 A 2
$1p=36

b) Vastaavasti 50 osavililld alasummaksi saadaan s,, ~ 6,0

y

1A



Vastaus  a) s, =3,6
b) s, = 6,0
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Muokataan lausekkeita méériatyn integraalin laskusdantdjen
mukaisesti mahdollisimman yksinkertaiseen muotoon.

a)

j(e" +1)2 dx—j‘(ez" +2e")dx
| |
2

= I(ex +1)2 —(ezx +2e")dx
-1
2
= Iezx +2e" +1-¢e” —2e" dx
-1
2
= [1dx
-1
Lasketaan funktion f(x)=1 kuvaajanja x -akselin rajaaman

alueen pinta-ala vililld [-1,2].

Alue on suorakulmio x -akselin yldpuolella. Sen leveys on
2 —(-1)=3 jakorkeus on 1.
A=3-1=3.

Integraalin arvo on siis 3.



b) Hyoddynnetdin trigonometrian laskusiéntdjd sieventimisessd

}25inx(cosx+sinx)dx+j(20052x—sian)dx
0 0
4

(25inxcosx+2sin2 x)dx+.|.(2cos2 x—sin2x)dx

0

ﬁ_/

sin2x

2sinxcosx+2sin2x+2c0s2x—sian]dx

2| sin® x + cos> xjdx
%K—J
1

&

Sl b O O O~

Lasketaan siis funktion f(x)=2 kuvaajan ja x -akselin
rajaaman alueen pinta-ala viélilla [0,4] . Alue on suorakulmio x -

akselin yldpuolella. Sen leveys on 4 —0 =4 ja korkeus on 2.
Pinta-ala on

A=4-2=8.

Integraalin arvo on siis 8.

Vastaus a) 3
b) 8
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a) Piirretdén kuva. Vililld [-5,—1] funktion f(x)= %x +2

kuvaajan ja x -akselin rajaama alue on puolisuunnikas, joka
sijaitsee x -akselin yldpuolella. Lasketaan alueen pinta-ala.

_a+b

A h

2
_SE) S

(1= (9)

Péételladn madratty integraali.

-1
j(1x+2de:4
“\3



b) Vililld [-2,1] funktion f(x)=2x+1 kuvaajan ja x -akselin
rajaama alue koostuu kahdesta suorakulmaisesta kolmiosta, joista
toinen sijaitsee x -akselin alapuolella ja toinen yldpuolella.
Lasketaan alueiden pinta-alat ja mééritetdén sitd varten funktion
nollakohta.

Funktion f nollakohta on

2x+1=0x=——

33
2

(———( 2)] £(-2)|= %

1 1 1 1
A2 =Eahzz-(l—( j] f(l)—E

Lasketaan integraalin arvo.

l\.)luo

1
[(2x—1)dr=—4+4, --2.2-0
) 44

Vastaus a)4
b) 0
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Muokataan lausekkeita méératyn integraalin laskusdant6jen mukaan
ja hyddynnetién tunnettuja tietoja.

5

a) j(—2x2 —4x+15)dx=i—2x2dx+j—4xdx+i15dx
0 0 0

0
=—2ix2dx—4jxdx+15j1dx
0 0 0

3 2

175
3
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Muokataan lausekkeita méératyn integraalin laskusdant6jen mukaan
sellaiseen muotoon, ettd voidaan hyodyntéa pinta-aloja. Alueet 4, ja

4, ovat x -akselin ylépuolella ja 4, sen alapuolella.

a) ljof(X)dx: Tf(X)dX+jf(X)dX+lff(x)dx

A — A+ A,
=13-48+32
=3

b)

8 8

[ £Gode—[ f(x)de

0 -3

= [ fedvs [ 100 d
[

-] e

=—4,
=-13



)
[ F)dx—[ f)dx+ [ f(x)dx

=lff(x)dx—if(X)dx—lff(X)dx
fo(X)dx—if(X)dx
=lff(x)dx+]:f(x)dx
fo(X)dx

[ e

=4
=13

Vastaus a) -3
b) 13
c)—13
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a) Piirretddn kuva.

Funktion f(x)= %x —1 kuvaajan ja x -akselin rajaama alue

vililld [-1,5] muodostuu kahdesta kolmion muotoisesta

alueesta, joista 4, on x -akselin alapuolella ja 4, sen

ylépuolella.
Funktion nollakohta on x =4 . Lasketaan kokonaispinta-ala.

A:A1+A2:%-(4—(—1))-|f(—1)|+%-(5—4)-f(5)
25,1
8 8

_13
4



b) Muokataan méaaritty integraali muotoon, jossa voidaan
hyodyntda edelld laskettuja pinta-aloja.

Ty P By

-1

Vastaus a) —
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Muokataan lausekkeita méératyn integraalin laskusdantdjen
mukaisesti niin, ettd voidaan hyddyntéd tunnettuja arvoja.

a) j.(3x2 —4)dx = j3x2dx+j—4dx
0 0

0

=3j.xzdx—j‘4dx
0 0

Ensimmdisen integraalin arvo on 3 - 9 =27.

Kun f(x)=4, niin funktion kuvaaja on vaakasuora suora y =4
ja sen ja x-akselin vélilld [0, 3] rajaama alue on suorakulmio,
jonka pinta-ala on (3 —0) -4 =12. Tdmi on samalla
jdlkimmadisen integraalin arvo.

Saadaan, ettd

j(3x2 —4)dx:3ix2dx—i4dx:27—12:15
0 0 0



b)

j.(—xz+3x—2)dx+j‘(—5x2+5x—2)dx
3 0
3 3

:—f(—x2 +3x—2)dx+‘|’(—5x2 +5x—2)dx
0 0
3

(x2—3x+2)dx+j(—5x2+5x—z)dx

0

(x2 —3x+2-5x7 +5x—2)dx

Il

(—4x2 + Zx) dx
3 3
= —4Ix2dx+2jxdx
0 0
Ensimmdisen integraalin arvo on —4 - 9 = -36.

Piirretdén funktion f(x)=x kuvaaja.

¥

2

Kuvaaja ja x -akseli rajaavat vélilld [0, 3] suorakulmaisen

0,
. . 1 9
kolmion, jonka pinta-ala on 5 3-3= 5



Saadaan, ettd

(—x2 +3x—2)dx+j-(—5x2 +5x—2)dx

0

O — o

= —4ix2dx+2ixdx
0 0

36422
2

=27

Vastaus a) 15
b) -27
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Jaetaan funktion f kuvaajan ja x -akselin rajaama alue osiin, joiden
avulla voidaan maarittia integraalit.

a) if(x)dx:_A1+(A2+A3)+A4

b

=9

b)

}f(x)dx+lj0f(x)dx = A+ A, + A, — A,




Vastaus a)9
b) 9
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Muokataan lausekkeita méératyn integraalin laskusdantdjen mukaan.

6

a) [(f(x)+g(x)dx= ff(x)dx+ fg(x)dx

1

=6+1
=7

b [ reode= [ et | fee- | roods

~ [ reoe- | roods

=6-(-2)
=8

0) [ fode+[(f(x)+g(x))dx

=— [ FOr)de=[(f (x)+g(x)) dx
b) a)
=-8-7

=-15

Vastaus a)7
b) 8
c)—-15
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a) Tummennettu alue on funktion f ja x -akselin rajaama alue

vililld [1,3] ja se sijaitsee x-akselin yldpuolella.

A= j f(x)dx

b) Tummennettu alue on funktion g ja x -akselin rajaama alue
vililld [1,6]. Vililld [2,4] alue on x -akselin alapuolella ja
Valellla [1, 2] Ja [4, 6] x -akselin ylépuolella.

A= j g(x)dx f g(x)dr + j g(x)dx

¢) Tummennettu alue on x-akselin yldpuolella. Se koostuu funktion
f kuvaajan ja x -akselin rajaamasta alucesta vlilla [-6,2] ja

funktion g kuvaajanja x -akselin rajaamasta alueesta vililla
[2.6].

A= ff(x)dx+fg(x)dx

Vastaus a) j f(x)dx
b) [ gCodx—] e+ [ gy

O | Feodcs [ g(oydx
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Piirretdédn funktion f(x)=2x-4 kuvaaja ja hyddynnetdin
integraalin ja pinta-alan yhteyttd. Funktion nollakohta on x =2,

joten vililld [0,2] integraali on pinta-alan vastaluku eli
2

J(2x—4)dX=—%-2-|f(0)|=—4

0

y

On siis 10ydettiva sellainen a, ettd

.[(Zx_4)dx=21_(_4):25 : yHix)

2

Kun @ > 2, niin funktion f kuvaajaja x-

akseli rajaavat vililld [2, a] suorakulmaisen
kolmion, joka sijaitsee x-akselin yldpuolella.

Kolmion pinta-ala ja integraalin J.(2x —4)dx

2

arvo on
%(a—zyf@nzé(a—zxmp43=a2—4a+4

Ratkaistaan a yhtélosta.
a’—4a+4=25

a=-3 tai a=7
Koska on oltava a >0, niin vain a =7 kelpaa.
HUOM! Tehtévin voi my0s ratkaista luomalla geometriaohjelmassa

muuttujan integraali=1/2* (a-2) *f (a) avulla asettamalla
liukukytkimen tuntemattomalle a .



Vastaus

a
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a) Piirretdéin kiiyrin y =+/9—x" kuvaaja ja hyddynnetéin
integraalin ja pinta-alan yhteytta.

3 2 1 ] 1 2 3

Kéyrd on x -akselin yldpuolella, joten médrétty integraali on yhta
suuri kuin kdyrén ja x -akselin rajaaman alueen pinta-ala
annetulla valilla.

Kiyri y =+/9—x” on puoliympyri, silli

_ 2 2 g ee
=49—-x | ()7, yhtalo toteutuu, kun y >0

>0
yz :9_x2

x>+ > =3, missiy >0

Yhtalo esittdd ylempéd puolikasta ympyristi, jonka keskipiste on
(0 O) ja sdde on 3. Méiritty integraali on neljannesympyrén ala.

I\/9 xdx— 3= on

4



b) Piirretddn kdyrdn y =, /% —x* -3 kuvaaja ja hyddynnetiin
jélleen integraalin ja pinta-alan yhteytt.

y

1 2
\

Kéyrd on x -akselin alapuolella, joten mééritty integraali on yhté
suuri kuin kdyrin ja x -akselin rajaaman alueen pinta-alan
vastaluku annetulla vélill4.

Kéyra on puoliympyréin kuvaaja, silld




Yhtalo esittdd ylempéd puolikasta ympyristi, jonka keskipiste on
(0,-3) ja sidde on % . Viritetty pinta-ala saadaan vihentimalli

suorakulmiosta puoliympyran ala. Integraali on siis timén pinta-
alan vastaluku.

()

Vastaus a) on

b) 2815
8
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a) Piirretddn funktion f(x)= |3x + 6| kuvaaja ja hyddynnetddn
integraalin ja pinta-alan yhteytté vélilla [—3, 6] .

Kuvaaja on x -akselin yldpuolella, joten
madratty integraali on yhtd suuri kuin
kuvaajan ja x -akselin rajaaman alueen
pinta-ala annetulla vililld. Pinta-ala
muodostuu kahdesta suorakulmaisesta
kolmiosta.

i ? 3 % ¥

-2 6
[3x+6]dx = [[3x+6]dx+ [ [3x+6|dx
-3 -3 -2

— (2= (3) 3+ 5-(6- () £6)



b) Piirretdén funktion f(x)=2x—[3x—10| kuvaaja ja hyddynnetéan
integraalin ja pinta-alan yhteyttd vélilla [0, 8] .

Yy

Kuvaaja on vililld [0,2] x -akselin alapuolella, jolloin mééritty

integraali on yhté suuri kuin pinta-alan vastaluku ja vililla [2, 8]

x -akselin yldpuolella, jolloin miirétty integraali on yhté suuri
kuin kuvaajan ja x -akselin rajaaman alueen pinta-ala.

Pinta-ala muodostuu kahdesta suorakulmaisesta kolmiosta ja
yhdesti puolisuunnikkaasta. Kuvaajan huippu sijaitsee kohdassa,
jossa lauseke saavuttaa maksimiarvonsa eli kun

3x-10=0
_10
3

X



Nyt voidaan laskea pinta-alat ja mééritty integraali:

8
[2x—Px—10]dr=—4,+ 4, + 4
0

10
7(2) s

__1,. LII0 5 ff10),ZA3) ° (g 10
== 2|f(0)|+2(3 2) f[3j+ > (8 3]
:—10+ﬂ+£

9
_M
3

Vastaus a)%
b)ﬁ
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Piirretédin kiiyrin y =+/32—x” —4 kuvaaja ja hyddynnetiin
integraalin ja pinta-alan yhteyttd vélilla [0, 42 ] . Kuvaaja on vililla
[0,4] x -akselin yldpuolella, ja vililld [4, 42 } x -akselin alapuolel-

la. Piirretdén lisdksi apukuvioita, joita voidaan hyodyntdi pinta-alan
laskemisessa.

y=f(x)

-4

Kéyrd on puoliympyrin kuvaaja, silld

y=+32-x"-4
y+4=32-2  [()?, yhtdld toteutuu, kun y > -4
>0

(y+4) =32-x
X’ +(y+4) =32, missi y > —4



Yhtélo esittdd ylempéd puolikasta ympyristd, jonka keskipiste on
(O,—4) jasdde V32 =442 . Kuvan punainen alue on siis nelio,
jonka sivun pituus on yhté suuri kuin ympyran séde.

Lasketaan pinta-ala osissa. 4, on puolet kulman « ja x -akselin
rajaaman segmentin alasta. Kulman suuruus on

o 4
tan| — [=—
(2j 4

a =90°

ja pinta-alaksi saadaan

1l «a 2]
—. (32) —=-4.4=41-8.
1T 3600 (\/7) 2 &

x -akselin alapuolelle jddva ala 4, saadaan x -akselin ylapuolelle

muodostuvan suorakaiteen, ympyrin neljanneksen ja punaisen nelion

avulla.
As = Anelit') - Al - Az

——ympyri
4ypy

— 4242 (2] | 2 (42 -4) - (4m-8)

A&u&)mkaidc
=32—8n—<40—16\/§—4n)
— _8+16v2 —4n



Integraalin tarkka arvo saadaan mééritettyé pinta-alojen avulla
42

| (\/32—x2 —4)dx=A1 4

0

:4n—8—(—8+16\/§—4n)
=8n—16v2

Vastaus 8n—1 6\/5
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a) Piirretdén funktion f(x)= %x + 2 kuvaaja. Kuvaaja on vililla

[0, t] x -akselin ylépuolella ja rajaa puolisuunnikkaan muotoisen

alueen.

Y 2 1o i 2 3

Integraalin lauseke pinta-alan avulla lausuttuna on

j.(zx+2jdx=2+—f(t)-t
o\ 3 2

=l[2+%t+zjt
2 3

_Lpo
3



b) D(lt2+2tj=2-lt+2:zt+2.
3 3 3

Derivoitu lauseke eroaa alkuperdisestd lausekkeesta vain
muuttujakirjaimen osalta, muuten lauseke on sama.

Vastaus  a) %tz +2t

b) D[lt2 +2zj:£z+2.
3 3

Lauseke on muuttujakirjainta vaille sama kuin
alkuperdinen integroitava lauseke.
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Madratty integraali saadaan laskettua yhteen integraalien arvot
epédjatkuvuuskohtien rajaamilta véleiltd, silld epdjatkuvuuskohtia on
adrellinen maard. Madritetddn integraali pinta-alojen avulla ja
mairityn integraalin laskusédntdjd hyodyntéen.

] 1 2 3 4 5 & 7 8 @ 10

Tfumu=ifumh+ifuyu+ifumh+ffuyu

=A+A,+4,+4,

:(%-3-3)+(%-2-2j+(3-4)+(¥-2)

_n3l
2

Vastaus 23 %
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Piirretdédn paloittain mééritellyn funktion f kuvaaja. Edellisen
tehtévin perusteella integraali voidaan médrittdd laskemalla yhteen
integraalien arvot epdjatkuvuuskohtien rajaamilla vileilla.
Maiiritetddn integraali pinta-alojen ja méiératyn integraalin
laskusédéntdjen avulla.

o
w
@
S
-
>

X
10
Ay

{
b

L
b

lff(x)dx = jf(X)dHIf(X)dx+if(x)dx+ljof(x)dx

=A4-A4,+A4,— A,
= 1.2.4 - 1.2.4 + ﬂﬁ —(1-1)
2 2 2
=4—4+3—5—1
2

33



Vastaus
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