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Lasketaan suorakaidesdinndlli arvio funktion f(x)=x"+1
kuvaajan ja x-akselin viélilla [—1, 2] rajaaman alueen pinta-alalle

kéayttden kolmea osavilid ja laskentapisteend osavilin keskipistetta.

Jaetaan vili [—1, 2] kolmeen osaviliin, jolloin yhden osavilin pituus

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A=1-f(-0,5)+1- £(0,5)+1- f(1,5)
=f(_055)+f(035)+f(135)
=1,25+1,25+3,25
=5,75~5,8

Vastaus A=5,8
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Lasketaan suorakaidesddannolld arvio suoran y = f(x)=2—x
kuvaajan ja x-akselin vélilla [—2, 2] rajaaman alueen pinta-alalle
kéayttden neljdd osavilid.

Jaetaan vili [-2, 2] neljéén osaviliin, jolloin yhden osavilin pituus

2-(-2) _

on d= 1.

a) Lasketaan arvio pinta-alalle kéyttden laskentapisteend osavilin
alkupistetta.

A=1-(f(2)+ f(=D+ 1 (0)+ f(1)
=4+3+2+1
=10

b) Lasketaan arvio pinta-alalle kdyttden laskentapisteend osavilin
keskipistetta.

A=1-(f(-L5+ f(-0,5+ £(0,5+ f(1,5))
=3,5+2,5+1,5+0,5
=8

Vastaus a) A=~10 b) 4=8

Pinta-alan tarkka arvo on A4 = % -4-4=8.
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. . . 1 .
Lasketaan suorakaidesddannolld arvio funktion f(x)=— kuvaajan ja
X

x -akselin vililla [1, 4] rajaaman alueen pinta-alalle kdyttden kolmea

osavalia.

Jaetaan vili [1,4] kolmeen osaviliin, jolloin yhden osavilin pituus

on d=ﬂ=1.

a) Lasketaan arvio pinta-alalle kéyttden laskentapisteend osavilin
alkupistetta.

A=1-(fD+f(2)+f(3)

b) Lasketaan arvio pinta-alalle kdyttden laskentapisteend osavilin
keskipistetta.

A=1-(f(LS+ f(2,5+ f(3,5))

2 2 2
==4+=+4=
3 5 7

:ﬁ =1,352...~1,4
105



Vastaus a) A=L8 b) A=1,4

Keskipistettd kiayttimélld saadaan tarkempi arvio.
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Funktion f(x)= 6;)16 kuvaaja ja x -akseli rajaavat valilla [1, 4]
X+

alueen.

a) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kadyttden

laskentapisteend osavilin keskipistettd ja osavilien lukumééraa
10.

_5\\3/
—3
N
N
—
1| x
S

6—x
x+1

A= suorakulmiosumma( ,1, 4,10, 0.5) ~ 3,409



b) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kéyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja osavilien
lukumaiéraa 50.

_J\y
—3
—2
—1
T X
0 2 3 4 5 6
I e

A ~ suorakulmiosumma (6;’16 1, 4,50, o.sj ~3,414
X+

Vastaus a) 4=3,409 b) A=3,414
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Kiyri y = f(x)=-0,2x" +2 ja x -akseli rajaavat vililli [0, 3]
alueen.

a) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kayttden
laskentapisteend osavilin alkupistettd ja osavélien lukuméaaraa

10, 50 ja 100.

A,, = suorakulmiosumma (—0.2x2 +2,0,3,10, 0) ~4,4610
A, ~ suorakulmiosumma (-0.2x + 2, 0,3, 50, 0) ~ 4,2536
A, ~ suorakulmiosumma (~0.2x +2, 0, 3,100, 0) ~ 4,2269

b) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kdyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja osavdlien lukumadraa

10, 50 ja 100.

4, ~ suorakulmiosumma (~0.2x" +2, 0, 3,10, 0.5) ~ 4,2045
A, ~ suorakulmiosumma (~0.2x +2, 0, 3, 50, 0.5) ~ 4,2002
A,y ~ suorakulmiosumma (~0.2x +2, 0, 3,100, 0.5) ~ 4,2000

Vastaus ) 4, ~4,4610, A, ~4,2536, A, ~4,2269
b) 4, ~4,2045, A, ~4,2002, A, ~4,2000

Keskipistettd kédytettiessd arvio suppenee nopeammin
kohti oikeaa pinta-alaa.



Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 15.3.2018

229

Funktion f(x)=+/1-x" kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililld [—1, 1]

alueen.

a) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kadyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja osavdlien lukumadrad
10.

y

A,, = suorakulmiosumma (sqrt(l -x),-1,1,10, 0.5) ~1,5860



b) Alkuperdisen funktion f(x) kuvaajaja x -akseli rajaavat vililld

[-1,1] yksikkéympyriin puolikkaan.

a-kohdan perusteella yksikkdympyrén pinta-ala on siis
A=2-4,~3,172

Yksikkdympyrin pinta-alan tarkka arvoon 4 =m’ =n-1> =1

Lasketaan, kuinka monta prosenttia likiarvo eroaa oikeasta
arvosta.

3,172—n
T

-100% =0,9678...% = 0,97 %

Vastaus a) 4~1,5860

b) A~3,172, ero oikeaan pinta-alaan (7 ) on
noin 0,97 %
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Funktion f(x)=x’—x"—2x kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililld

[0,2] alueen.
]

~N L]

0 1 2 3

INJ

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesdannolld kédyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja neljda osavilid. Jaetaan véli
[0, 2] neljdéin osaviliin, jolloin yhden osavilin pituus on

2-0 2 1

d="""=2-"=20,5.
4 4 2

Kuvaajasta voidaan huomata, etti alue sijaitsee x -akselin
alapuolella. Tilloin suorakulmioiden korkeudet saadaan ottamalla
itseisarvot vastaavista funktioiden arvoista.

A~0,5- (| f(0,25)| + | f(0,75)| + | f(1,25)| + | f(1,75)|)
=0,5-(0,546875+1,640625+2,109375+1,203125)
=2,75~2,8

Vastaus A=238
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Funktiolla f(x)=x”—4 on nollakohdat x=-2 ja x=2, joten
funktion kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililla [—2, 2] alueen. Alue

rajautuu x -akselin alapuolelle, koska kyseesséd on ylospdin aukeava
paraabeli.

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesdannolld kéyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja neljda osavilid. Jaetaan véli

[-2, 2] neljddn osaviliin, jolloin yhden osavilin pituus on
_2-(=2) _
4

d 1.

Alue sijaitsee siis x -akselin alapuolella. Talloin suorakulmioiden
korkeudet saadaan ottamalla itseisarvot vastaavista funktioiden
arvoista.

A=1-(f(=1,5)|+]£(=0,5)|+]/(0,5)]+| £ (15))
=1-(1,75+3,75+3,75+1,75)
=11

Vastaus A=~11
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Funktion f kuvaaja ja x -akseli rajaavat alueen vililld [0, 1].

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesdannolld kéyttden
laskentapisteend osavilin alkupistettd. Taulukosta voidaan havaita,
ettd osavélin pituus on 0,2 ja osavilien lukumé&érd on 5.

X 0 0,2 0,4 0)6 0>8 1
f(x) | 0,23 0,64 |0,65|0,53|1,06 | 1,26

4~=0,2-(f(0)+£(0,2) + f(0,4) + 1(0,6) + f(0,8))
=0,2-(0,23+0,64+0,65+0,53+1,06)
=0,622~0,62

Vastaus A=0,62
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Lasketaan suorakaidesdénnolld arvio funktion g(x)=./log, x

kuvaajan ja x -akselin vililla [1, 5] rajaaman alueen pinta-alalle
kayttden neljda osavilid ja laskentapisteend osavilin keskipistetta.

Jaetaan vili [1, 5] neljdén osaviliin, jolloin yhden osavilin pituus on

a=2"1_1.
4

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A=1-(f(LS+ f(2,5+ (3,9 + f(4,9))
=4,732...2 4,73

Vastaus A=4,73



234

Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 15.3.2018

Funktion f(x)=</x+1 kuvaaja ja x -akseli rajaavat vlilla [0, 3]
alueen, jonka pinta-alan tarkka arvo on 334 -0,75 (=4,01).

a)

b)

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesdanndolld kdyttaen
laskentapisteend osavilin alkupistettd ja kolmea osavilié.

Osavilin pituudeksi saadaan d = % =1.

A=1-(f(O)+ D)+ 1(2)
=3,702...~ 3,70

Lasketaan, kuinka monta prosenttia arvio eroaa oikeasta arvosta.

334 -0,75-3,70
334 -0,75

-100% =7,78...% ~ 7,8 % (liian pieni)

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesdanndolld kdyttaen
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja kolmea osavilia.

A=1-(f(0,5+ f(L,5)+ f(2,5))
=4,020...~ 4,02

Lasketaan, kuinka monta prosenttia arvio eroaa oikeasta arvosta.

4,02-33/4-0,75
334 -0,75

-100% =0,19...% =~ 0,2 % (liian suuri)



Vastaus a) 4~3,70, arvio on noin 7,8% liian pieni.

b) A~4,02, arvio on noin 0,2% liian suuri.
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Funktion f(x)=

10 kuvaaja ja x -akseli rajaavat vlilld [0, 4]
V1+x?
alueen.
a) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kdyttden

laskentapisteend osavilin keskipistettd ja osavilien lukumééraa
10.

10

A ~ suorakulmiosumma —
sqrt(1+x7)

,0,4,10, O.SJ ~ 20,951

b) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kdyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja osavdlien lukumadrad
30.

10

A =~ suorakulmiosumma —=
sqrt(1+x7)

,0,4,30, 0.5] ~ 20,948

c) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kayttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja osavilien lukumééraa
100.

10

A ~ suorakulmiosumma —
sqrt(1+x7)

,0,4,100, O.SJ ~ 20,947

Vastaus a) 4=20,951 b) A~20,948 c) A=20,947
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Funktion f(x)=x" kuvaajaja x -akseli rajaavat vililla [l, 2] alueen.
Pinta-alan tarkka arvo kuuden desimaalin tarkkuudella on 2,050446.

a) Tutkitaan geometriaohjelmalla, kuinka monta osavilid kdyttden
saadaan oikea arvio pinta-alalle kolmen desimaalin tarkkuudella
(A ~2,050), kun laskentapisteend kiytetddn osavilin

keskipistetta.

A, = suorakulmiosumma (xx, 1,2,10, 0.5) ~ 2,048
A ~ suorakulmiosumma (x*,1,2,15,0.5) ~ 2,049
A, ~ suorakulmiosumma (x*, 1,2, 16, 0.5) ~ 2,050

b) Tutkitaan geometriaohjelmalla, kuinka monta osavilid kédyttden
saadaan oikea arvio pinta-alalle neljdn desimaalin tarkkuudella
(A =2,0504), kun laskentapisteend kaytetddn osavélin

keskipistetta.

4,, = suorakulmiosumma ( x*, 1, 2, 20, 0.5 ) = 2,0498

2,0503
2,0504

( )=
A,y ~ suorakulmiosumma (x*, 1, 2, 40, 0.5) ~ 2,0503
A,, = suorakulmiosumma (xx, 1,2,49, 0.5) ~

( )=

Ay, = suorakulmiosumma (x*, 1, 2, 50, 0.5

Vastaus  a) 16 (416 =2,0495...) b) 50 (450 =2,05035...)
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Funktion y = f(x) =cosx kuvaaja ja x -akseli rajaavat vélilla [2, 4]
alueen.

\; / 5
-4 ‘

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesddanndlld kayttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja neljdd osavilid. Jaetaan véli
[2, 4] neljdédn osaviliin, jolloin yhden osavilin pituus on

4-2 2 1

d=""S=2-2-0,5.
4 4 2

Kuvaajasta voidaan huomata, ettd alue sijaitsee x -akselin

alapuolella. Téll6in suorakulmioiden korkeudet saadaan ottamalla
itseisarvot vastaavista funktioiden arvoista.

A~0,5-(|(2,25)|+]£(2,75)|+|/(3.25)|+| (3, 75))
=1,6835~1,68

Vastaus A=1,68
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Funktiolla f(x)=x"+5x on nollakohdat x=—5 ja x =0, joten
funktion kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililla [—5, 0] alueen. Alue

rajautuu x -akselin alapuolelle, koska kyseesséd on ylospdin aukeava
paraabeli.

Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kdyttden
laskentapisteend osavilin keskipistettd ja 30 osavilia.

Alue sijaitsee siis x -akselin alapuolella. Télloin suorakulmioiden
korkeudet saadaan ottamalla itseisarvot vastaavista funktioiden
arvoista.

A~ suorakulrniosumma(|x2 +5x|,-5,0,30, 0.5) ~ 20,845

Vastaus A=~=20,845
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Funktion f(x)=x"—4x+2 kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililli
[-2, 2] alueen.

Ay I

ANBE]

[Ty

I
I /
|

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesddanndlld kayttden
laskentapisteeni osavilin keskipistettd ja neljdd osavilid. Jaetaan vili

[-2, 2] neljddn osaviliin, jolloin yhden osavilin pituus on
_2-(=2) _
4

|_—
[ —
Y

d 1.

Kuvaajasta voidaan huomata, ettd osa alueesta sijaitsee x -akselin
alapuolella. Téll6in suorakulmioiden korkeudet saadaan ottamalla
itseisarvot vastaavista funktioiden arvoista.

A=1-(|f(=L5)|+]£(=0,5)|+]£(0,5)|+]£(15))
=1-(4,625+3,875+0,125+0,625)
=9,25~9,3

Vastaus A=9,3
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Funktion f(x)=+/x’+1 kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililld [—1, 2]

alueen.

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla arvio pinta-alalle kayttimélla
suorakaidesdantod. Kdytetddn laskentapisteend osavélin alkupistetti

ja 100 osavilid. Jaetaan vili [—1, 2] sataan osaviliin, jolloin yhden
osavilin pituus on
d=2=CD_ 3 _4o0s.

100 100
Suorakaidesddnndn mukainen arvio pinta-alalle on
A=0,03-(f(-D)+ f(-1+0,03)+ f(-14+2-0,03)+...+ f(1,97)).
Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla osavélien alkupisteet, funktion

arvot ndissd kohdissa ja funktion arvojen summa kerrottuna osavélin
pituudella.



e B i
1 -1 0 4.04
2 -0.97 0.296
3 -0.94 0.412
4 -0.91  0.496
5 -0.88 0.564
6 -0.85 0.621
7 -0.82 0.67
8 -0.79] 0.712 i
S
P B g
- ||
97 1.88 2.76
98 1.91 2.82
99 1.94 2.88
10| 1.97 2.94
101
102
103
104 1
[ — 5|

A100| =q99+0.03




oA B i
1 -1 0 4.04

2 -0.97  0.296

3| -0.94 0.412

4 -0.91  0.496

5 -0.88  0.564

6 -0.85  0.621

7 -0.82 0.67

8 -0.79  0.712 S
[ ¢ I Bl
B1f=]a13+1

@A B 1
1 -1 0 4.04

2 -0.97  0.296
3| -0.94  0.412

4 -0.91  0.496

5 -0.88  0.564

6 -0.85  0.621

7 -0.82 0.67

8 -0.79  0.712 1
(< ﬁ‘v
c1{=0.03- sum(p1:p100)

Pinta-alan arvioksi saadaan 4~ 4,04 .

Vastaus

A~4,04
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Funktion f(x)=+/1-x" kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililld [0, 1]
alueen.

a) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla kadyttden
laskentapisteend osavilin alkupistettd ja osavilien lukumaéraa

50.
b

Asy ~ suorakulmiosumma (sqrt(1 - x2), 0,1, 50, 0) ~ 0,7946

b) Alkuperdisen funktion f(x) kuvaajaja x -akseli rajaavat vililld

[0,1] yksikkdympyrén neljanneksen.

a-kohdan perusteella yksikkdympyrén pinta-ala on siis
A~4- A4, =3,18.

Yksikkdympyrin pinta-alan tarkka arvoon 4A=m’ =n-1° = .

Lasketaan, kuinka monta prosenttia likiarvo eroaa oikeasta
arvosta.

3,18—m
T

-100% ~1,2%



Vastaus a) 4~0,7946

b) A ~3,18, ero oikeaan pinta-alaan () on noin 1,2%.
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Funktion f kuvaajaja x -akseli rajaavat alueen vililld [0, 2] .

Lasketaan arvio pinta-alalle suorakaidesddanndlld kayttden
laskentapisteend osavilin alkupistettd. Taulukosta voidaan havaita,
ettd osavilin pituus on 0,25 ja osavélien lukuméari on 8.

Funktion arvoista voidaan huomata, ettd alue sijaitsee osittain x -
akselin alapuolella. Talloin suorakulmioiden korkeudet saadaan
ottamalla itseisarvot vastaavista funktioiden arvoista.

A~0,25-(f(0)]+](0,25)|+|(0,50)|+| £(0,75)|+| £ (1,00)|

+£(1,25)]+] £ (1,50)| +| £ (1, 75)])
=0,25-(0,50+0,10+0,15+0,55+2,25+0,20+1,20 + 1,55)
=1,625~1,63

Vastaus A=~=1,63
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3 "
—(b—a) 70 , missi
24n*
[a,b] on tarkasteltava vili, n on osavilien lukumééré, /" on

Lasketaan virheen suuruus virhekaavalla £, =

funktion f toinen derivaatta ja ¢ on jokin vilille |a, b[ kuuluva
luku.

a) Lasketaan funktion f(x)= %xz + 7x toinen derivaatta.
f'(x)=3x+7
f(x)=3
Talloin virheen suuruus kaytettdessd neljdd osavélid on

p_(4-23

Y2447

=0,0625



b) Lasketaan funktion f(x)=4x”>—x’ toinen derivaatta.

f'(x) =8x—-3x
f"(x)=8-6x

Jos tarkastellaan vain virheen suuruutta, voidaan maarittaa
milloin | f ”(t)| saa suurimman arvonsa. Télloin saadaan my0s
virheelle suurin mahdollinen arvio. Koska 7"(z) on
ensimmadisen asteen polynomifunktio, saa se kaikki arvot
paitepistearvojensa vililta tarkasteluvélilla [0, 4] . Télloin
f"(0)=8 ja f"(4)=-16, joten suurin arvo, minkd f”(t)| voi
saada on 16.

Télloin virheen suuruus kiytettdessd kahdeksaa osavilid on

| 8|_(4 0)216_2—0 6666...~ 0,667
24-8 3

Vastaus  a) 0,0625 b) 0,6666...~ 0,667
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Funktion f(x)=+x+1 kuvaajaja x -akseli rajaavat vililld [1, 4]
alueen.

AY y =|f(x) |__—

Y <

a) Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikasséddannolla kéyttden
yhti osavilid. Jactaan vili [1, 4] yhteen osaviliin, jolloin

osavilin pituus on

p=2los
1

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A3 F )+ 7)

1 1
=3-(=2+=+/5
(2 5 )
=5,4754...~ 5,5



b) Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikasséddnnolld kéyttden
kolmea osavilid. Jaetaan vili [1, 4] kolmeen osaviliin, jolloin

osavilin pituus on

=221
3

Lasketaan arvio pinta-alalle.
AL+ f O+ f G+ f(4)
=1-(%\/§+\/§+\/Z+%\/§)

=5,557...= 5,6

Vastaus a) A~5,5 b) A~5,6
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Funktion f(x)=2" kuvaajaja x -akseli rajaavat vililla [l, 3] alueen.

Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassddnnolla kéyttden neljaa
osavilid. Jaetaan vili [1, 3] neljdédn osaviliin, jolloin osavélin pituus

on

3-1

p=31.2.1 s
4

1
2

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A=05-C LM+ £(1L5)+ Q)+ 2.5+ ()
=8,7426...=8,7

Vastaus A=87
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Kiyrd y = f(x)=4—x" leikkaa x -akselin kohdissa x=-2 ja x=2.

Kuvaaja ja x -akseli rajaavat siis vlilla [—2, 2] alueen.

Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassdannolla kéyttaen
yksikon mittaisia osavilejd. Valilla [—2, 2] on siis nelja osavélid.

Lasketaan arvio pinta-alalle.

AL S D+ fED+ 1O+ F() 4 £(2)
=10,0

Vastaus A=~10,0
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Funktion f(x)= 6;)16 kuvaaja ja x -akseli rajaavat valilla [1, 4]
X+

alueen. Médritetdén arvio pinta-alalle puolisuunnikassdannolla.

a) Lasketaan geometriaohjelmalla arvio pinta-alalle, kun osavilien
lukumaééri on 10.

6—x

A=~ puolisuunnikassumma( , 1,4, 10] ~ 3,425

x+1

b) Lasketaan geometriaohjelmalla arvio pinta-alalle, kun osavélien
lukumééra on 50.

A = puolisuunnikassumma (6;)16, 1, 4, SOJ ~3,414
X+

Vastaus a) 4=3,425 b) A=3,414
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Funktion f(x)=+/1-x" kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililld [—1, 1]
alueen.

a) Lasketaan arvio pinta-alalle geometriaohjelmalla
puolisuunnikassdénnolla kiyttden osavilien lukumaérad 10.

4,, = puolisuunnikassumma (sqrt(l -x%), =11, 10) ~1,5185

b) Alkuperdisen funktion f(x) kuvaajaja x -akseli rajaavat vililla

[—1, 1] yksikkdympyran puolikkaan.

a-kohdan perusteella yksikkoympyrén pinta-ala on siis
A=2-4,~3,037

Yksikkdympyrin pinta-alan tarkka arvoon A=’ =n-1°=n

Lasketaan, kuinka monta prosenttia likiarvo eroaa oikeasta
arvosta.

n—3,037

T

-100% =3,329...% ~ 3,3% (liian pieni)



Vastaus a) A=1,5185
b) A=3,037, ero oikeaan pinta-alaan () on
noin 3,3%.
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Funktion f kuvaajaja x -akseli rajaavat alueen vililld [—1, 2].
Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassdannolla. Taulukosta

voidaan havaita, ettd osavilin pituus on 0,5 ja osavélien lukuméari
on 6.

x |=1[-05{ 0 |05 1 |L5| 2
fix) | 0,8]10,7|10]|1,7]28](33]22

4~0,5. (% SN+ £(0.5)+ £(0)+ £(0.5)+ £+ £(1L5)+ %f(Z))

:0,5-(%-0,8+0,7+1,0+1,7+2,8+3,3+%-2,2)

=5,5

Vastaus A=5,5
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Annettujen pisteiden avulla voidaan laskea puolisuunnikassdédnnolla
pinta-ala, jonka rajaavat keltaisena nakyva tie ja x -akseli vélilla

[0,9].

y 100, 4

234G 34 |5.3D)

G
N
[e)
9

@33 (63,

Kuvasta voidaan havaita, ettd osavilin pituus on 1 ja osavilien
lukumééri on 9.

A=LC L)+ )+ 1)+ FG)+ )+ 5+ (©)+ (D)
+f )+ O)

:%-4+3,7+3,4+3,4+3,3+3,2+3,1+3+2,6+%-0

=27,7 (pinta-alayksikkod)
1 pinta-alayksikké =50m-50m =2500m’ = 0,25ha

Talloin alueen pinta-ala hehtaareina on

27,7-0,25ha =6,925ha = 6,9ha .

Vastaus A~6,9ha
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Funktion f(x)=+/x —1 kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililli [0, 3]

alueen.

AY

Kuvasta nihddén, ettd osa alueesta muodostuu x -akselin alapuolelle.
Talloin puolisuunnikkaan sivun pituuden laskemiseksi, funktion
arvosta pitdé laskea itseisarvo.

Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassdannolld kayttden
kolmea osavilid. Jactaan vili [0, 3] kolmeen osaviliin, jolloin

osavilin pituus on

n=220o1
3

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A=LGLO] |70+ r@f+1 G
=1,2802...~1,3

Vastaus A=13
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Funktion f(x)=x"—4x+2 kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililli

[-1, 2] alueen.
|
|
|

\
(3]
<

N

NN
NI

Kuvasta ndhddin, ettd osa alueesta muodostuu x -akselin alapuolelle.
Talloin puolisuunnikkaan sivun pituuden laskemiseksi, funktion
arvosta pitdé laskea itseisarvo.

Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassédénnolld kdyttden
kuutta osavilid. Jactaan véli [-1, 2] kuuteen osaviliin, jolloin

osavilin pituus on

h= —2-055.
6



Lasketaan arvio pinta-alalle.

+|£(0)[+7(0,5)

A~0,5- (%| S|+ £(=0,5) +/ ()

s +%|f(2)|)
=5,5625...~5,6

Vastaus A=56
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Kiyrin y = f(x)=sin x kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililli [0, n]
alueen.

AY
y|=sin?x

Y x

Y
(ol

Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassdannolla kayttden kahta
osavilid. Jaetaan vili [O, n] kahteen osaviliin, jolloin osavélin

pituus on

Lasketaan arvio pinta-alalle.

n 1

n. 1
A~E'(Ef(0)+f(5)+§f(n))

2 2 2
T

== ~1,57
2

Vastaus A=1,57
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. 1 . - .
a) Funktion f(x)=— kuvaajaja x -akseli rajaavat valilld [1, 5]
X
alueen. Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassdédnnolla
kiyttien neljdd osavilid. Jactaan vili [1, 5] neljéén osaviliin,
jolloin osavélin pituus on

h=2"1o1.

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A~ 1-(%f(1) F1Q)+O)+ () +%f(5))

+—+

LR
4 25
,68

1
—+
1

1 1 1
J— _+_
2 2 3
=1,6833...~1

b) Lasketaan, kuinka monta prosenttia likiarvo eroaa oikeasta
arvosta In5.

1,68—In5

———100%=4,384..% ~4,4% (liian suuri)
n

Vastaus a) 4A=1,68

b) Arvio on 4,4% liian suuri
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Funktion f(x)=xsinx kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililla [1, 4]

alueen.
y |

NG

A :

Kuvasta nihddin, ettd osa alueesta muodostuu x -akselin alapuolelle.
Talloin puolisuunnikkaan sivun pituuden laskemiseksi, funktion
arvosta pitdé laskea itseisarvo.

Lasketaan arvio pinta-alalle puolisuunnikassdannolld kayttden
kuutta osavalid. Jaetaan vili [l, 4] kuuteen osaviliin, jolloin
osavilin pituus on

4-1

h=——===0,5.

3
6



Lasketaan arvio pinta-alalle.

+ @[ +]1(2,5)

A~0,5 (%| FO|+|7a,5) +/3)|

+|fG.5) +%|f(4)|)
=4,1982...~4,2

Vastaus A=42
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Funktion f(x)= 3¢ kuvaaja ja x -akseli rajaavat valilla [—2, 2]

alueen. Médritetdén arvio pinta-alalle puolisuunnikassadnndlla.

a) Lasketaan geometriaohjelmalla arvio pinta-alalle, kun osavélien
lukumééra on 10.

A =~ puolisuunnikassumma (36‘*2 ,—2,2, 10) ~115,26

b) Lasketaan geometriaohjelmalla arvio pinta-alalle, kun osavélien
lukumééra on 50.

A =~ puolisuunnikassumma (36"2 ,—2,2, 50) ~ 99,41

b) Lasketaan geometriaohjelmalla arvio pinta-alalle, kun osavilien
lukumééri on 100.

A =~ puolisuunnikassumma (36‘”2 ,—2,2, 100) ~ 98,89

Vastaus a) 4=115,26 b) A=99,41 c) A~98,89
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Funktion f(x)=x" kuvaajaja x -akseli rajaavat vililla [l, 2] alueen.
Pinta-alan tarkka arvo kuuden desimaalin tarkkuudella on 2,050446.

a) Tutkitaan geometriaohjelmalla, kuinka monta osavilid kdyttden
saadaan oikea arvio pinta-alalle kolmen desimaalin tarkkuudella
(A ~2,050), kun laskentapisteend kiytetddn osavilin
keskipistetta.

A, = puolisuunnikassumma(x L2, 10) 2,055
Ay, zpuolisuunnikassumma(x L2, 50) 2,051
Ay = puolisuunnikassumma(x L2, 90) 2,051
Ay, = puolisuunnikassumma(x L2, 94) 2,051
(x.1.2,95)~

4,5 = puolisuunnikassumma | x*, 1, 2, 95) = 2,050

b) Tutkitaan geometriaohjelmalla, kuinka monta osavilid kéyttden
saadaan oikea arvio pinta-alalle neljin desimaalin tarkkuudella
(A ~2,0504), kun laskentapisteend kaytetdén osavilin
keskipistetta.

A, ~ puolisuunnikassumma (x*, 1, 2, 50) ~ 2,0506
A5, ~ puolisuunnikassumma (x", 1, 2,150) ~ 2,0505
Ay zpuolisuunnikassumma(x L2, 300) 2,0505
Ay, ~ puolisuunnikassumma (x*, 1, 2, 350) ~ 2,0505
Ay, ~ puolisuunnikassumma (x*, 1,2, 357) ~ 2,0505

(x )=

A5, = puolisuunnikassumma (x*, 1, 2, 358 ) = 2,0504



Vastaus ) 95 ( Ay ~2,050) b) 358 (A ~2,0504)
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Aikavililla [0, 8] kuljettu matka on yhté suuri kuin funktion v
kuvaajan ja t-akselin rajaaman alueen pinta-ala. Lasketaan pinta-ala

puolisuunnikassidénnolla. Taulukosta ndhdéén, ettd osavélin pituus on
yksi ja osavilien lukuméara kahdeksan.

A%1'(%f(0)+f(1)+f(2)+f(3)+f(4)+f(5)+f(6)

+f(7)+%f(8))

:%-0,0+7,8+15,8+23,9+32,2+41,4+52,2+65,6+%-76,7

=277,25~=280

Vastaus 280 m
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Lasketaan aluksi puupinon poikkileikkauksen pinta-ala
puolisuunnikassidénnolla. Taulukosta ndhdéén, ettd osavélin pituus on
0,5 ja osavilien lukumééra kahdeksan.

A=0.5:C O+ 1.5+ D+ 1L5)+/ Q)+ [+ /()
+f(3,5)+%f(4))

:0,5-(%-1,15+1,25+1,30+1,25+1,35+1,25+1,20+1,10+%-1,05)

=49

Puupino on lierid, jonka pohjan ala on 4,9 m? ja korkeus 0,5 m, joten
tilavuus on

V=4h=4,9-0,5=2,45 (m’).

Pinon tilavuudesta puun osuudeksi arvioidaan noin 80 %, joten pinon
sisdltdmd puumaira on

0,80-7 =0,80-2,45=1,96 ~ 2 (m°)

Vastaus  n.2m’ (1,96 m®)



Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 15.3.2018

260

a) Funktion f(x)= Jx kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililld [0, 4]

alueen. Médritetdén puolisuunnikassdinndlla summalauseke,
jolla saadaan laskettua arvio alueen pinta-alalle. Yleisesti
puolisuunnikassdantd on muotoa

A, GG+ )+ £ ot f5,) 43 (5.

o 4-0 4 .. .
Osavilin pituus on nyt 4 = =—. Lisdksi x, =0,
non
4 4 4 4 42 4k
Xx=0+—=—, x,=—+—=——, x, = .
non n n n n

T&lloin puolisuunnikassédéntd voidaan kirjoittaa
summamerkinnin avulla muodossa

z%-(%f(o) Lrays Zf(—))

b) Arvioidaan alueen pinta-alaa summalausekkeen avulla, kun
osavilien lukuméiri on 10 ja 50.

Ao~ 15 (2f(0) Lras Zf(—)) 5,284...~5,28

50

50 2f(0)+ f(4)+2f(_)) 5,328...~5,33



)

Vastaus  a) 4, z%-(%f(0)+%f(4)+g‘f( »

b) 4, ~5,28, A, ~5,33
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a) Funktion f(x)=x”-3 kuvaajaja x -akseli rajaavat vililli [l, 3]

alueen. Osa pinta-alasta on x -akselin alapuolella, joten timé
huomioidaan laskemalla itseisarvot funktioiden arvoista.
Maédritetdén puolisuunnikassddnnolld summalauseke, jolla
saadaan laskettua arvio alueen pinta-alalle. Yleisesti
puolisuunnikasséénté on muotoa

~h( S+ )+ () + 4 (5, )+ f(x )

Osavilin pituus on nyt h=E 2 . Lisdksi x, =1,
n n
_1+£:2+1 x2—3+1+2:2+1,xk—%+1
n on n n o n n

Talloin puolisuunnikassidintd voidaan kirjoittaa
summamerkinnin avulla muodossa

n—1

4, ~—( |f(1)| —|f(3)| >

k=1

(—k+1)).

b) Arvioidaan alueen pinta-alaa summalausekkeen avulla, kun
osavilien lukumééré on 10 ja 50.

|f(1)| —|f(3)| Z ) =4,296... ~ 4,30

Ao~ 102

|f(1)| —|f(3)| (—§+1)):4,262...z4,26

50~ 502




Vastaus  a) 4, ~ (| FO+ —| f(3)| (—+1)

)

b) A, ~4,30, A, ~4,26
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_(b-a)- ")
12n°
missd [a, b] on tarkasteltava vili, n on osavilien lukuméérd, /" on

2

Lasketaan virheen suuruus virhekaavalla £, =

funktion f toinen derivaatta ja ¢ on jokin vilille |a, b[ kuuluva
luku.

a) Lasketaan funktion f(x)= %xz + 7x toinen derivaatta.
f'(x)=3x+7
f(x)=3
Talloin virheen suuruus kaytettdessd neljdd osavélid on

— 3-
PR
12-4



b) Lasketaan funktion f(x)=4x”>—x’ toinen derivaatta.

f'(x) =8x—-3x
f"(x)=8-6x

Jos tarkastellaan vain virheen suuruutta, voidaan maarittaa
milloin | f ”(t)| saa suurimman arvonsa. Télloin saadaan my0s

virheelle suurin mahdollinen arvio. Koska 7"(z) on
ensimmadisen asteen polynomifunktio, saa se kaikki arvot
paitepistearvojensa vililta tarkasteluvélilla [0, 4] . Télloin
f"(0)=8 ja f"(4)=-16, joten suurin arvo, minkd f”(t)| voi

saada, on 16.

Télloin virheen suuruus kiytettdessd kahdeksaa osavilid on

82

— 3 .
IE,|= ‘_MIS)J‘ ~1,3333..1,333.

Vastaus  a) —0,125 b) 1,3333...~ 1,333
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_(b-a)- ")
12n°
missd [a, b] on tarkasteltava vili, n on osavilien lukuméérd, /" on

Lasketaan virheen suuruus virhekaavalla £, =

2

funktion f toinen derivaatta ja ¢ on jokin vilille |a, b[ kuuluva
luku.

. | .
Lasketaan funktion f(x)=—=x" toinen derivaatta.
X

e
X

f"(x)= 2x7 = %
X

Suurin arvo, jonka f”'(x) voi vililld |1, 5[ saada on 2, kun x=1.

Lasketaan kuinka monta osavélid vdhintdéin tarvitaan, jotta virheen
itseisarvo on pienempi kuin 0,01.

— 3.
_w <0,01
12-n
1282 <0,01
12n

0,12n* -128>0



Ratkaistaan laskimella.
n<-32,659... tai n>32,659...

Osavilien lukumaéiré on positiivinen, joten virheen itseisarvo on
pienempi kuin 0,01, kun osavélien lukumééra on vihintéén 33.

Vastaus  vahintddn 33 osavilia
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Funktion f(x)=2" kuvaajaja x -akseli rajaavat vililla [l, 3] alueen.

Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin sddnnon
perusmuodolla eli osavélejd on kaksi. Yhden osavilin pituus on siis

n=22Lo1,

Lasketaan arvio pinta-alalle.

Az§4«fm+4ﬂm+f6»

=§~(2‘+4~22+23)

:%-(2+16+8)

26
3
=8,6606...~ 8,7

Vastaus A=87
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Funktion f(x)=+/x+1 kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililla [l, 4]

alueen. Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin sdénnén
perusmuodolla eli osavélejd on kaksi. Yhden osaviélin pituus on siis

4-1

h=——=—=1,5.

3
2
Lasketaan arvio pinta-alalle.

Az%-l,s-(f(1)+4f(2,5)+f(4))
=0,5-(v2+4-3,5+5)

=5,5667...~5,57

Vastaus A=5,57
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Funktion f(x)= 2 kuvaaja ja x -akseli rajaavat vlilld [2, 6]
X

alueen. Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin sddnnolla
kéayttden neljad osavélid. Yhden osavélin pituus on siis

hzgzl_
4

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A z%-1-(f(2)+4f(3)+2f(4)+4f(5)+f(6))
=3,3574...~3,36

Vastaus A=3,36
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a) Funktion f(x)=x"—x”—2x kuvaajaja x -akseli rajaavat vililli
[0,2] alueen. Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin
sadnnolla kdyttden neljad osavialid. Yhden osavilin pituus on siis
p=20 1 0,5.

4 2

Kuvan perusteella huomataan, ettd muodostuva alue on x -
akselin alapuolella, jolloin funktioiden arvoista pitdd laskea
itseisarvot pinta-alaa laskettaessa.

Y //
X
2 f1 0 3 4 5
[\
/ -2
Lasketaan arvio pinta-alalle.
11 1 3
Az;?(If(O)|+4f(5)+2|f(1)|+4f(5)+|f(2)|)
=l-(0+4-2+2-2+4-2+0)
6 8 8
_8_,2
3 3

=2,60666...~ 2,67



b) Simpsonin sddnnolld saatu pinta-alan arvio on sama kuin pinta-

alan tarkka arvo 2% .

Vastaus a) 4=2,67

b) Simpsonin sdédnnodlld saatu pinta-alan arvio on sama
kuin pinta-alan tarkka arvo.
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a) Funktion f(x)=sinx kuvaajaja x -akseli rajaavat vililla
[O, 27t] alueen. Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin
saannolld kayttden neljdd osavilid. Yhden osavilin pituus on siis
2n—-0

h= .
4 2

Kuvan perusteella huomataan, ettd osa muodostuvasta alueesta
on x -akselin alapuolella, jolloin funktioiden arvoista pitdd
laskea itseisarvot pinta-alaa laskettaessa.

y
—1
X
Tt Tt
-1
Lasketaan arvio pinta-alalle.
Il n T 3n
4 z53-(|f(0)|+4 f(E) +2|f(m)|+4 f(;) +|f2m))
:%-(0+4-1+2-0+4-1+0)
_Tg 4T
6 3



b) Lasketaan, kuinka monta prosenttia likiarvo eroaa oikeasta
arvosta 4.

4,2-4

-100% =5% (liian suuri)

Vastaus a) A~4,2

b) Arvio on 5% liian suuri.
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Funktion f kuvaajaja x -akseli rajaavat alueen vililld [l, 7] .

Lasketaan arvio pinta-alalle Simpsonin sdédnno6lla. Taulukosta
voidaan havaita, ettd osavilin pituus on 1 ja osavélien lukuméaara
on 6.

X 1 2 314 |5]|6 7
fx)|24127(23(15]|17]2,7]3,3

A~%-1~(f(1)+4f(2)+2f(3)+4f(4)+2f(5)+4f(6)+f(7))

:%-(2,4+4-2,7+2-2,3+4-1,5+2-1,7+4-2,7+3,3)

=13,7666...~13,8

Vastaus A=~13,8
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Annettujen pisteiden avulla voidaan laskea Simpsonin sdanndlld
pinta-ala, jonka rajaavat jirvi ja x -akselilla oleva tie vililld [0,10].

Kuvasta voidaan havaita, ettd osavilin pituus on 1 ja osavélien
lukumiéré on 10.

Az%-1~(f(0)+4f(1)+2f(2)+4f(3)+2f(4)+4f(5)+2f(6)
+4f(N)+21@)+4/(9)+ f(10))
:é-(2+4-2,2+2-3,8+4-4,4+2-5,6+4-5,9+2-6,2+4-6,6

+2:6,6+4-6,5+6,5)
=51,7666... (pinta-alayksikkod)

1 pinta-alayksikké =100m-100m =10000m* =1ha

Télloin alueen pinta-ala hehtaareina on

51,7666...-1ha =51,7666...ha = 52ha .

Vastaus A~52ha
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Aikavililla [0, 6] kuljettu matka on yhté suuri kuin funktion v

kuvaajan ja t-akselin rajaaman alueen pinta-ala. Lasketaan pinta-ala
Simpsonin sdannolld. Taulukosta ndhddén, ettd osavilin pituus on
yksi ja osavilien lukuméérd kuusi.

t(s) (O] 1 2 3 4 5 6
vim/s)| 0 | 7,8 |15,8(23,9(32,2|42,4|52,2

A~%-1~(f(0)+4f(1)+2f(2)+4f(3)+2f(4)+4f(5)+f(6))

:%-(0+4-7,8+2-15,8+4-23,9+2-32,2+4-42,4+52,2)

=148,2 =150

Vastaus 150 m
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a) Funktion f(x)=</x+1 kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililld
[O, 3] alueen. Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin

sadnnon perusmuodolla eli osavélejd on kaksi. Yhden osavélin
pituus on siis

p=2"9_3
2 2

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A2 (FO+470.5)+ FB)
=4,008...~4,01

b) Lasketaan, kuinka monta prosenttia likiarvo eroaa tarkasta
arvosta 33/4 —0,75.

334 -0,75-4,01
4,01

-100% = 0,0549...% ~ 0,05% (liian pieni)

Vastaus a) 4~4,01

b) Arvio on 0,05% liian pieni.
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Funktion f(x)=e" kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililla [0, 2]
alueen.

a) Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin sdannolla
kayttden kahta osavélid. Yhden osavélin pituus on siis

h=ﬂ=1_
2

Lasketaan arvio pinta-alalle.

y %1-( FO)+470)+ £(2))
= 6,4207...~ 6,42

b) Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin saanndlld
kéayttden neljad osavélid. Yhden osavélin pituus on siis

p=20 1 0,5.
4 2
Lasketaan arvio pinta-alalle.

A%.0,5.(f(o)+4f(o,5)+2~f(1)+4~f(1,5)+f(2))

=6,3912...~ 6,39

Vastaus a) A~6,42 b) 4~6,39
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a) Funktion f(x)= 1 kuvaaja ja x -akseli rajaavat valilld [1, 5]
X

alueen. Lasketaan arvio pinta-alalle Simpsonin sdédnnolla
kdyttien neljdd osavilid. Jactaan vili [1, 5] neljéén osaviliin,
jolloin osavélin pituus on

h=2"1o1.

Lasketaan arvio pinta-alalle.

Az%-1-(f(1)+4f(2)+2f(3)+4f(4)+f(5))
=1,6222...~1,62

b) Lasketaan, kuinka monta prosenttia likiarvo eroaa oikeasta
arvosta InS5.

1,62—In5

05 -100% = 0,656...% = 0,7% (liian suuri)
n

Vastaus a) 4~1,62

b) Arvio on 0,7 % liian suuri.
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Funktion f(x)=+/9-x" kuvaajaja x -akseli rajaavat vlilli [0, 3]

alueen.

y
— 9
//2 \\
/N
X
3 2 10 2 3 4
-1

a) Lasketaan arvio pinta-alalle Simpsonin sdénnolla kdyttden kuutta
osavilid. Lasketaan yhden osavélin pituus.

p30 s
6 2

Lasketaan arvio pinta-alalle.

A~ % 0,5-(f(0)+4/(0,5)+2f()+4f(1,5)+2f(2)

+4£(2,5+/3))
=6,9977...~ 6,998



b) Alkuperdisen funktion f(x) kuvaajaja x -akseli rajaavat vililld

[0,3] ympyrén (séde on 3) neljinneksen.

a-kohdan perusteella arvio tillaisen ympyrin pinta-alalle on siis
A, ~4-4~27,992.

Ympyrén, jonka sdde on kolme, pinta-alan tarkka arvo on
A=mr’=n-3"=9n.

Lasketaan, kuinka monta prosenttia likiarvo eroaa oikeasta
arvosta.

9nt—27,992
On

-100% =0,9985...% ~1,0%

Vastaus a) 4~6,998

b) A~27,992, arvio eroaa oikeasta pinta-alasta (97 )
noin 1,0%.
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Funktion f kuvaajaja x -akseli rajaavat alueen vililld [—1, 2].
Lasketaan arvio pinta-alalle Simpsonin sdédnno6lla. Taulukosta

voidaan havaita, ettd osavilin pituus on 0,5 ja osavélien lukuméari
on 6.

x | -1(-05 0 |05 1 |15 2
fx)|08(0,7]10(17]28]33]22

Az%-o,s-(f(—l)+4f(—0,5)+2f(0)+4f(0,5)

+2f(D)+47(1,5+ f(2)
=%-0,5-(0,8+4-0,7+2-1,0+4~l,7+2-2,8+4~3,3+2,2)

=5,5666...~ 5,6

Vastaus A=5,6
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Aikavililla [0, 6] auton nopeuden muutos on yhté suuri kuin

funktion @ kuvaajan ja t-akselin rajaaman alueen pinta-ala.
Lasketaan pinta-ala Simpsonin sddnno6lld. Taulukosta ndhddin, etti
osavilin pituus on yksi ja osavilien lukuméaéra kuusi.

A~%-1~(f(0)+4f(1)+2f(2)+4f(3)+2f(4)+4f(5)+f(6))

:%-(0+4-2,5+2-3,8+4-5,4+2-3,5+4-2,1+1,3)

=18,6333...~18,6

Vastaus  Nopeus muuttui 18,6 m/s (67,1 km/h).
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Funktion f(x)=xcosx kuvaajaja x -akseli rajaavat vélilla [—1, 3]

alueen. Lasketaan arvio alueen pinta-alalle Simpsonin sdédnnolla
kayttden neljda osavilid. Yhden osavilin pituus on siis

Kuvan perusteella huomataan, ettd osa muodostuvasta alueesta on x -
akselin alapuolella, jolloin funktioiden arvoista pitdd laskea
itseisarvot pinta-alaa laskettaessa.

y

‘ AN X,
\—1 1 \2 3

Lasketaan arvio pinta-alalle.

y z%.1.(|f(_1)|+4|f(0)|+2|f(1)|+4|f(2)|+|f(3)|)
=2,640...~2,6

Vastaus A=26
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Funktion f(x)= 1 kuvaaja ja x -akseli rajaavat valilld [1, 5] alueen.
X

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla arvio pinta-alalle kayttdmalla
Simpsonin sdantdd ja 20 osavélid. Jaetaan vili [1, 5]
kahteenkymmeneen osaviliin, jolloin yhden osavélin pituus on
5-1 4
d = =
20 20

2

Simpsonin sdéanndn mukainen arvio pinta-alalle on

Az%-0,2-(f(1)+4f(1+0,2)+2f(1+2-0,2)+...+4f(4,8)+f(5)).

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla osavilien paitepisteet,
osavilien alaindeksit, painokertoimet, summan termit ja pinta-alan
arvio.

®|A B © D E F I
1 1 0 1 1 1.609
2 12 1 4 3.333

3 1.4 2 2| 1.429

4 1.6 3 4 2.5

5 1.8 4 2 1.111

i 2% 5 4_ 21

7 2.2 6 2| 0.9091

8 2.4 7 4_ 1.667_

A2|=a]+0.2




& A B %
16 4 15 4 1.

17 4.2 16 2| 0.4762
e 4.4 17 4/ 0.9091|

19 4.6 18 2| 0.4348

20 4.8 19 4/ 0.8333

21 5 20 1 0.2

22

23 ]
< I ﬂw
D25

e B 1
1 1 0 1 1 1.609

2 1.2 1 4 3.333

3| 1.4 2 2| 1.429

4 1.6 3 4 2.5

5 1.8 4 2 1.111

6 2, 5 4 2.

7 2.2 6 2/ 0.9091

8 2.4 7 4 1.667 i

=

< I B

Bl—b]+1




—_

1.609

3.333

1.429
2.5

1.111

0.9091

NO L™ WIN|=2]O

AN SN IBSINIBS—

1.667

)

1.609

3.333

1.429
2.5

1.111

Ol MW IN|=|O

NEENIISEE NN N

0.9091

[




|

I

el &8 < P E _F &
1 1 0 1 1| 1.609

2 1.2 1 4 3.333

3 1.4 2 2| 1.429

4 1.6 3 4 2.5

5 1.8 4 2l 11

6 2. 5 4 2.

7 2.2 6 2| 0.9091

———— - — 3
E1 :%-0.2-sum(d1:d21)

Pinta-alan arvioksi saadaan 4 ~ 1,609 .

Vastaus A=1,609
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Funktion f(x)=e" kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililla [0, 2]

alueen.

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla arvio pinta-alalle kayttdmalla
Simpsonin sdéntod ja 40 osavélid. Lasketaan yhden osavélin pituus
a=2"9_2 _¢0s.

40 40

Simpsonin sddnndn mukainen arvio pinta-alalle on

Az%-0,05~(f(0)+4f(0,05)+2f(2~0,05)+...+4f(1,95)+f(2)).

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla osavilien paitepisteet,
osavilien alaindeksit, painokertoimet, summan termit ja pinta-alan
arvio.

A B & D E F [

1 0. 0 i 1] 6.389

:[ 005 1 4 4.205

3 0.1 2 2 221

XS 3 4 4647
5| 0. 4 2| 2.443

6| 025 5 4 5136

7 0.3 6 EY

8| 035 7 4 5.676

< I >
=a1+0.05




®A B ﬁ.
1 0. 0 1 1 6.389

2 0.05 1 4 4.205

3 0:1 2 2 2.21

4 0.15 3 4 4.647

5 0.2 4 2 2.443

6 0.25 5 4 5.136
|7 0.3 6 2 2.7

8 0.35 7 4 5.676

[ — 5
B2| =b1+1

®A B 1
1 0. 0 1 1 6.389

2 0.05 1 4 4.205

3 0:1 2 2 2.21

4 0.15 3 4 4.647

5 0.2 4 2 2.443

6 0.25 S 4 5136

17| 0.3 6 2 2.7

8 0.35 7 4 5.676 5
[ — 51
C2| :37(71)272




®|A D %-
1 0. 0 1 1. 6.389

2 0.05 1 4 4.205

3 0.1 2 2 2.21

4 0.15 3 4 4.647

5 0.2 4 2 2.443

6 0.25 5 4 5.136

7] 0.3 6 2 2.7

8 0.35 7 4 5.676 =
(<] I B
DI|—¢7- 4!

" D :
37 1.8 36 2 12.1

38 1.85 37 4 25.44

39 1.9 38 2 13.37

40 1.95 39 4 28.11

41 2. 40 1 7.389

42

43

44 4
(¢ I B




YA B c D E F 1
1 0. 0 1 1. 6.389
2 0.05 1 4 4.205

3 0.1 2 2 2.21

4 0.15 3 4 4.647

5 0.2 4 2 2.443

6 0.25 S 4 5136

7] 03 6 2 2.7

o0 2 s o
E1 :%'0.05- sum(d]:d4])

Pinta-alan arvioksi saadaan 4 ~ 6,389 .

Vastaus A=~6,389
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a) Funktion f(x)= Jx kuvaaja ja x -akseli rajaavat vililld [0, 4]

alueen. Médritetdén Simpsonin sdédnnolld summalauseke, jolla
saadaan laskettua arvio alueen pinta-alalle. Yleisesti Simpsonin
sddntd on muotoa

An z%h'(f(xo)"i_é"f(xl)—l'2f(xz)+"'+4f(xn1)+f(x"))'

o 4-0 4 . .
Osavilin pituus on nyt 4 = =—. Lisdksi x, =0,
non
4 4 4 4 42 4k
Xx=0+—=—, x,=—F+—=——, x, =—.
non n n n n

Vuorotteleva kerroin 4, 2, 4,... saadaan lausekkeesta 3 —(—1)*,
missid k=1,2,3,....

Télloin Simpsonin sdintd voidaan kirjoittaa summamerkinnén

avulla muodossa

4, z%-%-(f(owf<4)+"2(3—(—1)")-f(%).



b) Arvioidaan alueen pinta-alaa summalausekkeen avulla, kun
osavilien lukumééré on 10 ja 50.

4 ~§.E.(f(o)Jrf(4)+Z(3 =D")- f(—))
=5,312...~ 5,31
4k
~§.%.(f(o)Jrf(4)+Z(3 D) S
~5,331...~5,33
Vastaus a) 4 ~—-—- (f O+ s (4)"'”24(3 =D")-f (_))

b) 4,~5,31, 4, ~5,33
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-2’0
180n*
missd [a, b] on tarkasteltava vili, n on osavilien lukumérs, f

2

Lasketaan virheen suuruus virhekaavalla £, =

on funktion f neljds derivaatta ja ¢ on jokin vilille ]a, 5[ kuuluva
luku.

a) Lasketaan funktion f(x)=x’ —4x” +x+8 neljis derivaatta.

f'(x)=3x>-8x+1

f"(x)=6x-8
f(0)=6
fP(x)=0

Télloin virheen suuruus kiytettdessd kahta osavilid on

(4-07- /90 (4-07-0
2T 4 == 4 =0
180-2 180-2

Simpsonin sddannolld saadaan siis pinta-alan tarkka arvo.



b) Lasketaan funktion g(x)=6x”—x" neljis derivaatta.

g'(x)=12x—4x’
g"(x)=12-12x"
g"'(x)=-24x
g¥(x)=-24

Talloin virheen suuruus kaytettdessd neljdd osavélid on

-2 0

T 180-4°
45.(-24)

T 180-4°

=0,5333...~0,53.

Vastaus  a) 0 (Simpsonin sdédnndlld saadaan tarkka arvo.)

b) 0,53
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-2’0
180n*
missd [a, b] on tarkasteltava vili, n on osavilien lukumérs, f

2

Lasketaan virheen suuruus virhekaavalla £, =

on funktion f neljds derivaatta ja ¢ on jokin vilille ]a, 5[ kuuluva
luku.

. 1 . .
Lasketaan funktion f(x)=—=x"' neljis derivaatta.
X

f=—xt=——
X
f(x)=2x" = %
X

f!!!(x) — _6x74 — _i
X

4

[P (x)=24x" = %

Suurin arvo, jonka f(x) voi vililld ]I, 5[ saada on 24, kun x=1.



Lasketaan kuinka monta osavélid vdhintdén tarvitaan, jotta virheen
itseisarvo on pienempi kuin 0,01.

(5-1)°-24
18077

24576

180>

1,81n> —245,76 >0

<0,01

<0,01

Ratkaistaan laskimella.

n<-11,684... tai n>11,684...

Osavilien lukumadrd on positiivinen, joten virheen itseisarvo on
pienempi kuin 0,01, kun osavélien lukumédird on véhintdén 12.

Vastaus  vahintddn 12 osavilia
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b)

Sovelletaan suorakaidesddntod funktioon f(x)=sin Jx , kun

laskentapisteend kaytetddn osavilin keskipistettd. Kun vili

[0,4] jaetaan neljdn osaviliin, on yhden osavilin pituus
4-0

d=——-=1.
4

Lasketaan arvio médaritylle integraalille.

4

[sinx dx ~1-(£(0,5)+ £(1L.5)+ £(2.5)+ £ (3,5))

0

=3,545...%3,5

Sovelletaan Simpsonin sdéntéd funktioon f(x)= sin/x . Kun
vili [0, 4] jaetaan neljdin osaviliin, on yhden osavilin pituus

h:ﬂzl_
4

Lasketaan arvio médaritylle integraalille.

Jsinidy 31 (0 +4£ (D +2/Q) +47 () + f(4)

=3,399...~3,4

Vastaus  a) 3,5 b) 3.4
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a) Sovelletaan puolisuunnikassdintéa funktioon f(x)=2"+x.
Kun vili [—3, 0] jaetaan kolmeen osaviliin, on yhden osavilin

0-(3) _,
=,

pituus s =

Lasketaan arvio maarétylle integraalille.

0
. 1 1
I(2’ +x)dx ~ 1-(5f(—3)+f(—2)+f(—1)+§f(0))
-3
=-3,187...-3,2
b) Kuvaajan perusteella huomataan, ettd osa muodostuvasta

alueesta on x -akselin alapuolella. Tdlloin pinta-alaa laskettaessa
funktion arvoista pitdd méarittaa itseisarvot.

2‘;’/

/‘ -



Lasketaan arvio alueen pinta-alalle.

A~1 (%If(—3)| A4 +§|f(0>|)
=4,187...~4,2

Vastaus  a) —3,2 b) 4,2
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Sovelletaan puolisuunnikassdantdd funktioon
sin x

J(x)=1 x
1, kun x =0.

, kun x#0

Kun vili [0, 1] jaetaan viiteen osavdliin, on yhden osavélin pituus
5

h 0,2.

Lasketaan arvio maérétylle integraalille, kun siis f(0)=1.

[F@ &= 0.2:C O+ 0.2+ FO4)+ 10,6+ (0.8 +5-£(1)

=0,945...~ 0,95

Vastaus 0,95
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a) Madritetddn madratyn integraalin likiarvo Simpsonin sdannolla

kdyttden neljdd osavilid. Kun vili [0, 2] jactaan neljadn

osaviliin, on yhden osavilin pituus

p2702 05
4 4

Lasketaan arvio médaritylle integraalille.

j\/x3+1dxz%-0,5-(f(0)+4f(0,5)+2f(1)+4f(1,5)+f(2))

=3,2396...~ 3,240

b) Lasketaan madritty integraali laskimella.

2

I\/x3 +1dx=3,2413...~3,241

0

Lasketaan, kuinka monta prosentti a-kohdan arvio poikkeaa
laskimen antamasta likiarvosta.

3,241-3,240

100 % = 0,030... % = 0,03 %
3,241

Vastaus  a) 3,240 b) 3,241, ero 0,03 %
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a) Madritetddn madratyn integraalin likiarvo puolisuunnikas-

b)

sdannolla kdyttien kolmea osavilid. Kun vili [0, 3] jactaan

kolmeen osaviliin, on yhden osavilin pituus

h=201.
3

Lasketaan arvio médaritylle integraalille.
3

[ as1-E r@+ r+ F@+ LGN =125
x°+1 2 2

0

Lasketaan maarétty integraali laskimella.

3
j21 dx=1,249...%1,25
o X +1

Tulokset ovat kahden desimaalin tarkkuudella yhta suuret.

Vastaus  a) 1,25

b) 1,25 ; kahden desimaalin tarkkuudella tulokset ovat
yhté suuret.
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a) Lasketaan arvio méératylle integraalille Simpsonin sdannolla.
Taulukosta voidaan havaita, ettd osavilin pituus on 0,5 ja

osavilien lukuméaré on 6.

x | -1 |-05] 0 05| 1 |15] 2
fx) | 0,30 | 0,92 | 1,15 | 0,70 |-0,49[-2,21|-3,98

If(x)dxz%-0,5-(f(—1)+4f(—0,5)+2f(0)+4f(0,5)

+2f (D) +47(1,5)+f(2)

=§-O,5-(0,30+4-0,92+2-1,15+4-O,70

+2-(-0,49)+4-(-2,21)+(-3,98))
=-0,78666...~ 0,79



b) Taulukon funktion arvoista huomataan, ettd osa muodostuvasta
pinta-alasta sijaitsee x -akselin alapuolella. Pinta-alaa
laskettaessa Simpsonin sddnnolld tdima huomioidaan laskemalla
funktioiden arvojen itseisarvot.

1
A=-0.5- (/£ (=D|+4]/(=0,5)[+ 2| £ (0)|+4](0,5)|
2|/ (O] +4]£1,5)]+] )]
=%-0,5-(0,30+4~0,92+2-1,15+4-0,70

+2-0,49+4-2,21+3,98)
=3,81333...~ 3,81

Vastaus  a) —0,79

b) 3,81
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Lasketaan arvio mééritylle integraalille puolisuunnikassaannolla.
Taulukosta havaitaan, ettd osavilin pituus on 3 ja osédvilien
lukumééri on 8.

1% 1 1
ﬂlf(t)dt~£~3~(5f(0)+f(3)+f(6)+f(9)+f(12)+f(15)

+f(18)+f(21)+%f(24))

_3

24~(%'10,2+10,7+12,3+13,8+15,8+17,9+17,0

+15,5+%-14,2)

=14,4

Vastaus 14,4 °C
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a) Lasketaan arvio miiratylle integraalille Simpsonin sdanndlla
kéayttden neljad osavélid. Yhden osavélin pituus on siis

h:l_(_l)—gzo,s.
4

1

J.xcosxdx =%~O,5~(f(—1)+4f(—0,5)+2f(0)+4f(0,5)+f(1))

-1
=6,666...-107° = 0,0
b) Kuvan perusteella huomataan, ettd osa muodostuvasta alueesta

on x -akselin alapuolella, jolloin funktioiden arvoista pitdd
laskea itseisarvot pinta-alaa laskettaessa.

y

\ AW
N L\

Lasketaan arvio pinta-alalle.

y %.0, S-S (D] +4]£(=0,5)[+2| £ (O)]+ 4] (0.5)|+] /D))
=0,765...~ 0,8



¢) Kuvaajan ja x -akselin vilinen kokonaispinta-ala x -akselin
yldpuolella on likimain yhtd suuri kuin kuvaajan ja x -akselin
vélinen kokonaispinta-ala x -akselin alapuolella.

Vastaus

a) 0,0
b) 0,8

c¢) Kuvaajan ja x -akselin vélinen kokonaispinta-ala x -
akselin yldpuolella on likimain yhté suuri kuin kuvaajan
ja x -akselin vdlinen kokonaispinta-ala x -akselin
alapuolella.
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a)

b)
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Lasketaan arvio méarétylle integraalille puolisuunnikassaannolla
kéayttden neljad osavélid. Yhden osavélin pituus on siis

p="0_1
4 4

I | T o 3n. 1
{ cosxdx~ (2 f(0)+ [+ [(D)+ [+ /()
=0,00

Kuvan perusteella huomataan, etti osa (tasan puolet)
muodostuvasta alueesta on x -akselin alapuolella, jolloin
funktioiden arvoista pitdé laskea itseisarvot pinta-alaa
laskettaessa.

9
V4

\ g
0 n/\ T /2




Lasketaan arvio pinta-alalle.

T
jcosxdx
0

+

|
~Z'(E|f(0)|+

=1,896...~ 1,90

T T
SQHIS

Vastaus  a) 0,00

b) 1,90

+‘f<37")

+%|f(n)|)
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a) Sovelletaan suorakaidesdintod funktioon f(x)= lnl, kun
X

laskentapisteend kaytetddn osavilin keskipistettd. Kun vili

[0,5; 2] jactaan kolmeen osaviliin, on yhden osavilin pituus

2-0,5
=

d=

0,5.
Lasketaan arvio médaritylle integraalille.

2
jlnldxz(LS{](Q75)+](L25)+]KL75»
X
0,5
=-0,2475...~ —0,248
b) Kuvan perusteella huomataan, ettd osa muodostuvasta alueesta

on x -akselin alapuolella, jolloin funktioiden arvoista pitdd
laskea itseisarvot pinta-alaa laskettaessa.

_z\y




Lasketaan arvio pinta-alalle.

A=0,5-(f(0,75)]+|f(1,25)|+| £ (1,75)))
=0,5352...~ 0,535

Vastaus  a) —0,248 b) 0,535
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a) Madritetddn madratyn integraalin likiarvo Simpsonin sdannolla
kdyttden neljdd osavilid. Kun véli [-1,1] jactaan neljadn

osaviliin, on yhden osavilin pituus

p=l2CD 245
4

Lasketaan arvio médaritylle integraalille.

1

J‘e”‘2 dxz%-0,5-(f(—l)+4f(—0,5)+2f(0)+4f(0,5)+f(l))

-1

=1,49436...~1,4944

b) Lasketaan madritty integraali laskimella.

1
je*f dx =1,49364...~1,4936

-1

Lasketaan, kuinka monta prosenttia a-kohdan arvio poikkeaa
laskimen antamasta likiarvosta.

1,4944 -1,4936

100 % = 0,0535... % ~ 0,054 %
1,4944

Vastaus  a) 1,4944 b) 1,4936, ero 0,054 %
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Lasketaan integraalin tarkka arvo.

3 1 3
[—dr=/Inx=m3-In1=n3-0=In3
X 1

Lasketaan arvio médaritylle integraalille puolisuunnikassddnndlla
kayttden neljdad osavilid. Yhden osavilin pituus on siis

p=2"1_2_y5s.

4 4

[dr05:C W+ F0.9+fQ+ f2.5+ ()
=1,116666...~1,11667

Lasketaan, kuinka monta prosenttia likiarvo poikkeaa tarkasta
arvosta.

1,1667—-1n3

100 % =1,6436...% = 1,64 %
In3

Vastaus  Tarkka arvo In3. Likiarvo 1,11667 .
Suhteellinen virhe 1,64 %.
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Funktion f kuvaajan kaaren pituus vililla [a, b] on
b

_[ J1+ f'(x)* dx. Lasketaan funktion f(x)=Inx kuvaajan kaaren

pituus vililld [1, 2] arvioimalla mééréttyd integraalia

puolisuunnikassdédnnolld kdyttden neljad osavélid. Yhden osavilin
pituus on tilldin

n=2"11_¢0s.
4

Lasketaan funktion f derivaatta.
, 1
S ==
X

Merkitéén integroitavaa funktiota g(x).

g(x) =1+ f'(x)’



Tilldin funktion f kuvaajan kaaren pituus vililld [1, 2] on

2
J. 1+ ! dx = 0,25- (% g(h)+g(1,25)+ g(1,5) + g(1,75) + %g(2)
1

2
X

=1,2250... ~ 1,225.

Vastaus 1,225
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a) Lasketaan arvio méératylle integraalille Simpsonin sdannolla.
Taulukosta voidaan havaita, ettd osavilin pituus on 0,5 ja

osavilien lukuméaré on 6.

X -2 |-15( -1 |-05| O 0,5 1
f(x) 1-0,20|-0,05| 0,95 | 0,55 | 0,10 |—0,85|-1,25

If(x)dxz%-O,S-(f(—2)+4f(—l,5)+2f(—1)+4f(—0,5)

+21(0)+4/(0,5)+ (1)

:%o,s-(—0,20+4-(—o,05)+2-0,95+4-o,55

+2:0,10+4-(=0,85) + (~1,25))
=-0,125~-0,13



b) Taulukon funktion arvoista huomataan, ettd osa muodostuvasta
pinta-alasta sijaitsee x -akselin alapuolella. Pinta-alaa
laskettaessa Simpsonin sddnnolld tima huomioidaan laskemalla
funktioiden arvoista itseisarvot.

A z%-0,5-(|f(—2)|+4|f(—1,5)|+2|f(—1)|+4|f(—0,5)|
+2|£(0)|+ 4] £(0,5)|+| /D)
:é-o,s-(0,20+4-0,05+2-0,95+4.0,55

+2-0,10+4-0,85+1,25)
=1,55833...2 1,56

Vastaus  a) —0,13

b) 1,56
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a) Madritetddn Simpsonin sddnnolla summalauseke, jolla saadaan
laskettua arvio mééritylle integraalille, missd f(x) = Jx.
Yleisesti Simpsonin sdéntd on muotoa

%h-(f(xo)+4f(x1)+2f(xz)+---+4f(xn1)+f(xn))-

4-0

N

Osavilin pituus on nyt 4 = =—. Liséksi x, =0,
non
4 4 4 4 4.2 4k
=0+—=—, X, =—+—=—, x, =—.
n o n n n n n

Vuorotteleva kerroin 4, 2, 4,... saadaan lausekkeesta 3—(—1)*,
missid k=1,2,3,....

Talloin arvio méératylle integraalille Simpsonin sddnnolla
voidaan kirjoittaa summamerkinnén avulla muodossa

4 n—1

[x z—'—'(f(0)+f(4)+2(3 (D)f(—))

0



b) Arvioidaan miérdtyn integraalin arvoa summalausekkeen avulla,
kun osavilien lukumaéiré on 20.

[x ~§-5-<f<0)+f<4>+2(3 (1))f(—))

0

=5,32607...~ 5,326

Vastaus  a) _[\/— (f )+ 1 (4)+Z(3 =D f (—))

0

b) 5,326
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a) Madritetddn puolisuunnikassddannolld summalauseke, jolla
saadaan laskettua arvio méairétylle integraalille, missa

f(x)= 37 Yleisesti puolisuunnikassdantd on muotoa

h( JE)+f )+ () et f(x, )+ f(x ) -

Osavilin pituus on nyt 4 = =—. Lisdksi x, =0,
non
2 2 2 2 2.2 2k
=0+—=—, x,=—+—=—, x, =—.
non n n n n

Télloin arvio midratylle integraalille puolisuunnikassdannolla
voidaan kirjoittaa summamerkinnén avulla muodossa

2

[ a2 2 1043 1@+ 3 1),

0



b) Arvioidaan miératyn integraalin arvoa summalausekkeen avulla
kun osavilien lukumaéiré on 30.

{3- g (2f(0)+ L@+ Zﬂ—))

=0,842935...~0,8429

2

Vastaus  a) j3 (— fO)+=f(2)+ Zf (—))

0

b) 0,8429
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a) Osoitetaan, ettd jokaiselle kolmannen asteen polynomille p(x)
2
, 1
piitee [ p(x)dx = S [P +4p()+ p(2)].
0
Lasketaan aluksi méérétty integraali, kun
p(x)=ax’ +bx* +cx+d.
2
J.(ax3 +bx* +cx+d)dx
0
21
= {(Z
Yoo prilerian
4 3 2

ax’ +lbx3 +lcx2 + dx)
3 2

=4a+§b+2c+2d

Sievennetddn véitteen yhtdlon oikeaa puolta.

L[PO+4p)+ p2)
=%[d+4(a-13+b-12+c~1+d)+(a-23+b-22+c'2+d)]
:%[d+4a+4b+4c+4d+8a+4b+2c+d]
:§[12a+8b+6c+6d]

=4a+§b+20+2d



2
Télloin siis _[p(x) dx = %[p(O) +4p()+ p(2)].
0
b) Lasketaan edellisen kohdan perusteella médritty integraali

2
J.(x3+x2+x+l)dx:§[l+4(l3+12+1+l)+(23+22+2+1)]
0

:§[1+4-4+15]

=2 102
3 3

¢) Osoitetaan, ettd kaava ei pade esimerkiksi polynomille
p(x)=x".

%[p<0)+4p(1)+p(2>]

=§[04+4-1“+24]

20 32
= —F —
3 5



Kaava ei siis pade kaikille neljinnen asteen polynomeille.

Vastaus  a) On osoitettu viite todeksi.

b) 22 =102
3 3

¢) On osoitettu vaite todeksi.
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Aikavililla [0, 2] pallon lentiméa matka saadaan funktion v ja

t -akselin véliin jddvan alueen pinta-alan avulla. Lasketaan maarétty
integraali laskimella.

x=|v(t)dt

2
!
2
I\/v —2v,gtsina+g’t? dt
0
2
[720-2:20-9.81-1-5in35° + 9,817 -¢* dt
0
3

4,77471...~35

Vastaus 35m
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