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a)
fr(3) — f(3+h2_f(3)
TG
h

b) Sijoitetaan erotusosamiirin lausekkeeseen 4 =0,]1.

7oy = L0
BN

0,1
=0,28630...~ 0,286

Sijoitetaan erotusosaméérin lausekkeeseen 4 =-0,1.

f,(3):\/3—0,1—ﬁ

0,1
(195
0,1
=0,29112...~0,291
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a) Lasketaan erotusosaméddrin arvo kohdassa 0, kun /4 =0,1.

f'(0)=

SO+h) - 1(0)
h

£(0,1)— £(0)
0.1
201 _ 50
0,1
=0,7177...~0,72.

b) Lasketaan erotusosaméirin arvo kohdassa 0, kun 4 =0,01.

1(0) = f(0+h2—f(0)

_ f(0,0h) - £(0)
0,01

~ 9001 _ 50

-~ 0,01

=0,6955...~ 0,70.




c¢) Lasketaan erotusosamééréin arvo kohdassa 0, kun 42 =0,001.

f'(0)=
_ /(0,00 £(0)
0,001
20,001 _ 20
~ 0,001
= 0,6933... ~0,69.

fO+h)-7(0)
h

Lahimpénd derivaatan oikeaa likiarvoa oli tulos, joka saadaan
kun 4 =0,001.

Vastaus a) 0,72 b) 0,70 c¢) 0,69
Likiarvoista paras saadaan, kun 4 =0,001.
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a) Lasketaan erotusosaméddrin arvo kohdassa 1, kun 4 =0,01.

S =
_£0.0D- £

fa+m—-rd
h

0,01
_30.5+0,01-3/0,5
0,01

=0,52564...~0,526.

b) Lasketaan keskeisdifferenssin arvo kohdassa 1, kun 42 =0,01.

. SA+h)— f(1-h)
S'()= 7
_ f(1,01) - £(0,99)
- 0,02
~31,01-0,5-3/0,99-0,5
- 0,01
=0,52917... ~ 0,529.

Vastaus  a) 0,526 b) 0,529
Keskeisdifferenssilld saadaan parempi likiarvo.
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Muodostetaan keskeisdifferenssin lauseke kohdassa —2.

o SE2+h) - f(=2-h)
/'(=2)= 7

_sin(h—2)—sin(-h—2)
- 2h

Lasketaan keskeisdifferenssin arvo 4 :n arvoilla 0,1; 0,01; 0,001 ja
0,0001. Kéytetddn taulukkolaskentaohjelmaa.

A B
1 0,1 -0,41545
2 0,01 -0,41614
3 0,001 -0,41615
a 0,0001 -0,41615
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a) Nopeus on paikan derivaatta ajan suhteen: v = x'(¢). Pitda siis
madrittdd derivaatan x'(1,0) likiarvo. Valitaan 42 =0,5.

x(1,04+0,5)—x(1,0-0,5)
2-0,5

~ x(1,5)-x(0,5)

==

=0,55-0,06=0,49

xX'(1,0) =

b) Valitaan taas /£ =0,5, ja lasketaan derivaatan x'(2,5) likiarvo.

x(2,5+0,5)—x(2,5-0,5)
2-0,5

_ x(3,0)—x(2,0)

- 1

=2,27-1,00=1,27

x'(2,5) =

Vastaus  a) 0,49 m/s b) 1,27 m/s
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a) Kiihtyvyys on nopeuden derivaatta ajan suhteen: a =v'(¢). Pitda
siis madrittdd derivaatan v'(10) likiarvo. Lyhin aikojen vélinen
ero on 1, joten valitaan 4 =1.

v(10+1)—v(10-1)

V(10) = o
(1) = w(9)
B 2

=M=o’85

b) Valitaan taas 4 =1, ja lasketaan derivaatan v'(7) likiarvo.

v(7+1)—v(7-1)
2-1
_v(8)—v(6)
2
_16,4-13,9

V(7) =

=1,25

Vastaus  a) 0,85 m/s’ b) 1,25 m/s’
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a) Tangentin kulmakerroin on funktion f* derivaatan arvo

kohdassa x = 2. Lasketaan siis keskeisdifferenssin avulla
derivaatan f'(2) likiarvo, kdyttamalla 4 =0,01.

£(2+0,01)— £(2-0,01)
2.0,01
f(2,0) - £(1,99)
0,02
2,0110g22,01 -1, 9910g21,99
- 0,02
=2,000036... ~ 2,000

1'@)=

b) Suuntakulma saadaan tangentin kulmakertoimen avulla yhtdlosti

k =tanc.
a=tan"'k
=tan"'2

=063,4349...° = 63°

Vastaus  a) 2,000 b) 63°
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Téaytyy maddrittdd derivaatan »’(1) likiarvo. Valitaan 4 =0,25, ja
kiytetddn keskeisdifferenssid. Kuvaajan perusteella y(0,75) = 1,25
ja y(1,25)=0,75.

_ y(1+0,25) - y(1-0,25)
N 2.0,25

_ (1,25)- y(0,75)

- 0,5

. 0,75-1,25

0,5

Y@

=-1

Selvitetddn kaltevuuskulma tdmén arvion mukaisesti yhtalosti
k=tana.

a=tan'k
—tan '—1
= —45°

Vastaus —45°
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Maiiritetddn derivaatan f7(2) likiarvo erotusosaméérin avulla.
Valitaan 4 =0,0005.

112) = f(2+ hz - f(2)

_ f(240,0005) - £(2)

B 0,0005

_ f(2,0005) - f(2)

- 0,0005
_3,7458664 —3,7458053
B 0,0005
=0,1222

Vastaus 00,1222
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a) Lasketaan erotusosamiirin arvo kohdassa 2, kun 4 =0,01.

112 = f(2+h2 AC)

f(2+0,0)- £(2)
0.01
f(2,0)-1£(2)
0.01
2,012 27
T 001
= —0,42033... ~—0,42

b) Lasketaan erotusosaméérédn arvo kohdassa 2, kun 42 =-0,01.

fr(z) — f(2 + h]z — f(z)
_£2=0,0D- f(2)
-0,01

_,99)- /)
-0,01

1,997 27

~ 0,01

=-0,42625... 0,43

Vastaus a) —0,42 b) —0,43
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a) Lasketaan erotusosamadrian arvo kohdassa 0,5, kun 4 =0,01.

f(0,5+h)- £(0,5)

h
f(0,5+0,01)- £(0,5)
0,01
0,01

0,51%"" —0,5"""
- 0,01
=0,76998...~0,770

1'0,5)=

b) Lasketaan erotusosaméairian arvo kohdassa 0,5, kun 4 =-0,01.

0,5+ h)— (0,5
70,9~ LOSHD= 103
—0,01
— f(0749)_f(035)
-0,01
0 4_90,49‘*49 —0 50,5"*5
- 0,01
=0,77849...~0,778




¢) Lasketaan derivaatan likiarvo keskeisdifferenssilld, kun
h=0,01.

0.5) = £(0,5+h)— £(0,5—h)
2h
_ £(0,5+0,01)— £(0,5-0,01)
- 2.0,01
_ f(0,51) - (0,49)
- 0,02
0,51%°"" —0,49""
B 0,02
=0,74424... ~ 0,744

/

d) Laskin antaa kolmen desimaalin tarkkuudella derivaatalle arvon
0,744.

Vastaus  a) 0,770 b) 0,778 ¢) 0,744 d) 0,744
Keskeisdifferenssilld saatu likiarvo on sama kuin
laskimella saatu.
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a) Tangentin kulmakerroin on funktion f derivaatan arvo
kohdassa x =—1. Lasketaan siis keskeisdifferenssin avulla
derivaatan f'(—1) likiarvo, kdyttdmalld 4 :n arvoja 0,1; 0,01;
0,001 ja 0,0001. Kéytetddn taulukkolaskentaohjelmaa.

A B
1 0,1 0,535266
2 0,01 0,534086
3 0,001 0,534074
4 0,0001 0,534074

b) Suuntakulma saadaan tangentin kulmakertoimen avulla yhtilostéd
k =tana.

a=tan'k
=tan"'0,534074
=28,1055...°~ 28°



Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 15.3.2018

216

a) Nopeus on paikan derivaatta ajan suhteen: v = x'(¢). Pitdi siis
madrittdd derivaatan x'(2) likiarvo. Lyhin aikojen vélinen ero on
1 s, joten valitaan 4 =1.

x2+1)—x(2-1)
2-1
_x(3)—xd)
Si—
_28,8-3,2

X'(2) =

=12,8

b) Valitaan tdllé kertaa likiarvon x'(3,5) laskemiseksi 4 =0,5.

x(3,5+0,5) - x(3,5-0,5)
2-0,5

_x(4)—x(3)

-

=51,2-28,8=22,4

x'(3,5) =

Vastaus a) 12,8 m/s b) 22,4 m/s
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a) Kiihtyvyys on nopeuden derivaatta ajan suhteen: a =v'(¢). Pitda
siis madrittdd derivaatan v'(2) likiarvo. Lyhin aikojen vilinen
ero on 1 s, joten valitaan 4 =1. Muutetaan aluksi nopeudet v(3)
ja v(1) yksikkdon m/s.

¥(3) = 86 km/h = 861000 —-—— m/s
60 60
= 23,8888... m/s
~ 23,889 m/s

v(1) =28 km/h = % m/s

2

=7,7777... m/s
~ 7,778 m/s

Nyt voidaan laskea keskeisdifferenssilld derivaatan v'(2)
likiarvo.

v2+1)-v(2-1)
21

_v(3)—-v(d)

-

_ 23,889-7,778

2

V'(2) =

=8,0555~ 38,1



b) Valitaan taas s =1, ja lasketaan derivaatan v'(4) likiarvo.
Muutetaan aluksi nopeudet v(5) ja v(3) yksikkdon m/s.

v(5) =41,3888... m/s ~ 41,389 m/s
v(3) ~ 23,889 m/s

v(4+1)—v(4-1)

2-1
_v®)-vB)
Sl —
41,389 23,889
2

VI(4) =

=8,75~8,8

c) Valitaan taas s =1, ja lasketaan derivaatan v'(7) likiarvo.
Muutetaan aluksi nopeudet v(8) ja v(6) yksikkdon m/s.

V(8) = 76,6666... m/s ~ 76,667 m/s
W(6) =52,2222... m/s ~ 52,222 m/s

v(7+1)—v(7-1)
2-1

_v(®)—-v(6)

2

76,667 —52,222

2

V'(7) =

=12,2225~12,2

Vastaus  a) 8,1 m/s” b) 8,8 m/s” ¢) 12,2 m/s’
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Muodostetaan keskeisdifferenssin lauseke.

A CE A O]
f'@)= 7

32+h _ 32—/1

)

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla derivaatan likiarvo 4 :n
arvoilla 0,1; 0,01; 0,001; ... .

A B
1 0,1 9,907412...
2 0,01 9,887709...
3 0,001 9,887513...
a 0,0001 9,887511...

1E-08 9,887510...
9 1E-09 9,887511...
10 1E-10 9,887531...
11 1E-11 9,887735...
12 1E-12 9,888090...
13 1E-13 9,876544...
14 1E-14 9,947598...
15 1E-15 9,769963...

Niéyttdd olevan f7(2) ~9,88751.

Vastaus  f'(2)=9,88751
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Muodostetaan erotusosamairan lauseke.

1'(0,5) =

_sin(0,5+ &) —sin(0,5)
h

f(0,5+h)—- £(0,5)
h

Lasketaan taulukkolaskentaohjelmalla derivaatan likiarvo 4 :n
arvoilla 107,107, ... ,107"".

A B
p=0 0,001| 0,8773427029...
p=4 0,0001| 0,8775585892...
pP=5| 0,00001| 0,8775801647...
p=6 | 0,000001| 0,8775823222...
p=7 |0,0000001| 0,8775825372...
p=8 1E-08| 0,8775825622...
p=9 1E-09| 0,8775825067...
p=10 1E-10| 0,8775824512...

Derivaatan tarkka arvo on £'(0,5) =cos0,5=0,8775825619..., joten
lahimpéna tatd ndyttdisi olevan arvo p = 8. Tulos riippuu kuitenkin

laskennassa kaytetystd laskimesta, ja toisella menetelmailld tulokseksi
voisi saada esimerkiksi p=7 tai p=9.

Vastaus  Laskimesta riippuen vastaus saattaa olla esimerkiksi
p=7, p=8tai p=9.
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a) Sijoitetaan lausekkeeseen L(x) arvo x=§+10‘3". Lasketaan

lausekkeen arvot, kun n=1, 2, 3, 4, 5. Kéytetdin
taulukkolaskentaohjelmaa.

tanx—x/g

x_i
3

tan(§+10"3”)—\/§

L(x)=

i 5, T
e (e

tan(§+ 103”)— 3
107

L(x)
4,0069415620...
4,0000069275...
3,9999998869...
3,9999115131...
3,9968028887...

V| |W|IN (R[S

Saadut tulokset riippuvat kéytetystd laskentaohjelmasta.



T
tanx—\/g tanx—tang
= = on

T
X—— X——

3 3

b) Huomataan, ettd funktio L(x)=

funktion f(x)=tanx erotusosamédird kohdassa x = 3 Siis

1

cos’ =

= 4. Kun derivaatan likiarvoa

lim L(x) = f’(§j=

laskettaessa apupiste ldhenee tarpeeksi ldhelle laskentakohtaa,
tulokset alkavat epatarkentumaan. Kun apupiste on liian ldhella,
ei likiarvoja pystytd edes laskemaan.
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Funktio on pariton, jos sille pitee f(x)=—f(—x) kaikilla sen

madrittelyjoukon x :n arvoilla. Siis koska f(0) =—£(0), niin
£(0)=0. Médritetddn nyt sille erotusosaméérian arvo kohdassa 0.

1'(0)=

J(O+h)—- f(0)
h
S =10

h
J(h)

h

Maidritetddn seuraavaksi keskeisdifferenssin arvo kohdassa 0. Koska
funktio oli pariton, niin —f'(—h) = f(h).

: SO+h)-f(0-h)
f(0)= oy
_ S - f(=h)
2h
_ S+ fh)
2h
0
h

Koska erotusosamiirin ja keskeisdifferenssin lausekkeet ovat samat,
antavat ne samat likiarvot derivaatalle f'(0).
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a) Muodostetaan erotusosaméérin ja keskeisdifferenssin lausekkeet
kohdassa 0.

Erotusosamaara:

fr(()) - f(0+h2_f(0)

_JS()-f(0)
ok
_sin(1000000/) —sin 0
- h
_ sin(10000004)

h

Keskeisdifferenssi:

v S O+1) = f(0—h)
S(0)= 7
_ S~ f(=h)
2h
_ sin(1000000%) — sin(~1000000/)
2h




Lasketaan derivaatan likiarvot 4 :n arvoilla 107,107, ... 10™%.

erotusosamaara keskeisdifferenssi

h f(o) f(o)
0,1 0,35749... 0,35749...
0,01 -30,56144... -30,56144...
0,001 826,87954... 826,87954...
0,0001 -5063,65641... -5063,65641...
1E-05 -54402,11109... -54402,11109...
1E-06 841470,98481... 841470,98481...
1E-07 998334,16647... 998334,16647...
1E-08 999983,33342... 999983,33342...

b) Funktio on pariton, silld

£(x) = sin(1000000x) = —sin(—1000000x) = — £ (—x)

kaikilla x. Kuten tehtdvassd 221 osoitettiin, tilloin

erotusosamédrin ja keskeisdifferenssin lausekkeet ovat samat, ja
antavat samat likiarvot derivaatalle. a-kohdassa muodostettua
keskeisdifferenssin lauseketta voisikin sieventia vielad
pidemmille, jolloin selvdsti ndhdién, ettd se todellakin on sama
kuin erotusosamaééarinkin lauseke:

£10) = sin(1000000/) — sin(~1000000/)
2h
_ sin(1000000/) + sin(1000000/)
- 2h
_ sin(1000000/x)
h




c) Funktion f kuvaajan pisteen y -koordinaatti vaihtelee arvojen
—1 ja 1 vélilla vield hyvinkin 1dhelld kohtaa 0.

1:2

0.8
0.6
0.4

0:2

—2E- —J.5E-5 -1E —5E-6 5E-6 E-5 15E 2E-5
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a) Muodostetaan erotusosamééran lauseke kohdassa 0. Koska
lasketaan vasemmanpuoleista erotusosaméérid kohtaan 0,

kaytetddn 4 =-0,01.

710y = f(0+h2—f(0)
_f()-£(0)
h
_ f(=0,01) - £(0)
—0,01
_|-0.01]-o]
~ 0,01
0,01
0,01
=-1

b) Lasketaan oikeanpuoleinen erotusosamaira.

J'(0)=
_ (0,0~ 7(0)
0,01

0,01/ 0|

0,01

0,01

0,01

=1

SfO+h) - 1(0)
h




c) Lasketaan keskeisdifferenssilld derivaatan likiarvo kohdassa 0,
kun 4 =0,01.

oy~ SOFh) = f(0=h)
(0= 7

_ f(0+0,01)— £(0-0,01
- 2-0,01
_ J(0,0) - (=0,0)
- 0,02
0,01 —|-0,01]
0,02

=0

d) Itseisarvofunktio f(x)= |x| ei ole derivoituva kohdassa 0, joten

derivaattaa f'(0) ei ole midritelty.
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