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Lasketaan jakolaskut jakokulmassa.

a) 027
23/621
— 46
161
- 161
0

b) 027
23[629
46

169
161

8

621

Vastaus  a) 3

=27, jakojdédnnos 0

b) B 2723,Jak0Jaann058
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Lasketaan jakokulmassa.

2x—-5

3x+2|6x2-11x-10
—  6x%+4x

T —15x—-10

—  —15x-10

0

Vastaus 2x-5

19.3.2018
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Lasketaan jakokulmassa.

3xP+ x — 1

3 2 ‘\\,‘v
X423 +7x° + x=2 2 32
— 33X +6x7 %
x°
X+ x=2 =X
X
- x*+2x
rrer —x
~ 2 Z_
X
- - x-2
0

Vastaus  3x*+x—1
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Lasketaan polynomien jakolasku jakokulmassa.

2x° -6
3x* —5x+7 | 6x° —10x* +14x° —18x” +30x — 42

C o 6x 10X +14x° g”y;zz.\—}
ax°
—18x” +30x —42 1852
—  —18x* +30x—42 2\;; =-6

0

Vastaus 2x°—6
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Lasketaan polynomien jakolasku jakokulmassa.

a) x’ + 9
F+5|xt 114x’ 445 e
- Xt +5x2 X )
9x>  +45 ()L =9
—9x® 445 v

On jaollinen, koska jakojddnnos on 0.



b)

x’ - 2x +23
4
X2 4+2x-5]x" +14x7 +45 L:A\J
- x*+2xP =557 X
Iy
2% 41952 +45 X oy

— 22X’ —4x*+10x .

23x” .

23x* —10x +45 =23

—  23x*+46x-115
—56x+160

Ei ole jaollinen, koska jakojddnndkseksi saatiin —56x +160,
joka ei aina ole nolla.

Vastaus  a) On, koska jakojaannos on 0.

b) Ei ole, koska jakojddnnos —56x + 160 ei ole aina
nolla.
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Lasketaan polynomien jakolasku jakokulmassa.

3 -6 +7t—14 3¢ 3
t+2[3  —57 +9 t
- 3t +e6r s
-6t 5
—66° -5 +9 S
- =6’ 127
7t2 +9 l:’h
— TP +14t !
—14t+ 9 —14¢
——=—14
— —14r-28 p
37

Vastaus  Fi ole, koska jakojddnnds 37 #0.

19.3.2018
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P(x)=5x"-2x"+7, O(x)=x+1ja T(x)=x—1.

a) Jaetaan polynomi P polynomilla O jakokulmassa.

5 =7x + 7
x+1]5x° - 24 +7 X _ 52
—  5xX°+5x° X
-7x* +7 752 :
=—/X
- =T7x*=Tx X
Tx+7 7
— Tx+7 X _q
0 *

Jakojadnnokseksi saatiin 0, joten polynomi P on jaollinen
polynomilla Q.



b) Jaetaan polynomi P polynomilla 7' jakokulmassa.

5x2+3x +3
x—1|5x3—2x2 +7 X =552
5x —5x* X
3x2 +7 3x? .
=3x
3x? —3x X
3x+7 .
~ 3x-3 X _3

10

Jakojddnnokseksi saatiin 10 # 0, joten polynomi P eiole
jaollinen polynomilla 7 .

Vastaus  a) On, koska jakojdannos on 0.

b) Ei ole, koska jakojddnnos on 10 0.
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Jarjestetddn jaettavan ja jakajan termit laskevan eksponentin
mukaiseen jérjestykseen ja lasketaan jakolasku jakokulmassa.

45x* —15x — 64

3x2 +x+4[135x* — 27x*+72x
—  135x* +45x° +180x

—45x° —=207x* + 72x
—  —45x° — 15x* -60x

—192x% +132x
—  —192x*—64x-256
196x + 256

Vastaus  45x° —15x— 64 4 100X +250
3x"+x+4
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P(x)=6x"-12x>+a

a) Polynomi P on jaollinen polynomilla 2x+8, jos jaettavalla ja
jakajalla on sama nollakohta.

Maédritetdédn jakajan nollakohta:

2x+8=0
2x =-8
x=-4

Jakajan nollakohdan x = -4 tulee siis olla my0s jaettavan
polynomin P nollakohta.

P(-4)=0
6-(~4) —12-(-4) +a =0
—384-192+a =0

a=576



b) Polynomi P on jaollinen polynomilla 3x —6, jos jaettavalla ja
jakajalla on sama nollakohta.

Maédritetdédn jakajan nollakohta:

3x-6=0
3x=6
x=2

Jakajan nollakohdan x =2 tulee siis olla myds jaettavan
polynomin P nollakohta.

P(2)=0
6-2°-12-2>+a=0
48—-48+a=0
a=0

Vastaus a) a=>576 b) a=0
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a) Sievennetddn lauseke jakokulman avulla.

—x* —x’ -1
—x*+1] x° -1
- x° —x'
—x* -1
- =X —x’
x’ -1
- X -1
0

Lasketaan raja-arvo.

6

lim > _21 —lim (—x*—x’—-D)=—1"-12-1=-3
x~>11_x x—1



b) Sievennetdén lauseke jakokulman avulla.

3
x> —4|3x% +6x—24
- 3 ~12
6x —12

Lasketaan raja-arvo.

2
lim 3x +26x 24 ~lim (3+ 6x2 12)
x—2 x° -4 X2 x° =

~lim (34232
=20 (x+2)(x—2)

)

)

=lim 3+
x—2 (x + 2)

Vastaus a) -3 b) 4—
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Lasketaan jakolasku jakokulmassa.

3x7+2x — 4
2x-3|6x’ —5x* —14x+12
—  6x’—9x’
4x* —14x+12
—  4x* - 6x
—-8x+12
- =8x+12

0

Vastaus 3x°+2x—4
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a) Lasketaan jakolasku jakokulmassa.

3x? -1
2x P +5|6x° -2x'+ x* -5
- 6x° +15x2
—2x*—14x* -5
- =2x -5

—14x°

Ei ole jaollinen, koska jakojidinnds —14x> ei ole aina nolla.



b) Lasketaan jakolasku jakokulmassa.

6x' —6x° +4x* +5x +5

x—l|6x5 —-2x° +x° -5
6x° —6x"
6x* —2x + x° -5
- 6x'-6x
4x’ +x° -5
4x° —4x®
5x° -5
—  5x-5x
5x =5
- 5x-5
0

On jaollinen, koska jakojddnnos on 0.



c) Lasketaan jakolasku jakokulmassa.

x° —lx3+lx2 —é

3 6 6

6|6x° 22X+ x? -5
- 6x°

-2x°+ X -5

- =2x -5

x’ -5

-5

- -3

0

On jaollinen (jokainen polynomi on jaollinen milld tahansa
nollasta eroavalla vakiolla).

Vastaus  a) Ei ole, koska jakojdannds —14x” ei ole aina nolla.
b) On, koska jakojdannds on 0.

¢) On, koska jakojaannds on 0.
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a) Lasketaan polynomien jakolasku jakokulmassa.

—x?=2x+1
—x+2| x° -5x+4
- X =2
2x* —5x+4
—  2x"—4x

- x+4
- = x+2
2

b) Lasketaan polynomien jakolasku jakokulmassa.

4x° +7x
2x*—5|8x° - 6x° +9
—  8x —20x°
14x° +9
— 14x° —35x

35x+9

Vastaus  a) —x" —2x+1+
2—x
35x+9

b) 4x’ +7x+ 5
2x° -5
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Ratkaistaan polynomin P lauseke jakoyhtdlon avulla.

jaettava = osamaiiri - jakaja + jakojaannos
P(x)=(7x>—8)-(x>+2)+19
=7x" +14x* —8x* -16+19

=7x" +6x*+3

Vastaus  P(x)=7x*+6x" +3
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P(x)=42x" +ax’ +23x -3

Polynomi P on jaollinen polynomilla 7x —1, jos jaettavalla ja
jakajalla on sama nollakohta. Mééritetdén jakajan nollakohta:

Tx-1=0
Tx=1

xX==

7

Jakajan nollakohdan x :% tulee siis olla my0s jaettavan polynomin

P nollakohta.

3 2
42 - l} +a- 1 +23- 1 -3=0
7 7 7
(7
@ +%+§—3=0
7 7 7
%+%+2—3—3=0 .49
77 7
6+a+7-23-49-3=0
a=147-6-161
a=147-167

a=-20

Vastaus a=-20
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Tutkitaan polynomien jakolaskua jakokulmassa.

2015 2013 2011

t T e
=1 +1+1
12017 _ t2015
P +r+1
(2015 _ 42013
" +1+1
_ P poon
" +1+1
£ +t+1
- 7 —t
2t+1

Vastaus 2t+1
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Lasketaan jakolasku jakokulmassa.

2x? +1

4x2—x+2|8x4—2x3+8x2+ax+b

8x* —2x° +4x?

4x* +ax+b
4x* — x+2
(a+D)x+b-2

Koska jako menee tasan, niin jakojdédnnoksen on oltava nolla
kaikilla x.

Siis
(a+Dx+b-2=0
(a+D)x+b-2=0x+0
a+1=0 ja »-2=0
a=-1 ja b=2

Vastaus a=-1 ja b=2
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Lasketaan jakolasku jakokulmassa.

5x +2y +1 15x2
— =5x
3x—7y|15x —14)* —29xy +3x—Ty 3y
— 15x° —35xy ;
X —14y-°
—14y° +6xy +3x-7y 7 =2y

f— 1‘

—  —14y® +6xy i
3x-Ty 3;\’:]

- 3x-Ty 3x

0

Vastaus  Sx+2y+1
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a)

Tekija e Pitkd matematiikka 12 e

Sievennetddn lauseke jakokulman avulla.

3x? -5
2x+6|6x° +18x> —10x—30
—  6x +18x7
—-10x-30
- —-10x-30

0
Lasketaan raja-arvo.

. 6x +18x*=10x-30
lim =
>3 2x+6

lim (3x° -5)
=3-(-3)’-5
=27-5

=22

19.3.2018



b) Sievennetdén lauseke jakokulman avulla.

7x* +3x

X%+ x | 7x* +10x7 +3x7

7xt + 7x°

3x° +3x?
— 3x% +3x7

0

Lasketaan raja-arvo.

i 7x* +10x° +3x2

im > =lim (7x” +3x)
x—-—1 X +x x—>-1

=7-(=17 +3-(-1)
=7-3
=4

Vastaus a) 22 b) 4
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Koska raja-arvo mééritetdan jakajan nollakohdassa, on tuon
nollakohdan x =2 oltava myos jaettavan nollakohta, jotta raja-
arvo olisi olemassa.

Jakajan nollakohdan x =2 tulee siis olla my0s jaettavan
polynomin P nollakohta.

P(2)=0
6-2"—a=0
a=6-16
a=96
4 J—
Sijoitetaan a =96 ja lasketaan jakolasku %
x —
jakokulman avulla.
6x” +24
X’ —4]6x* ~96
- 6x' —24x
24x? -96
—-  24x° -96
0
Lasketaan raja-arvo.
4
lim u=lim (6x> +24)=6-2"+24=24+24=48

x—2 x2 — 4 x—2



b) Koska raja-arvo méiéritetddn jakajan nollakohdassa, on tuon
nollakohdan x =3 oltava myos jaettavan nollakohta, jotta raja-
arvo olisi olemassa.

Jakajan nollakohdan x =3 tulee siis olla my0s jaettavan
polynomin P nollakohta.

P(3)=0
12:3+3a=0
12-27+3a=0
4.-27+a=0
a=-108
Sijoitetaan a =-108 ja lasketaan jakolasku 12;#

jakokulman avulla.

12x
-9 |12x° ~108
- 12 —108
0
Lasketaan raja-arvo.
3
lim 225 7198 i 1202123236
x—3 X _9 x—3
4
Vastaus  a) a =96, lim M =48
x—2 X _4
12x*-108

b) a=-108, lgg R

36
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a) Polynomilla P(x)=23x"-6x"—15x+18 on tekijini
x+1=x—(-1) tdsmélleen silloin, kun polynomin P
nollakohta on —1. Lasketaan P(-1).

P(-1)=3-(=1)’=6-(-1)> =15-(-1) +18
=-3-6+15+18
=24+0

Koska x=-1 eiolepolynomin P nollakohta, niin x+1 ei
ole polynomin P tekijé.

b) Polynomilla P(x)=3x>—-6x"—15x+18 on tekijini
4x—12 =4(x—3) tdsmilleen silloin, kun polynomin P
nollakohta on 3. Lasketaan P(3).

P3)=3-3-6-3>-15-3+18
=81-54-45+18
=0

Koska x =3 onpolynomin P nollakohta, niin 4x—12 on
polynomin P tekija.

Vastaus  a)eiole b) on
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Jaetaan polynomi A(x) jakokulmassa tekijilld x*+3.

2x* 32
x> +3|2x* —26x" - 96
- 2x'+ 6x°
-32x*-96
~  =32x*-96

0

Siis A(x) = (x> +3)(2x*> —32). Osamiiriksi saatiin toisen asteen

polynomi 2x° —32, joka on myds polynomin A(x) tekiji. Jaetaan

2x*=32=0
x*=16=0
x* =16
x=14

Esitetddn polynomi A(x) tulomuodossa.

A(x) = (x> +3)(2x> = 32)
=(x*+3)-2(x—4)(x+4)

Vastaus  A(x) =2(x+4)(x —4)(x* +3)
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Polynomilla P on nollakohta x =4, joten x—4 on polynomin
P tekija.

Jaetaan polynomi P jakokulmassa tekijalld x—4.

3x* +9x — 54
x—4|3x" —3x* -90x +216
— 3x’-12x7
9x> —90x+216
—~  9x*-36x
—54x+216
-  —=54x+216

0
Siis P(x) = (x—4)(3x* +9x —54).
Jaetaan tekiji 3x” +9x —54 tekijdihin nollakohtiensa avulla.

3x°+9x-54=0

9+./9°—4.3.(=54)
- 2-1
94729
===

9427

2
x=—-6 tai x=3

X




Esitetddn polynomi P(x) tulomuodossa.

P(x)=(x—4)(3x* +9x —54)
=(x—4)-3-(x=3)(x+6)
=3(x-3)(x—4)(x+6)

Vastaus  P(x)=3(x-3)(x—4)(x+6)
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a) A(x)=9x’ —48x>+99x -84 ja B(x)=3x-7.

Jaetaan polynomi A4 jakokulmassa polynomilla B.

3x* - 9x +12
3x—7|9x> —48x> +99x — 84
- 9x’ 21X’
—27x* +99x — 84
— = 27x*+63x
36x -84
- 36x-84

0

Siis A(x)=(3x* —9x+12)(3x—7)+0=(3x> = 9x +12)(3x - 7).



b) A(x)=9x’ —48x*+99x -84 ja B(x)=3x-4.
Jaetaan polynomi A4 jakokulmassa polynomilla B.

3x* = 12x +17
3x—4|9x’ —48x” +99x — 84
— 9x’ —12x°

—-36x" +99x — 84

— = 36x" +48x
51x—-84
- 51x-68
-16

Siis A(x) = (3x> - 12x +17)(3x - 4) - 16.

Vastaus  a) A(x)=(3x>-9x+12)(3x-7)

b) A(x)=(3x*-12x+17)(3x—4)-16
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Koska polynomilla P on nollakohta —7, niin silld on tekija
x—(-T)=x+17.

Koska polynomilla P on kaksinkertainen nollakohta 2, niin silld
on tekiji (x—2)(x—2)=(x—-2)".

Kolmannen asteen polynomilla on korkeintaan kolme ensimmadisen
asteen tekijad, joten polynomilla P ei ole edellé olevien lisdksi
muita tekijoitd.

P(x)=a(x+7)(x-2)

Kerroin a saadaan médritettyd tiedon P(1)=-16 avulla.

P(1)=-16
a(1+7)(1-2)" =-16
a-8-(-1) =-16
8a=-16

a=-2

Siis P(x)=-2(x+7)(x—2)" =-2x" —6x" +48x —56.

Vastaus  P(x)=-2x"—6x" +48x—-56 (= 2(x-2)*(x+7))
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Koska polynomilla A4 on viisinkertainen nollakohta —2 , niin silld
on tekiji (x—(=2))’ =(x+2)’.

Viidennen asteen polynomilla on korkeintaan viisi ensimmaéisen
asteen tekijad, joten polynomilla A4 ei ole edelld olevien lisdksi
muita tekijoitd.

A(x)=a(x+2)

Kerroin a saadaan médritettyd tiedon A(—4)=32 avulla.

A(—4) =32
a(-4+2)’ =32
a-(-2)° =32
—32a =32
a=-1

Siis A(x)=—(x+2)’ =—x"—10x* —40x’ —80x” —80x —32.

Vastaus  A(x)=-x"—10x* —40x’ —80x> —80x —32 (= —(x +2)°)
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Osoitetaan, ettd polynomilla Q(x)=x"+x*+x’+x* +4x+4 on
tdsmalleen yksi ensimmaisen asteen tekijé.

Jaetaan polynomi tekijoihin ryhmittelemalla.

Ox)=x"+x"+x" +x’ +4x+4
=x"(x+ D)+ x*(x+ 1) +4(x+1)

=(x+D)(x*+x* +4)
Polynomia x*+x*+4 ei voi jakaa tekijdihin, koska silld ei ole
nollakohtia.

Siis polynomilla Q on tdsméilleen yksi ensimmaéisen
asteen tekija. o

Vastaus  On osoitettu, ettd polynomilla Q on tdsmilleen yksi
ensimmadisen asteen tekija.
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a) Kunpolynomi P(x)=4x’—7x>+9 jaetaan binomilla x -3,
on jakojddnnds P(3).

P()=4-3 7.3 +9=54
b) Kunpolynomi P(x)=4x"—7x*+9 jaetaan binomilla x+2,
on jakojddnnds P(-2).

P(-2)=4-(=2)*=7-(-2)* +9 =51

Vastaus  a) 54 b) —51
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Jos polynomilla ei ole ensimmaéisen asteen tekijia, silld ei voi olla
myo6skadn nollakohtia.

Keksitdén siis esimerkkejé sellaisista neljinnen asteen polynomeista,
joilla ei ole nollakohtia.

Esimerkiksi: (P +1)’ =x"+2x" +1 tai
(X +2)R2x*+D)=2x"+5x*+2 tai

xt+1 jne.

Vastaus  Esimerkiksi (x* +1)* = x* +2x” +1.
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a) Jos x=1 onpolynomin P(x)=ax’+x’+26x—15
nollakohta, niin

P(1)=0
a-’+1>+26-1-15=0
a+1+26-15=0
a+12=0

a=-12

b) Koska polynomin P(x)=-12x" + x> +26x—15 eris
nollakohta on x =1, on silld tekijd x—1.

Jaetaan polynomi P polynomilla x—1 jakokulmassa.

—12x* —11x +15
x—1[-12x+ x*+26x-15
—  —12x*+12x7
—11x* +26x—15
- —1lx*+1lx

I5x-15
- 15x-15
0




Jaetaan vield osamaérdksi saatu toisen asteen polynomi

—12x* =11x+15=0
o 11+ 4(-11)> —4-(=12)-15

2-(-12)
1144841 11429
24 24
18 3 . 5
X=——=— tal xX=——=——
24 4 24 3

Siis
2 5 3
—12x" —11x+15=-12(x— (—5))(x —Z)

= —3-4'(x+§)(x—%)
=—3x+5)(4x-3).

P(x)=-12x" +x* +26x 15
= (—-12x* = 11x +15)(x - 1)
=—(3x+5)(4x-3)(x-1)

Vastaus a) a=-12 b) P(x)=—3x+5)(4x-3)(x-1)
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a) Polynomilla P(x)=5x"-17x" +39x”> —85x + 70 on tekijini

x —3 tidsmalleen silloin, kun polynomin P nollakohta on 3.
Lasketaan P(3).

P(3)=5-3"-17-3'+39-3*-85-3+70
=405-17-3°+13-3°-255+70
=150-4-3+70
=220-108
=112#0

Koska x =3 eiolepolynomin P nollakohta, niin x—-3 ei
ole polynomin tekija.

b) Polynomilla P(x)=5x"—17x" +39x> —85x + 70 on tekijini
2x—4=2(x—-2) tidsmilleen silloin, kun polynomin P
nollakohta on 2. Lasketaan P(2).

P(2)=5-2"-17-2°+39-2° -85-2+70
=5-16-17-8+39-4-170+70
=80-136+156—170+70
=80+20-100
=100-100
=0

Koska x =2 onpolynomin P nollakohta, niin
2(x—2)=2x—-4 on polynomin tekija.



c¢) Koska jakajalla ei ole nollakohtaa, tutkitaan jaollisuutta
jakamalla polynomi P jakokulmassa polynomilla x° +5

5x°=17x+14
x> +5]5x* —17x> +39x* —85x + 70
- 5yt +25x°
—17x> +14x* —85x +70
- —17x —85x
14x° +70
—  14x° +70

0

Koska jakolasku meni tasan, on polynomi P jaollinen
polynomilla x* +5.

Vastaus  a)eiole
b) on

c) on
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Polynomilla P on nollakohta x =-3,joten x—(-3)=x+3 on
polynomin P tekiji.

Jaetaan polynomi P jakokulmassa tekijalld x+3.

6x° —37x+45
x+3]6x° —19x% —66x+135
— 6x° +18x7
—37x% —66x +135
- =37x" -111x
45x +135
—  45x+135

0

nollakohtien avulla.

6x*—37x+45=0
x_37i\/(—37)2—4-6-45

2-6
_37i\/289
12
_37il7
12
54 9 . 20 5
X=—=— ta1 xX=—=—
12 2 1 3



Siis

6x° —37x+45=6-(x—§)(x—%)

5 9
= 2 . 3 (A x—Nx ——
( 3)( 2)
=(3x-5(2x-9).
Kirjoitetaan polynomi P tulomuodossa.

P(x)=(6x"—37x+45)(x+3)
=(3x-5)(2x-9)(x+3)

Vastaus  P(x)=(3x-52x-9)(x+3)
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Koska polynomilla P on nollakohta -1, niin silld on tekija
x—(-1)=x+1.

Koska polynomilla P on nollakohta —% , niin silld on tekija

1 1
x—(—=)=x+—.
( 2) 2

Koska polynomilla P on kolminkertainen nollakohta 2, niin silla
on tekiji (x—2)°.

Viidennen asteen polynomilla on korkeintaan viisi ensimmaéisen
asteen tekijad, joten polynomilla P ei ole edellé olevien lisdksi
muita tekijoita.

P(x)=a(x+1)(x+ %)(x - 2)3

Kerroin a saadaan mééritettyd tiedon P(1)=-18 avulla.

P(1)=-18

a(1+1)1 +%)(1 ~2) =-18

3
2.2 (=1)=-18
a 2( )

—3a=-18
a==6



Télloin polynomin P lauseke on

P(x)=6(x+1)(x+ %)(x -2y

=3(x+1)-2(x+ %)(x -2y

=3(x+DQ2x+1)(x-2)°
=6x° —27x* +21x°> +42x* —36x - 24

Vastaus  P(x)=6x" —27x" +21x° +42x° —36x —24
(=3(x+D2x+1)(x-2))
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Jos x+2=x-(-2) onpolynomin P(x)=3x"+ax—18 tekiji,
niin
x =—2 on polynomin nollakohta.

P(-2)=0
3-(=2) +a-(-2)-18=0
—24-2a-18=0
—2a=42
a=-21

Siis P(x)=3x"-21x-18.
Jaetaan polynomi P polynomilla x+2 jakokulmassa.

3x*—6x -9

x+2|3x° -21x-18
—  3x’+6x°

—6x° -21x—18

—  —6x"—12x
—9x—18
- —9x-18
0




Jaetaan vield osamaérdksi saatu toisen asteen polynomi
3x* —6x —9 tekijdihin nollakohtien avulla.

3x2-6x-9=0
x2-2x-3=0

x_—(—2)i\/(—2)2—4-1-(—3) 244
2.1 2
x=-1tai x=3

Kirjoitetaan polynomi P tulomuodossa.

P(x)=3x"-21x-18
=(x+2)(3x* - 6x-9)
=3(x+2)(x* -2x-3)
=3(x+2)(x=3)(x+1)

Vastaus a=-21, P(x)=3(x+2)(x-3)(x+1)
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a) Jotta polynomi A(x) voidaan esittdd jakoyhtidlona
A(x)=Q(x)B(x)+ R(x), on polynomi A(x) jaettava
polynomilla B(x)=2x+9 jakokulmassa.

2x° —-4x + 6
2x+9 | 4x* +18x° —8x> — 24x + 54
—  4x*+18x°
—8x> —24x+54
—  —8x*-36x
12x+ 54
- 12x+54

0

Talldin  A(x) = (2x° —4x+6)(2x+9).



b) Jaetaan polynomi A(x) polynomilla B(x)=2x"+5
jakokulmassa.
2x> +9x -9

2x2 +5|4x* +18x° —8x* —24x + 54
— 4y +10x?
18x* —18x* —24x +54
— 18x° +45x
—18x* —69x + 54
- —18x? —-45
—69x+99

Tallsin A(x) = (2x% +9x — 9)(2x> + 5) + (=69x + 99).



c) Josjakojddnnos R(x)=54x+74,niin

A(x) = Q(x)B(x) + R(x)
O(x)B(x) = A(x) — R(x)
=4x* +18x" —8x% —24x + 54 — (S4x + 74)
=4x* +18x* —8x* —78x—20

Jos B(x) on mikd tahansa toisen asteen polynomi, niin myods
O(x) on toisen asteen polynomi.

toiminnolla (factor()).

O(x)B(x) =4x* +18x” —8x* —78x —20
=(4x" +2x-20)(x* +4x+1)

Siis esimerkiksi
A(x) = (4x> +2x —=20)(x* +4x + 1)+ (54x +74).

Vastaus  a) A(x)=(2x’ —4x+6)(2x+9)
b) A(x)=(2x" +9x—9)(2x* +5) + (—69x + 99)

c¢) Esimerkiksi
A(x) = (4" +2x =20)(x* +4x + 1)+ (54x + 74)
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Jaetaan polynomi A(x) jakokulmassa polynomilla B(x).

x + 4

2x2—7x+3|2x3+ x*+ax+b
2x° —7x% +3x
8x* +(a-3)x+b
— 8x’—28x+12
(a+25)x+b-12

Jotta jakolasku menisi tasan, jakojddnnoksen (a+25)x+b—-12 on
oltava nolla kaikilla x, eli jakojdénndspolynomin (a+25)x+5b—12
on oltava nollapolynomi Ox + 0. Kertoimien a+25 ja b—12
tulee siis ollanolliaeli a=-25 ja b=12.

Vastaus a=-25jab=12
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Erotetaan ensin x yhteiseksi tekijiksi.

P(x)=x"—15x" +10x* + 24x = x(x* —15x% +10x + 24)

Kokeilemalla huomataan, ettdi x =—1 on polynomin
x* —15x" +10x +24 eris nollakohta. T#lldin polynomin tekijini on
x—(-1)=x+1.

Jaetaan polynomi x* —15x”+10x+24 polynomilla x +1
jakokulmassa.

Siis

X' —x?—14x+24

x+1]x* —15x* +10x+24

4 3
- X +Xx

—x*=15x* +10x +24

- =x’=x
—14x* +10x +24
—  —l4x’* —14x
24x+24
- 24x+24
0

P(x)=x(x+1)(x’ —x> —14x+24).



Kokeilemalla huomataan, ettdi x =2 on polynomin

x’—x* —14x+24 eris nollakohta. T#lldin polynomin tekijini on

x—=2.

Jaetaan polynomi x* —x* —14x+24 polynomilla x -2
jakokulmassa.
x> +x—12

x=2|x*=x*—14x+24

- X =2x7
x> —14x+24
- x*—2x
—12x+24
- —12x+24
0

Siis P(x) = x(x +1)(x =2)(x* + x—12).

X 4+x-12=0

—1+41°=4-1-(-12)
2-1
14449 147
22

x=—4 tai x=3

X =

Siis x> +x-12=1-(x-3)(x—(-4)) = (x = 3)(x +4).



Kirjoitetaan polynomi P tulomuodossa.

P(x)=x(x+1)(x-2)(x—-3)(x+4)

Vastaus P(x)=x(x+1D)(x-2)(x-3)(x+4)
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a) Kun polynomi P(x)=2x"+3x’—4x+6 jaetaan binomilla
x—1, on jakojadnnds P(1).

P()=2-P+3-1"-4-1+6=7

b) Kun polynomi P(x)=2x’+3x>—4x+6 jaetaan binomilla
x+3, on jakojdannds P(-3).

P(-3)=2-(-3)+3-(-3)*-4-(-3)+6=-9

¢) Kunpolynomi P(x)=2x"+3x’—4x+6 jaetaan binomilla
2x—8=2(x—4), onjakojadnnos P(4).

P(4)=2-4’+3-4>—4.4+6=166

Vastaus a)7 b) -9 c) 166
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Maiiritetddn polynomin P(x) nollakohdat.
P(x)=0
—4x°=20x* +16x” +80=0 |Sijoitetaan x* =1.
—41’ —20¢* +16t +80 =0

Kokeilemalla havaitaan, ettd saatu yhtélo toteutuu, kun ¢ =2, joten
t—2 on polynomin Q(t) = -4t —20¢> +16¢+80 tekiji. Jaetaan
polynomi Q(¢) jakokulmassa tekijélld ¢—2.

— 41> —28t—40
t—2| -4 —20¢* +16¢+80
— 4P+ 8
— 281" +16¢+80
— =282 +561

—40¢+80
- —40r+80

0




Ratkaistaan yhtilo -4’ —20¢° +16¢+80 =0 tulon nollasdinnén
avulla.

—4£ —207* +16¢+80 =0
(t—2)(—4¢> — 28t —40) = 0

t—-2=0 tai —4¢*—28t—-40=0
t=2  |t=x’ £ +7t+10=0
x' =2 t:—7i\/72—4~1~102—7i3
x=42 21 :
t=-5 tai t=-2 |t=x
x’=-5 x'==2

eiratkaisua  eiratkaisua

Kirjoitetaan polynomi P(x) tulomuodossa polynomin Q(¢) avulla.

O(t) = -4t —20t* +16¢ + 80

= —4(t=2)(t = (=5))(t = (-2))
=—4(t-2)(t+5)(t+2)

Sijoitetaan ¢ = x”, jolloin saadaan
P(x)=—4(x> =2)(x* +5)(x* +2)
=—4(x—2)(x +2)(x* +5)(x* +2).

Polynomin P tekijit x*+5 ja x°+2 ovat jaottomia, koska niilld
el ole nollakohtia. Siis polynomilla P on tdsmélleen kaksi
ensimmadisen asteen tekijaa.



Vastaus 2
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1)

2)
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Viiite: Jokaisella n :nnen asteen polynomilla on korkeintaan n
nollakohtaa reaalilukujen joukossa ja korkeintaan n
ensimmadisen asteen tekijaa.

Todistus: Jos a on polynomin P nollakohta, niin x —a on
polynomin P tekija.

Oletetaan vastoin véitettd, ettd polynomilla P on nollakohtia
enemmén kuin n kappaletta. Tidlloin polynomilla P on muotoa
x—a olevia 1. asteen tekijoitd enemmaén kuin »n kappaletta.

Mutta tdlloin polynomin P asteluku on suurempi kuin 7, mika
on ristiriidassa oletuksen kanssa ja viitteen on oltava tosi. O

Viiite: Kun polynomi P jaetaan polynomilla x —a , niin
jakojdidnnds on P(a).

Todistus: Jakoyhtdlon perusteella
P(x)=(x—a)Q(x)+r,missd r on jakojddnnos.

Sijoitetaan x =a .

P(a)=(a—a)Q(a)+r
P(a)=r

Siis véite on tosi. O



3)

Viiite: Jos n. asteen polynomilla P on nollakohdat
X, X, X3, ..., X, , 0iin polynomi P on muotoa

P(x)=a(x—x)(x—x,)(x—x;)-...-(x—x,),

missd kerroin @ on polynomin P korkeimman asteen termin
kerroin.

Todistus: Jos x, on polynomin P nollakohta, niin x—x, on
polynomin P tekija.

Oletuksen mukaan polynomin P nollakohdat ovat
Xy Xy, X3, ..., X, , joten polynomilla P on vidhintddn n

ensimmadisen asteen tekijdd x—x,.

Toisaalta kohdan 1 mukaan n. asteen polynomilla P on
korkeintaan n nollakohtaa ja n 1. asteen tekijaa.

Siis polynomilla P on oltava tismilleen » muotoa x —x,
olevaa 1. asteen tekijda.

Koska polynomin P asteluku on n, silld ei voi olla muita
tekijoitd, ja polynomi P voidaan kirjoittaa muodossa

P(x)=a(x—x)(x—x,)(x—=x;)-...-(x—X,) .
Toisaalta # :nnen asteen polynomi on aina muotoa
P(x)=c,x"+c, x""+..+c, x> +ex+c,,

joten vakio a on korkeimman asteen termin kerroin.
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Ratkaistaan yhtdlo tulon nollasddnnon avulla.

(Bx—6)(1-x*)(x+7)=0

3x—6=0 tai  1-x*=0 tai x+7=0
3 :6 2:
X * ! x=-7
x=2 x ==l

Vastaus x==7, x=-1,x=1tai x=2
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Polynomin 2x’ +10x* —26x +14 eris nollakohtaon x =1, joten
tekijdnd on x —1. Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalld x —1.

2x* +12x —14
x—1]2x> +10x* —26x +14
2x° =2x°
12x% —26x +14
— 12X —12x
—14x+14
-  -—-14x+14
0

Kirjoitetaan yhtdlé tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasdannon
avulla.

2x° +10x> —=26x+14=0
(x-D2x*+12x-14)=0
x—1=0 tai 2x* +12x-14=0
x=1 ¥’ +6x-7=0
_exfe AT
2-1

—6++/64

x=-7tai x=1

Vastaus x=-7 tai x=1
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Polynomin x’ —5x> —2x+24 eris nollakohta on x =4, joten
tekijindon x—4.

Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalla x—4.

x’-x -6
x—4|x*=5x"-2x+24
— X —4x
—x’—2x+24
— =X’ +4x
—6x+24
- —6x+24

0



Kirjoitetaan yhtdlo tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasddnnon
avulla.

X =5x*=2x+24=0
(x-4)(x*-x-6)=0

tal X’=x-6=0

_—EDEJED - 4-1-(-6)

2.1
14425

W DN

1

H

N ‘

x=-2tal x=3

Vastaus x=-2,x=3tal x=4
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Kokeilemalla havaitaan, ettd polynomin P(x)= x> —2x° —13x—10
erds nollakohta on x =—1, joten tekijdnd on x —(—1)=x+1.

P(-1)=(-1)=2-(-1)>=13-(-1)-10=-1-2+13-10=0
Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalla x+1.

x*=3x-10

x+1|x°=2x>=13x-10
- X +x

—3x*=13x-10

— 3x*-3x
—10x—-10
- —10x-10
0




Kirjoitetaan yhtdlé tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasdannon
avulla.

X =2x*=13x-10=0
(x+1)(x2—3x—10):0

x+1=0 tai x*=3x-10=0
x=-1
—(-3) £ (=3)* —4-1-(~10)
N 2-1
3+\/7
2
347
T2

x=-2tali x=5

Vastaus x=-2,x=-1tai x=5
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Erotetaan ensin yhteinen tekija x.
P(x)=x"—19x> +99x* —81x = x(x’ —19x* + 99x — 81)

Kokeilemalla havaitaan, etti polynomin x* —19x” +99x —81 eris
nollakohta on x =1, joten tekijdnd on x —1.

’-19-17+991--81=1-19+99-81=0

Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalla x—1.

x> —18x+381
x—=1]{x*=19x* +99x —81
- x=x?
—18x* +99x 81
— —18x> +18x
81x —8&1
—  81x-81

0



Kirjoitetaan yhtdlo tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasddnnon
avulla.
x'—19x" +99x° —81x =0
x(x—=1)(x* =18x+81)=0
x(x=1)(x=9)>=0
x=0 tai x-1=0 tai (x-9)°=0

x=1 x=9

Vastaus x=0,x=1tai x=9
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Koska x=-3 onpolynomin P(x)=x"+6x"+7x"-12x—-18
kaksinkertainen nollakohta, niin P on jaollinen polynomilla
(x=(=3)) =(x+3)=x>+6x+9.

Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalli x* +6x+9 .

x? -2

X +6x+9 | x'+6x°+7x*-12x—18

—  x'+6xP+9x?

—2x*—-12x-18
— —2x*—12x-18
0

Kirjoitetaan yhtdlo tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasddnnon
avulla.

xXP+6x°+7x*-12x-18=0
(x+3)2(x2—2)=0

(x+3)°=0 tai x*-2=0

x=-3 x*=2
x:i\/i

Vastaus x=-3, x:—\/E tai x:\/E
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Koska x=1 onpolynomin Q(x)=2x"+2x’—18x>+22x -8
kolminkertainen nollakohta, niin @ on jaollinen polynomilla
(x=1°=x"=3x"+3x-1.

Jaetaan polynomi Q jakokulmassa tekijilli x° —3x> +3x—1.

2x +8
x*=3x? +3x -1 | 2x* +2x7 —18x* +22x -8
2x* —6x° +6x° —2x
8x’ —24x% +24x -8
—  8x’-24x"+24x-8
0

Kirjoitetaan yhtdlé tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasdannon
avulla.

2x 42X —18x* +22x—-8=0
(x-1’2x+8)=0

(x-1)°=0 tai 2x+8=0
x=1 2x =-8

Vastaus x=—4 tai x=1
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Ratkaistaan bikvadraattinen yhtilo tekemilli sijoitus x° = ¢

4x* —24x* +36=0 Sijoitetaan x* = 1.
417 =24t +36=0
£ —6t+9=0
(t-3)°=0
t-3=0
t=3

Sijoitetaan saatuun ratkaisuun ¢ = x’.

Vastaus X = —\/5 tai x = \/5
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Tapa 1

Kirjoitetaan yhtélé tulomuodossa hyodyntdmalld ryhmittelyd ja
ratkaistaan se tulon nollasddnnon avulla.

¥ —x'—8x +8x* +16x—-16=0
x'(x=1)=-8x(x=1)+16(x-1)=0
(x=D(x*=8x*+16)=0

x-1=0 tai x'-8x’+16=0
x=1 (x*=4)"=0
x'—4=0

x’=4

x=%2

Vastaus x=-2,x=1 tai x=2



Tapa 2
Kokeilemalla havaitaan, ettd x =1 toteuttaa yhtdlon:

P-1"-8-1P+8-1’+16-1-16=1-1-8+8+16-16=0

Jakamalla polynomi x° —x* —8x’ +8x* +16x—16 jakokulmassa
tekijélld x—1 saadaan yhtdlo tulomuotoon

Jaetaan jakokulman

X —x'—8x*+8x*+16x-16=0

(x—D(x* —8x* +16)=0

x—1=0 tai x'—8x*+16=0
(X*Y+2-x" - (=4)+(-4)’ =0

x=1 (x*=4)’=0
x*-4=0

x> =4
x=%2

Vastaus x=-2,x=1 tai x=2

Huomaa, etti yhtilon x* —8x° +16=0 voi ratkaista myos
bikvadraattisena yhtilona.
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Jos x=7 onpolynomin P(x)=3x’—14x"+ax—14 nollakohta,
niin
P(7)=0
3-7 =147 +a-7-14=0
a=-47

Siis P(x)=3x"—14x" —47x—14.

Jos x=7 onpolynomin P nollakohta, on polynomilla tekija
x —7. Jaetaan polynomi tekijalli x—7 jakokulmassa.

3x*-T7x +2
x—7|3x-14x" —47x - 14
— 3x’-21x°
Tx* —47x—14
—  7x*—49x
2x—14
- 2x-14
0




Télloin yhtdlo voidaan kirjoittaa tulomuodossa ja ratkaista tulon
nollasddannon avulla.

3x—14x*—47x-14=0
(x=7Bx*+7x+2)=0

x=7=0 tal 3x°+7x42=0

. x_—7i\/72—4-3-2 ~7+5

2-3 6

x=-2 ta x=—-=—=-=

. 1
Vastaus a =—-47, muut ratkaisut x=-2, x=——
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Polynomin 2x’ +6x”> —8x—24 eris nollakohta on x =—3, joten
tekjjand on x —(-3)=x+3.

Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalld x+3.

2x° -8
x+3|2x’ +6x" —8x—24
— 22X’ +6x°
—-8x—24
- —8x-24

0

Kirjoitetaan yhtédlé tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasdannon
avulla.

2x  +6x*—8x—-24=0
(x+3)(2x2 -8)=0

x+3=0 tai 2x*-8=0

x:—3 2x2=8
x’=4
x=%2

Vastaus x=-3,x=-2tai x=2
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Kokeilemalla havaitaan, ettd polynomin P(x)=2x" +5x" —x—6
erds nollakohta on x =1, joten tekijdnd on x—1.

P)=2-’+51-1-6=2+5-1-6=0

Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalla x—1.

2x* +7x+6
x—1[2x"+5x*-x-6
2x° = 2x7
Tx*—x—6
- Ix*-Tx
6x—6
- 6x-6

0



Kirjoitetaan yhtdlo tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasddnnon
avulla.

2x° +5x*—=x-6=0

(x-DQ2x*+7x+6)=0

x—1=0 tai 2x°+7x+6=0
x=1
ey
2-2
_ —7+449-48
S E—
=T+l
4
x=-2 tai x:—éz—i
4

Vastaus x=-2, x:—% tai x =1
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Koska x =2 on polynomin
P(x)=x"—6x" +9x’ +10x* —36x + 24 kolminkertainen nollakohta,
niin P on jaollinen polynomilla (x —2)’ = x* —6x* +12x - 8.

Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijilli x° —6x> +12x—8.

x? -3

X —6x" +12x -8 | x° —6x* +9x’ +10x* —36x + 24
— X —6x*+12x’ —8x

—3x” +18x° —36x +24

—  =3x’+18x* -36x+24

0

Kirjoitetaan yhtdlé tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasdannon
avulla.

X —6x" +9x> +10x* —36x+24=0
()6—2)3(x2 -3)=0

(x=2)=0 tai x*=3=0

x=2 x*=3
x:i\/§

Vastaus xX=- 3,x:2taix:x/§
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Ratkaistaan yhtild tekemilli sijoitus x° =¢.

3x°-48x°+192=0 |Sijoitetaan x* =1.
3P —48t+192=0
£’ —16t+64 =0
(t-8)° =0
t—8=0
t=8

Sijoitetaan saatuun ratkaisuun = x’.

% = O
1] Il

\®) w00
=

Vastaus x=2

19.3.2018
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Tapa 1
Kirjoitetaan yhtélé tulomuodossa hyodyntdmalld ryhmittelyd ja
ratkaistaan se tulon nollasddnnon avulla.

x®+x° —10x* =10x” +25x* +25x =0
x(x +x* —10x> =10x* +25x +25) =0
x(x*(x+1)—=10x*(x + 1)+ 25(x +1)) =0
x(x+1D(x* =10x> +25)=0
x(x+1)(x*=5)°=0

x=0 tai x+1=0 tai (x*-5)"=0

x=-1 x’=5=0

x*=5

x:i\/g

Vastaus x:—\/g, x=-1, x=0 tai x=\/§



Tapa 2
Erotetaan yhteinen tekijd. Etsitddn yksi nollakohta kokeilemalla.

x4+ x°—10x* —=10x° +25x* +25x =0

x(x® +x* =10x> —10x* +25x +25)=0

Kokeilemalla havaitaan, ettd x =—1 on polynomin
x° +x* —10x> =10x” + 25x + 25 nollakohta:

(=1’ +(=1)*=10-(=1)’ =10-(=1)* +25-(=1) + 25
=—1+14+10-10-25+25=0

Jakamalla x° +x* —10x’ —=10x” +25x +25 jakokulmassa tekijilld
x—(=1)=x+1 saadaan tulomuoto

x +xt—10x° —10x° +25x +25 = (x + 1)(x* —10x> + 25).

Ratkaistaan yhtild x*—10x"+25=0.

x'=10x*+25=0 |Sijoitetaan x” =1.
t*—10t+25=0
£ +2:t-(=5)+(-57=0
(t-5°=0

t=5 |Sij0itetaan t=x".
x’=5



Kirjoitetaan alkuperdinen yhtdlo tulomuodossa ja ratkaistaan yhtilo
tulon nollasédénnon avulla.

x®+x° —10x* —10x° +25x* +25x =0
x(x® +x* =10x° —10x* +25x +25)=0
x(x+D(x* =10x> +25)=0

x=0 tai x+1=0 tai x=10x*+25=0

x=-1 x=+5

Vastaus x:—\/g, x=-1, x=0 tai x=\/§
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Erotetaan yhteinen tekija x.

P(x)=06x"+25x" +38x" +25x + 6x
= x(6x* +25x> +38x” +25x +6)

Kokeilemalla huomataan, ettd x =—1 on polynomin

6x* +25x> +38x” +25x + 6 eris nollakohta. T#lloin polynomin
tekijjand on x—(—1)=x+1.

Jaetaan polynomi 6x* +25x” +38x* +25x+6 polynomilla x +1
jakokulmassa.

6x° +19x> +19x+6
x+1]6x" +25x° +38x* +25x +6
—  6x" +6x°
19x° +38x" +25x+6
— 19x° +19x7
19x* +25x+6
—  19x" +19x

6x+6
— 6x+6

0

Siis P(x) = x(x+1)(6x’ +19x* +19x +6).



Kokeilemalla huomataan, ettd x =—1 on polynomin

6x° +19x” +19x + 6 eriis nollakohta. T#lldin polynomin tekijéni on
x—(-1)=x+1.

Jaetaan polynomi 6x° +19x° +19x+6 polynomilla x +1
jakokulmassa.

6x* +13x+6

x+1{6x>+19x* +19x+6
—  6x’+6x7
13x* +19x+6
—  13x" +13x
6x+6
- 6x+6
0
Siis P(x) = x(x+1)*(6x* +13x +6).

Ratkaistaan yhtilo tulon nollasddnndn avulla.
x(x+1)*(6x +13x+6)=0

x=0 tai (x+1)’=0 tai 6x°+13x+6=0

x_—13i\/132—4~6~6

x+1=0
26
~13+4/25
x=-1 = "
12
1345
12
18 3 g8 2

= —-= 0t -2 _-_z

12 2 12 3



Vastaus x=—%,x=—l,x=—% tai x=0
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Yhtélon ratkaisuiksi kelpaavat kaikki muut reaaliluvut, paitsi jakajan
nollakohta x =4.

Lasketaan jakolasku jakokulmassa.

3x° —48x
x—4|3x* —12x° —48x” +192x
— 3x*-12x
—48x” +192x
—  —48x* +192x

0

3x —12x° —48x* +192x B
x—4

Siis 3x° —48x  (x#4).

Ratkaistaan yhtilo tulon nollasddnndn avulla.

3x° —48x =0
3x(x*=16)=0
3x=0 tai x*-16=0
x=0 x'=16

x=%4

Ratkaisuista x =4 ei toteuta maérittelyehtoa, joten se ei kelpaa
ratkaisuksi.



Vastaus x=—4 tai x=0
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Polynomin P(x)=6x"+17x" —3x* —38x —24 nollakohtina ovat
x=-1 ja x=-2,joten silld on tekijoind x—-(-1)=x+1 ja
x—(-2)=x+2.

Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalla x+1.

6x° +11x* —14x—24
x+1]6x* +17x° —3x* —38x —24
—  6x'+6x°
11x* —3x* —38x —24
— 11X+ 117
—14x* —38x-24
—  —14x* —14x
—24x-24
- —24x-24
0




Jaetaan polynomi 6x° +11x” —14x —24 jakokulmassa
tekijalla x+2.

6x"— x —12
x+2|6x° +11x° —14x—24
—  6x +12x7
—x’—14x-24
- —x’-2x
—-12x-24
- —12x-24

0

6x*—x—12=0

_—(EDEJE’—4:6:(-12)

2-6
1%17

12

16 4 18 3
=——=— fa x=—==

12° 3 1272

Siis 6x° —x—12= 6(x—%)(x+%) .



Kirjoitetaan polynomi P tulomuodossa.

P(x)=6(x— %)(x + %)(x +2)(x+1)

=2(x— %) S3(x+ %)(x +2)(x+1)

=(2x-3)Bx +4)(x +2)(x +1)

Vastaus  P(x)=2x-3)Bx+4)(x+2)(x+1)
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Lasketaan aluksi yhtdlon vasemman puolen maaritty integraali ja
tdmén jélkeen ratkaistaan yhtilo tulon nollasddnndlla.

X

j(.%z2 —20)dt=x

0
7(t3—t2):x
0
X -x'=x
¥ —x’—-x=0
x(x*=x-1)=0

x=0 tai x*—-x-1=0

DY 41D

2-1
_1£45
2
Vastaus  x=0, le_\/g tai x:1+\/§
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Aritmeettisessa jonossa perdkkéisten jasenten erotus on vakio.

_ 3 4 _ _ _ 2
a, =3x"—x a,,=6x—4 a,,=2x

a +1 an = an+2 - an+l

6x—4—(3x’ —x*)=2x>—(6x—4)
6x—-4-3x"+x*=2x"-6x+4

xt=3x" —2x* +12x-8=0
Ratkaistaan yhtilo laskimella.

Ratkaisunaon x=1 tai x=-2 tai x=2.

Vastaus x=-2, x=1 tai x=2
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Geometrisen jonon ensimmaéinen jdsen a >2 ja jonon
suhdelukuon ¢.

1) Mikili ¢ =1, jonon kaikki termit ovat yhtéd suuria kuin jonon 1.
termi a, ja S,=a,+a,+a,+a,=4a,=1-q’.Koska q=1,
saadaan yhtdlo

da, =1-1°
4a, =0
a, =0

Koska a, >2,eitapaus ¢ =1 ole mahdollinen.

2) Olkoon ¢ # 1. Muodostetaan neljan ensimmadisen termin summa.

o _al—q")

4 l—q
l—qzz@ -(1-g) (#0)

—q

(1-q)1-¢")=a(l-¢*) |@-*~a-brawn
(I-9)(1-¢*)=a(l-¢*)(1+q")
a(l-¢*)(1+¢")-(1-g)(1-¢*)=0
(1-¢°)aqg’ +qg+a—-1)=0



1-¢*=0 tai ag’+qg+a-1=0
2

q
q

1
*+1

Maiirittelyehdon ¢ #1 mukaan ratkaisuksi kelpaa ¢ =-1.

Tarkastellaan yhtélon ag” +q+a—1=0 ratkaisuiden lukumésrii
diskriminantin avulla.

D=1"-4-a-(a-1)
=1-4a’ +4a

=—4a>+4a+1<0,kuna >?2

Tamai voidaan vield havaita diskriminantin kuvaajasta.

Siis yhtélolld ag” +q+a—1=0 eiole ratkaisua, kun a > 2.

Vastaus g=-1
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Jos polynomiyhtdlén P(x)=0 kertoimet ovat kokonaislukuja, niin
sen kaikki rationaalijuuret ovat muotoa E, missd p on

vakiotermin tekijd ja g korkeimman asteen termin kertoimen tekija.

a) Luetteloidaan yhtilén 2x° + x* —2x —1=0 vakiotermin ja
korkeimman asteen termin kertoimen tekijét.

Vakiotermin —1 tekijit: £1

Korkeimman asteen termin kertoimen 2 tekijat: +1, £2

b) Télloin mahdolliset rationaalilukujuuret ovat i% ja =£l1.



c) Etsitddn testaamalla, mitkd kolme vaihtoehdoista ovat yhtdlon
ratkaisut.

P(x)=2x"+x*-2x-1
o323 = (e
2 2 2 2
p(LJzz.(LHL] LIS
2 2 2 2 8
P(-1)=2-(-1)’ +(=1)* =2-(-1)=1=0

P()=2-P+1*-2:1-1=0

Vastaus x=-1, x=—% tai x=1
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Jos polynomiyhtdlon P(x) =0 kertoimet ovat kokonaislukuja, niin
sen kaikki rationaalijuuret ovat muotoa 2 , missd p on vakiotermin

tekijd ja ¢ korkeimman asteen termin kertoimen tekija.

a) Luetteloidaan yhtilon 2x* +x’ —13x =5x+15=0
vakiotermin ja korkeimman asteen termin kertoimen tekijét.

Vakiotermin 15 tekijat: +1, £3, £5, +15
Korkeimman asteen termin kertoimen 2 tekijit: £1, £2
Télloin mahdolliset rationaalilukujuurivaihtoehdot ovat

J_rl, J_ri, += iE, +1, 43, £5, £15.
2772 2

o | w»

b) Ratkaistaan yhtdlo laskimella, jolloin ratkaisuna on
3 .
x=—5, x:—E, x=1 tai xzx/g

Huomataan, ettd tidllda menetelmalld saadaan selville
kokonaislukukertoimisen polynomiyhtdlon rationaalijuuret,
mutta ei irrationaalijuuria.

Vastaus x=- S,x:—%,letaix:\/g
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Sijoitetaan kompleksiluku z =2+ yhtaloon.

22 —4z4+5=02+i) -4Q2+i)+5
=4+4i+i°—8—4i+5
=4-8+5+i°
=1+i’
=1-1
=0

Vastaus On osoitettu, ettd kompleksiluku 2 +i toteuttaa yhtilon.
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a) Ratkaistaan yhtdlé kompleksilukujen joukossa.

2 +16=0
22 =-16
z=1+-16
Z:i\/ﬁi
z=14i

b) Ratkaistaan yhtilo kompleksilukujen joukossa.

3z2+27=0
z22+9=0
z22=-9

Vastaus a) z=4i tai z=-4i

b) z=3i tai z=-3i
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Ratkaistaan yhtdlo kompleksilukujen joukossa.

(z—4)+16=0
(z—4)" =-16
z—4=4J-16
z-4=+16i
z—4=H4]
z—4=—-4; tai z—4 =4
z=4-4i z=4+4i

Vastaus z=4+4] tai z=4-4i
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a) Ratkaistaan yhtdlé kompleksilukujen joukossa.

22 +2246=0

242 -4.1-6
2
—2++/-20
2
—2+20i

2
2+/4-5i
2

z =

24250
2

_2(-1+4/50)
B 2
=—1++/5i



b) Ratkaistaan yhtilo kompleksilukujen joukossa.

22 -5z+8=0
S —(=5)++/(-5)" -4-1-8
2
_5tN-T
2
54470
2
2 2

Vastaus a)z:—1+\/§i tai z=—1-+/5i

J7 5 7.

b)z:£+—i tal z=———1i
2 2 2 2
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a) Sievennetdin.

(3+5i)(2-3i)
=6-9i+10i —15i°
=6+i—15-(-1)
=21+1i

b) Sievennetddn laventamalla imagindariyksikolla 7.

3.3 3y
i i -1

¢) Sievennetddn laventamalla liittoluvulla 1+7.

1+i (140" 142+ 1+2i-1 2i _;

1-i (+i)(1-i) 1= 1-(=1) 2

Vastaus a) 21+ b) —3i c)i
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a) Lasketaan z-z,kun z=3-4i ja z=3+4i.

27 =(3—4i)(3+4i)
=3’ —(4iy’
=9-16i"

b) Lasketaan z-z,kun z=7+2i ja z=7-2i.

2.7 =(7+2i)(7-2i)
=7 —(2i)’
=49 — 4;°
=49-4-(-1)
=49+5
=53

Vastaus  a) 25 b) 53
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Koska z,=3-4i onpolynomin P nollakohta, myo6s liittoluku

z,=3+4i onpolynomin P nollakohta. Polynomilla P on
ensimmadisen asteen tekijét

z—z,=2z—3-4i)=z-3+4i
ja
z—z,=z—3+4i)=z-3-4i

My®os ndiden tekijoiden tulo on polynomin P tekijé.

(z—z)(z-%)
=(z-3+4i)(z-3—-4i)
={(z-3)+4i))((z—-3)—40)
=(z-3)" ~ (4)’

=z —6z+9-16i"
=2"—62z+9-16-(-1)
=2z"—62+25



Jaetaan polynomi P jakokulmassa tekijilli z* — 6z +25.

z2—10z+29

22— 6z+425|z" —162° +1142* =424z + 725

' — 6z’ +257°
—10z° +892° — 424z + 725
- =10z’ +60z* =250z
29z° —174z + 725
— 292" 174z +725
0

Kirjoitetaan alkuperdinen yhtilo tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon
nollasddannon avulla.

2t =162 +1142* =424z +725=0
(22 =6z+25)(z>-102+29)=0

z=3-4i

22 —6z+25=0 tai z2-10z+29=0
—(— +.(=10?—-4.1.
tai z=3+4i z= ( 10)—‘/(21?) 4-1-29
_10+-16 104161
2 2

o di
=10_4l=5_2z

2

Vastaus

z=5-2i tai z=5+4+2i

z=3-4i, z=3+4i,z=5-2i tai z=5+2i
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Esitetddn kompleksiluvut kompleksitasossa ja méaritetddn moduli ja
vaihekulma.

Alm(@)

\ >
\
 \

iy

a) z=-4-4i
=)=y + () =32 =162 =442

Ratkaistaan vaihekulma.

=-I_ tan™' (_—4j
4 2 —4

T -1
=3 tan™ (1)
_ T =T
2 4

3n

4



b) z=-3i
|z|=(-3)" =3
. T
Vaihekulmaon ¢ = 5

c) z=-5
|z|=(-5)* =5

Vaihekulmaon ¢p=m.

d) z=2-7i

| 2| =22 +(=7)" =v4+49 =53
. -1 _7
Vaihekulma on ¢ =tan (7) ~—-1,29.

Vastaus a)|z|:5,g0=1t

b)|z|=3,¢):—§

c)|z|:4\/§,go=—%’t

d) |z|=\/§, p~=-1,29 (tan(p=_77)
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Maidritetddn kuvan avulla kompleksiluvut z,, z,, z; ja z,.

z,=2+43i z,=3+3i
z,=4+3i z,=3+i

a) Kerrotaan kompleksiluvut luvulla 2.

z, =2(2+3i)=4+6i z,=2(3+3i)=6+6i
z,=2(44+3i)=8+6i z,=23+i)=6+2i
Ay
///
l/
//
///
1 i o
//,-” - X
= >




b) Kerrotaan kompleksiluvut luvulla i.

2, =i(2+3i)=2i+3i* =-3+2i
z,=i(3+3i)=3i+3i° =-3+3i
z,=i(4+3)=4i+3i° = -3+4i

z,=i(3+i)=3i+i’ =-1+3i

AY




¢) Kerrotaan kompleksiluvut luvulla 2 +1i.

z,=(+1)(2+3i)=4+6i+2i+3i" =1+8i

z,=(2+i)(3+3i)=6+6i+3i+3i° =3+9i

2, =(2+0)(4+3i)=8+6i+4i+3i" =5+10i
2, =Q+1)(3+i)=6+2i+3i+i° =5+5i

Ay

_
~
\
¥
\

S
Y

Y

Vastaus  a) Kuvion janat ja paikkavektorit pitenevit
kaksinkertaisiksi.

b) Kuvio kiertyy origon ympéri 90° vastapdiviin.

¢) Kuvio kiertyy ja suurenee.
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Madritetddn kompleksiluvun z = (=2 + 2i)(4 + 4i)(1-/37) moduli.

|z|=]z 2,2
EIREAREA
—Jr i e P By
=/32-432
= (v32)’

=32

Maiiritetddn aluksi kompleksiluvun tekijoiden vaihekulmat ja
lasketaan niiden avulla luvun z vaihekulma.

0 = —% = tan"\(1) = tan"(—/3)
3n _T __Tr
= 4 4 3

p=arg(z -z, z;)
=Q,+Q,+ ¢



Vastaus |z|:32,g0=277E



97

Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 19.3.2018

Esitetdédn luku napakoordinaattimuodossa z = | z |(cos @+ising).

a)

b)

z=73i
|z|=\/37=3

Vaihekulmaon ¢ = g .

. . . T, T
Siis luku napakoordinaattimuodossa on z = 3(cosE +isin E) .

z=3+3i

|z|=v3*+3" =492 =32

Q= tan”' (Ej
3

= tan"'(1)

Siis luku napakoordinaattimuodossa on z = 32 (cos% +isin %) .



d)

z=-2
|z|=(-2)* =2
Vaihekulmaon ¢ =7.

Siis luku napakoordinaattimuodossa on z =2(cosm+isinm).
z=-3-3i
2] =3 +(-3) =3+9=+12=43=23

Siis luku napakoordinaattimuodossa on

e

Vastaus a) z= 3(005% +1isin g)

b) z:3\/§(cos§+ising)

¢) z=2(cosm+isinm)

d) z=2V3 (COS(‘S " Si“(‘gjj
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a) Ehdon | z | =3 toteuttavat ne kompleksiluvut, jotka muodostavat

origokeskisen ympyrén, jonka séde on 3.

Alm(2)
AT N EIES3
/11, \
! \ Re@
>

NL |

b) Ehdon |z —2+5i | =4 toteuttavat ne kompleksiluvut, jotka
muodostavat ympyrén, jonka keskipiste on (2, —5) ja side 4.

AlIm(2)
' Re(2)
) P \\\
/ N
\ /
\\ B )4
~ L~
lz-124+50| +4

Vastaus  a) Ympyré, jonka keskipiste on origo ja sdde 3.
b) Ympyré, jonka keskipiste on (2,—5) jaside 4.
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a) Lasketaan lukujonon a, =i", n=1,2,3,..., viisi ensimmaisti

jésenta.
_'l_
a, =i =i
2
a,=i"=-1
B B
a,=i" =i-i" =-1i
4 )
a,=i =i -i"=(-1)-(-1)=1
.5 .4 . .

a; =1 =i-1 =i-1=i

b) alloo — illOO — (l-2)550 — (_1)550 =1

L1103 .110043 _ -1100 3 1 2 . ..
Ay =1 =1 =i i =1ii=1-(-1)-i=-i

Vastaus a)i, -1, =i, 1, i

b) a0 =1 ja a;p=-i
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Kokeilemalla havaitaan, ettd polynomin P(z) =z’ —z> +3z+5 eris
nollakohta on z=-1, joten tekijdndion z—(-1)=z+1.

P(-1)=(=1 = (=1)* +3-(-)+5=-1-1-3+5=0
Jaetaan polynomi jakokulmassa tekijalla z+1.

2 -2z+5

z+1|z2° =22 +3z+5

- Z2+7
~2z2"+3z+5
- =272 -2z
5z+5
- 5z+5

0



Kirjoitetaan yhtdlé tulomuodossa ja ratkaistaan se tulon nollasdannon
avulla.

22—z 43z+5=0
(z+1)(z°=2z+5)=0

z+1=0 tai z*-2z+5=0
z=-1
—(-2)++/(-2)*-4-1-5
zZ =
2-1

244716
2
_2+4/16i

2
244
2
=1+2i

z=1-27 tai z=1+2i

Vastaus z=-1,z=1-2i{ tai z=1+2i
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Jaetaan polynomi 18z° —9z° +2z—1 jakokulmassa
binomilla 3z+i.

62> +(=3-2i)z +i
3z+i| 182°-92° +2z-1 182" _
182° + 6iz’ 3z
(-9—6i)z* +2z-1 (_9:(’[)2_ =(-3-2i)z
— (-9-6i)2% +(=3i+2)z o
3iz—1 : =1
~ 3i-1 -
0

Polynomi 18z° —9z>+2z—1 on jaollinen binomilla 3z +i,
koska jakojdaannds on 0.

Vastaus On
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Olkoon z=a+bi,missd a ja b ovatnollasta eroavia
reaalilukuja. Téll6in

z* =(a+bi)’
=a’ +2abi + (bi)’
=a’ +2abi+ b’
=a’ +2abi-b’
=a’ —b* +2abi

= (a> - b*) +(2ab)i

Jotta z>=3—4i onoltava a’—b>=3 ja 2ab=—4.

Jalkimmaisestd yhtdlosti saadaan, ettd b =——, mikd voidaan
a

sijoittaa ensimmaéiseen yhtaloon.

a’—b"=3
-
a
a’——-3=0
aZ
a'—4-3a"=0



Merkitddan a*> =1¢.

a*-3a*-4=0
£ =3t-4=0
D EJB -4 1-(4)
2-1
34425
2
_3%5
2
t=-1 tai =
a =-1 a’
ei ratkaisua a’=4
a=12
Jos a=-2,niin b=—g=—i=l.
a -2
Jos a =2, niin b=—z=—g=—1.
a 2

Yhtdlo z> =3-4i toteutuu, kun z=-2+i tai z=2—1.

Vastaus z=-2+4i tal z=2-1
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Tulkitaan vektori v =i +2j kompleksiluvuksi v=1+2i.

Kerrotaan luku v kompleksiluvulla z, jonka vaihekulma on
+45°(= +§ rad) sekd moduli on 1.

Télloin tulon moduli |v-z|=|v|-|z|=|v|-1|v| jatulon vaihekulma
arg(v-z)=argv+argz =argv+45°. Siis tulon moduli (eli vektorin

pituus) sdilyy samana, mutta vaihekulma kasvaa vaaditut 45°.

Kopleksiluku z=1-(cos45" +isin45’) =

s|~

T

Tuloksi saadaan

z-v= (1+21)[\/15 \/IEZJ

S 1 2020
V22 V2 V2
1 3. 2

=t =i
NRNCANG
——L-I-il'
V22
Kysytty vektori on siis L7y ij
Ve
iy

Vastaus ——1_ —
RN
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Osoitetaan, ettd |z |2 =zz.
Merkitddn z=a+bi ja Z=a—-bi.
2[ =(a* +67) =a® + 8

7z = (a + bi)(a - bi)

=a’ - (bi)’

= a2 — %2
=a’-b*-(-1)
=a’+b

Téaten siis |z |2 =zZ.

Vastaus  On osoitettu, ettd |z |2 =zz.

19.3.2018
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Olkoon z, =a+bi jaz,=c+di.
Télloin z, =a—bi ja z, =c—di.

Z,+z,=a-bi+c—di=a+c—(b+d)i

z,+z,=a+bi+c+di=a+c+(b+d)i

z,+z,=a+c—(b+d)i

Téten siis z,+z, =z, + 2z, .

Vastaus  On osoitettu, ettd liittolukujen summa on lukujen
summan liittoluku.
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Olkoon z, =a+bi ja z,=c+di.
Télloin z, =a—bi ja z, =c—di.

zZ, -z, = (a —bi)(c — di)
= ac —adi — bci + bdi*
=ac—bd —(ad + bc)i

z, -z, = (a+bi)(c+di)
= ac +adi + bci + bdi®
=ac—bd + (ad + bc)i

z,+-z, =ac—bd —(ad + bc)i

Téatensuis z,-z,=2,-Z,.

Vastaus  On osoitettu, ettd tulon liittoluku on liittolukujen tulo.
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Olkoon reaalilukukertoiminen polynomi P muotoa
P(z)=a,+az+a,z’ +..+a, 2" +a,z".

Viiite:

Jos kompleksiluku z=a+bi onpolynomin P nollakohtana, niin
myos liittoluku z =a —bi on polynomin P nollakohta.

Todistus:

Tehtdvien 105 ja 106 perusteella tiedetddn, ettd

summan liittoluku on liittolukujen summa z,+z, =z, +z, ja

tulon liittoluku on littolukujen tulo z,-z, =z, -Z,.

Oletetaan, ettd luku z on polynomin P nollakohtaeli P(z)=0.

Koska 0 on reaaliluku, tilldin on myds P(z)=0=0, joten
P(z)=0

2 n—1 n __
a,+az+a,z” +..+a, z" +a,z" =0

- 2 n—1 n o__

a,taz+a,z +..+a,z" +a,z" =0
- — = — = — O — : :
a,+a,-z+a, -z +..+a, -z +a,-z" =0 reaalilukukertoimet!

- 2 n—1 n o__
a,+a,-z+a,-z"+..+a, -z"" +a,-z" =0

- —2 —n-1 —=n __
a,+ta,-z+a,-z" +..+a, -z" +a,z"' =0

P(Z)=0

Siis mikdli P(z) =0 niin myos P(z)=0, elijos z on polynomin
P nollakohta, niin myds z on polynomin P nollakohta. o
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