Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 19.3.2018

Lukujen 0 ja 100 keskiarvo on 50, joten aloitetaan kysymykselld
”Onko luku vililla [0, 50]?”, ja jatketaan esimerkin mukaisesti
riippuen siitd, onko vastaus kyll& vai ei. Esimerkiksi jos arvattava
luku oli 23, keskustelu ndyttdisi talta:



Henkil6 1: Onko luku valilla [0, 50]?

Henkil6 2: Kylla.

Henkilo 1: Onko luku valill [0, 25]?

Henkil6 2: Kylla.

Henkil6 1: Onko luku valilla [0; 12,5]?

Henkild 2: Ei.

Henkild 1: Onko luku vililla [12,5; 18,75]?
Henkild 2: Ei.

Henkild 1: Onko luku vililla [18,75; 21,875]?
Henkild 2: Ei.

Henkild 1: Onko luku vililld [21,875; 23,4375]?
Henkil6 2: Kylla.

Henkild 1: Onko luku vililld [21,875; 22,65625]?
Henkild 2: Ei.

Henkil6 1: Vililld [22,65625; 23,4375] on vain yksi kokonaisluku.
Luku on 23.

Esimerkissd henkilo 1 16ysi luvun seitsemaélld kysymyksella.
Puolitusmenetelmélld minkd tahansa luvun viéliltd [0, 100] arvaa
viimeistddn seitsemédnnelld kysymykselld, mutta joidenkin lukujen
tapauksessa kuusikin kysymysté voi riittia.
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Sovelletaan esimerkin 1 puolitusmenetelmééd. Hakemiston sanat voi
esimerkiksi numeroida jéarjestyksen mukaan, ja késitelld niitd kuin
lukuja.
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a)
810
3908
— 452
3456
b)
3908
452
111
7816 11
19540 A A/
15632 3 3/
1766416

Vastaus a) 3456 b) 1766416

19.3.2018
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a)
6x° —x+4
- 3x-5
6x>—4x+9
b)
6x° —x +4
3x =5
—30x* +5x-20

18x° —3x*+12x
18x*=33x2+17x—20

Vastaus  a) 6x> —4x+9 b) 18x’ =33x+17x—-20
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a) Koska 1+3+4+5+2+3=18 ja 18=2-9 on jaollinen
yhdeksalld, luku 134523 on my®ds jaollinen yhdeksall.

b) Koska 8+7+0+2+4+1+9+2+1=34 ja34=3-9+7 eiole
jaollinen yhdeksélld, my0dskddn luku 870241921 ei ole jaollinen
yhdeksilla.

Vastaus a)on b)eiole
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a) 71=7-10+1jal12=1-10+2.

Siis satoja on 7, kymmenia 15 ja ykkosiéd 2. Tulo on siis
71-12=700+150+2 =852.

b) 32=3:10+2 jal14=1-10+4.

/1l gy
i ra r o el

Siis satoja on 3, kymmenié 14 ja ykkdsiéd 8. Tulo on siis
32-14=300+140+8 =448.



c) 46=4-10+6 ja 52=5-10+2.

Siis satoja on 20, kymmenié 38 ja ykkosid 12. Tulo on siis
46-52=2000+380+12=2392.

Vastaus  a) 852 b) 448 c)2392
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Esimerkiksi:
1. Vihennetdin yhtdlostd molemmin puolin cx ja b.

2. Otetaan yhteinen tekiji termeistd ax ja cx. Lasketaan x :n
kertoimen a —c arvo.

3. Jos a—c#0, niin jaetaan yhtilo puolittain kertoimella a —c, ja

) ) d-b
saadaan ratkaisu. Ratkaisu on x = .
a—=c¢

4. Jos a—c=0 ja d—-b=#0, niin yhtdlolla ei ole ratkaisuja.

5. Jos a—c=0 ja d—b =0, niin yhtilo ratkeaa kaikilla x:n
arvoilla.
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Esimerkiksi:

1. Erotetaan yhteinen tekiji termeistd ax” ja bx.

2. Tulon nollasdanndén mukaisesti paitellddn, ettd x(ax+5b) =0,
kun x=0 tai ax+b=0.

3. Vihennetddn yhtdlon ax+ b =0 molemmilta puolilta vakio b.

4. Jaetaan saatu yhtdlo puolittain vakiolla a. Ratkaisu on x = —2.
a

5. Yhtélon ratkaisut ovat x =0 ja x = —2.
a
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a) Aloitetaan piirtimaélld harpilla ympyra, jonka keskipiste on janan
paitepiste, ja sdde on janan mittainen.

Piirretdédn sen jidlkeen toinen samanlainen ympyré, mutta jonka
keskipisteend on janan toinen paitepiste.

Nyt saadaan janan keskinormaali piirtdmalld suora ympyroiden
leikkauspisteiden kautta.




b) Aloitetaan piirtdmailla harpin avulla suoralle merkityn pisteen
molemmille puolille yhtd kaukana siitd olevat pisteet.

-
L ]

Sen jilkeen, kun piirretddn 2 ympyrad joiden keskipisteet ovat
juuri merkityt pisteet, ja sdteen pituus ndiden pisteiden vilinen
jana (kuten a-kohdassa), saadaan piirrettyd ympyroiden
leikkauspisteiden kautta keskinormaali, joka kulkee suoralle
merkityn pisteen kautta.




Samoin kuin b)-kohdassa, aloitetaan piirtimaélld harpin avulla
suoralle 2 pistettd, jotka ovat yhté etdilld suoran ulkopuolelle
merkitystd pisteestd. Tdmin jdlkeen tehdddn ndiden pisteiden
avulla 2 ympyréé, joiden leikkauspisteiden kautta saadaan taas
muodostettua keskinormaali (kuten a)- ja b)-kohdissa).
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a) Muodostetaan janalle 4B keskinormaali kuten tehtévéssa 9a.
Tehtdvéssa kysytty piste on janan keskinormaalin ja suoran s
leikkauspiste.

b) Muodostetaan kahden janan keskinormaalit kuten tehtdvissa 9a.
Voidaan esimerkiksi muodostaa janojen AB ja BC
keskinormaalit. Ympyrén keskipiste on keskinormaalien
leikkauspiste.

B
C
ﬁ
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Sovelletaan esimerkin 1 puolitusmenetelméa sivunumeroiden ja
kokonaissivuméaérin avulla.



Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 19.3.2018

12
a)
X —4x*+0x-6
- x> =2x+7
X =5x*+2x-13
b)
X —4x* -6
x*—2x+7
7x'-28x 42
—2x* +8x° +12x
x° —4x* —6x°

X —6x*+15x°=34x*+12x—42

Vastaus  a) x° —5x> +2x—13
b) x* —6x* +15x° =34x*> +12x-42
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a) 34=3-10+4ja21=2-10+1.

A

/A 7777 =

Siis satoja on 6, kymmenii 11 ja ykkosiéd 4. Tulo on siis
34-21=600+110+4="714.

b) 321=32-10+1ja17=1-10+7.

SR ERRRRE R IR A A AR F R R T N AT 1T ] —

FIRIREE
l.r."'l'.rrllltln’ln‘ltl.ﬂ"n’l!.r"r_
...............................

32

Siis satoja on 32, kymmenid 225 ja ykkosid 7. Tulo on siis
321-17 =3200+2250+7 = 5457.



©) 63=6-10+3ja 214=21-10+4.

12
". 'I. 'l‘ 'I' .... l" " -
I' I' " f‘ " ; r 4 f’ rd
126 87

Siis satoja on 126, kymmenid 87 ja ykkosid 12. Tulo on siis
63-214=12600+870+12 =13482.

Vastaus  a) 714 b) 5457 c¢) 13482
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a) Koska luvun 489 viimeinen numero on pariton, ei se ole
jaollinen luvulla 2, eiké siis myoskéan luvulla 6.

b) Luvun 27 612 numeroiden summaon 2+7+6+1+2=18=6-3,

joka on jaollinen luvulla 3, joten my6s 27 612 on jaollinen
luvulla 3, ja koska sen viimeinen numero on parillinen, se on
my®ds jaollinen luvulla 2. Siis luku 27 612 on jaollinen luvulla 6.

¢) Luvun 905 284 numeroiden summa on
9+0+5+2+8+4=28=9-3+1, joka ei ole jaollinen luvulla 3,

joten my0Oskddn 905 284 ei ole jaollinen luvulla 3, joten se ei
myoskain ole jaollinen luvulla 6.

Vastaus a)eiole b)on c)eiole
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a)
124=90-1+34

90=34-2+22
34=22-1+12
22=12-1+10
12=10-1+2
10=2-5+0

Lukujen 124 ja 90 suurin yhteinen tekiji on 2.

b) Jaetaan luvut 124 ja 90 alkulukutekijoihin.
124=62-2
=31-2-2

90=45-2
=15-3.2
=5-3-3-2

Lukujen 124 ja 90 suurin yhteinen tekiji on 2.

Vastaus a)2 b)2
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a) Esimerkiksi:
1. Vihennetdin epdyhtildstéd puolittain vakio b.

2. Jaetaan epdyhtdlé ax >—b puolittain vakiolla a.

3. Jos a >0, niin ratkaisu on x >——.
a

.. ) b
4. Jos a <0, niin ratkaisu on x <——.
a

b) Esimerkiksi:

1. Ratkaistaan yhtilon ax’ + bx +c = 0 nollakohdat toisen asteen
yhtdlon ratkaisukaavalla.

2. Piirretddn nollakohtien avulla mallikuva funktiosta f. Jos a >0,
kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli. Jos a <0, kuvaaja on
alaspdin aukeava paraabeli.

3. Mallikuvasta nihddan, milld x m arvoilla ax* +bx+c¢ > 0.
Epayhtdlo toteutuu niilld véleilld, joilla kuvaaja on x -akselin
yldpuolella.
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a) Aloitetaan piirtdimélla harpin avulla kulman molemmille sivuille
pisteet, jotka ovat yhtd etdélld kulman kérjest.

Piirretddn harpilla 2 ympyrii, niin ettd niiden keskipisteind ovat
juuri piirretyt pisteet, ja joiden sédde on ndiden pisteiden vélinen
etdisyys.




Kulmanpuolittaja saadaan piirtdmalld viivoittimella suora ndiden
ympyroiden leikkauspisteiden kautta.

b) Aloitetaan piirtdimallad a)-kohdan mukaisesti kolmion kahdelle
kulmalle kulmanpuolittajat.




Halutun ympyran keskipiste on kulmanpuolittajien leikkauspiste.
Piirretddn seuraavaksi kolmion yhdelle sivulle normaali
(tehtdvan 9¢ mukaisesti), joka kulkee timén keskipisteen kautta.

Ympyréd sivuaa kolmiota normaalin ja kolmion sivun
leikkauspisteessa.
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a) Aloitetaan piirtdimaélld harpilla ympyra, ja piirretddn sen jialkeen
toinen samanséteinen ympyré, niin ettd ympyrdiden keskipisteet
ovat toistensa kehdlld. Tadmain jélkeen tasasivuinen kolmio
voidaan piirtdd yhdistdmalld ympyroiden keskipisteet ja
ympyrodiden toinen leikkauspiste viivoittimella.

b) Jatketaan a)-kohdan kuviosta piirtdmalla harpilla kolmas ympyra
niin, ettd sen keskipiste on ympyroiden leikkauspisteessé, ja side
sama kuin aiemmillakin ympyro6illa.



Piirretddn tdmén jélkeen vield 2 ympyrad lisdd niin, ettd niiden
keskipisteet ovat viimeisimpéana piiretyn ympyran
leikkauspisteet aiempien ympyrdiden kanssa (pisteet merkitty
dskeiseen kuvaan). Tamain jilkeen yhdistimélld ympyroiden
keskipisteet ja ylimpien ympyroiden leikkauspisteet
keskimmadisen ympyrén kanssa janoilla, janat muodostavat
saannodllisen kuusikulmion.



Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 19.3.2018

19

Aloitetaan piirtdmalld viivoittimella suora, ja piirretddn suoralle
harpilla ympyra. Piirretddn tdmén jélkeen suoralle normaali, joka

Piirretddn seuraavaksi toinen samansiteinen ympyri, jonka
keskipiste on ympyrin ja vaakasuoran suoran leikkauspisteessa.
Yhdistetddn ympyrdiden leikkauspisteet janalla.




Piirretddn seuraavaksi ympyré, jonka keskipisteend on janan ja
vaakasuoran suoran leikkauspiste (seuraavassa kuvassa piste A), ja
kehén pisteend alkuperdisen ympyrén leikkauspiste pystysuoran
suoran kanssa (piste B).

B
c A D

Piirretddn seuraavaksi 2 ympyrad, joiden keskipisteend on piste B.
Toisen kehin pisteeksi valitaan piste C, ja toisen piste D. Kun
yhdistetddn janoilla ndiden kahden ympyrén leikkauspisteet
alkuperdisen ympyrin kanssa, sekd piste B, muodostuu sddnnollinen

viisikulmio.
B
C D

&_—/
————
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a)
111=1-2>+1-2"+1-2°
=4+2+1
=7
b)
1001=1-2°+0-2°+0-2" +1-2°
=8+0+0+1
=9
c)
1110=1-2> +1-2 +1-2' +0-2°
=8+4+2+0
=14

Vastaus a)7 b)9 ¢)l14
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a) Summa:

111 1

10101
+ 1101
100010

Tulo:

10101
1101

111111

10101
00000
10101

10101
100010001

19.3.2018



b)
10101=1-2*+0-2° +1-2*+0-2' +1-2°
=16+0+4+0+1
=21

1101=1-2°+1-2°+0-2' +1-2°
=8+4+0+1
=13

100010=1-2°+0-2*+0-2*+0-22+1-2' +0-2°
=32+0+0+0+2+0
=34

100010001=1-2+0-2"+0-2°+0-2° +1-2* +0-2° +0-2*+0-2' +1-2°
=256+0+0+0+16+0+0+0+1
=273

21413 =34 ja 21-13 =273, joten summa ja tulo laskettiin oikein.

Vastaus  a) summa on 100010, tulo on 100010001
b) 10101 =21, 1101=13, 100010=34 ja
100010001 =273
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63=32+16+8+4+2+1
=1-2°+1-2° +1-2° +1- 22 +1-2' +1-2°
=111111

51=32+16+2+1
=1-2°+1-2*40-2°+0-2 +1-2' +1-2°
=110011

Summa:

1 111

11

111111

+ 110011
1110010

Tulo:

111111
110011

1 1
1T 111 111

111111
111111
000000
000000
111111

111111
110010001101

19.3.2018



Vastaus 63=111111, 51=110011, summa on 1110010 ja tulo
on 110010001101



Tekija e Pitkd matematiikka 12 e 19.3.2018

23

a) 4=2%, joten jaotellaan numerot kahden numeron ryhmiin.

111001001=111 00 10 01
=13021

b) 8=2’, joten jaotellaan numerot kolmen numeron ryhmiin.

111001001=111 001 001
=711

Vastaus a) 13021 b) 711
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