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p=2nr r=4.,5
=2m-4,5
=28,27...

~ 28
piiri on 28 cm

A=nr’ r=4,5
=r-4,5"
=63,617...

=64
Ala on 64 cm?
b)
p=rnd d=5,0

=r-5,0
=15,7...

=16
piiri on =16 cm

d_50

r=—= =2,5
2 2
A=nmr’ r=2,5
=1-2,5°
=19,63...
~20

Ala on 20 cm?

Vastaus: a)p~28cm, A=~ 64cm’
b) p =16 cm, 4 ~20 cm’
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s =200 m

d=26"=262,54 cm = 66,04 cm
p=md=m66,04
20000

Py6rihdysten méiri > =———— =96,399...~ 96
p 66041

Vastaus 96 pyorihdysta
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Sisempi kehitie p; = 97 km
2nr=97 |27
97
r=—
2r
Ulompi kehitie: siade R =97 + 8,5 =105,5

p,=2nR= 2ﬂ(§—7+8,5j =97+2m-8,5=150,4...
T

Ulomman kehétien pituus on 150 km

Vastaus 150 km
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A=
A=18 cm’
Muodostetaan yhtilo

=18
T
r==% E r>0
T
1
r= —8 =2,393..=2,4(cm)
T

Vastaus 2,4 cm
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p=270m
p=2nr
_p 270
"o om
A=nr?

2
A:zﬂ(aﬂl
2n
=5801,197..(m*) 1ha = 10000 m®

A= 5801,197..

=0,5801..=0,58 ha
10000

Vastaus 0,58 ha
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Piirré ensin jana, jonka pituus on 5. Jatka piirtdmisté
valitsemalla sddnnollinen monikulmio, jossa on sivujen
lukumééré on 4.

Piirrd ympyré valitsemalla kolmen pisteen kautta kulkeva
ympyrd. Valitse sitten kolme nelion kérkipistetta.

N | Ot

A=nr?
Ratkaistazan ymgyrén sateen 7 nelid Pythagoraan lauseella.
. [5 5 25
risl =+ =| =—
2 2 2
25 25
—=—7
2 2

A=rm

Vastaus A=—m



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 2.10.2016

182

Alue koostuu puoliympyrdistd, joiden siteet ovat 4, 8, 2 ja 2.

p=2r-2+rw-4+m-8=1671

A:ln:-82—ln-42+2-ln:-22:2875
2 2 2

Vastaus p=16m, A=28n
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Sadannollinen kuusikulmio on muodostunut kuudesta
tasasivuisesta kolmiosta, joiden sivun pituus on ympyran side
r.

Kuusikulmion pinta-ala on

23323
4 =613 N3

Ympyran pinta-ala on

_ 2
Ay—ﬂ'l” .

Alojen suhde on

A 2
vt 2% 1909, ~1,21

4 323 33
2

Ympyran pinta-ala 1,21 kertainen kuusikulmion pinta-alaan
ndhden. Ympyrén pinta-ala on 121 % kuusikulmion pinta-
alasta.

Ympyréin pinta-ala on 21 % suurempi

Vastaus 21 %
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Ratkaistaan x Pythagoraan lauseella.

x*+4%=5"

x*=5"-4=9

X= i\/g x>0

x=3

Kolmion kyljen pituus voidaan ratkaista nyt Pythagoraan
lauseella.

st=4° +(3+5)2

s*=16+64=80

s=i\/% s>0
s:\/%:él\/g

Vastaus 4\/3



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 2.10.2016

7N
N/

Ensimmaisen nelidn sisddn piirrtetyn ympyrén side on

r = 32 =16. Ympyrin sisddn piirretyn nelion halkaisija on
175 19 p y

185

ympyrén halkaisija. Ratkaistaan toisen nelion sivun pituus.
a~2=2r =32

_32

* 2

Toisen ympyrin sdde on

a, 32 16

2 __ "= _~—
2 22 \2
16

Ympyroiden sdteet muodostavat geometrisen jonon: 16, T,

Q

Suhdeluku ¢ = L

V2



2
: . : 1
Ympyrdiden pinta-alojen suhdeluku ¢*=| — | ==.
J2) 2
Ensimméisen ympyrin pinta-ala A, =7- 16°=2567.
Alojen summa

_All-q 1
! ) A, =256m, q==
1-q 2
256r 1‘?
2 10237t
1-
2
1023
Vastaus dd

2



186

Tekija e Pitkd matematiikka3 e 2.10.2016

r= 6400 km
d=2r=2-6400 km = 12800 km

Maapallon radan pituus
p=2m-150-10° km

Lasketaan Maapallon halkaisijan suhde radan pituuteen
12800

27-150-10°

Maapallo kiertdd yhden tdyden kierroksen Auringon ympéri
365 pdivéssa.

Maapallo kulkee halkaisijansa pituisen matkan
12800

m'365'24'60 =7,138... minuutissa.
T .

Vastaus 7,1 minuutissa
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287=282,54cm=71,12cm=0,7112 m
26”=26-2,54 cm = 66,04 cm = 0,6604 m

Mittarin lukema 23,5 km = 23500 m

Pyorahdysten maara:
23500
0,7112

=33042,744...

Todellinen matka:
33042,744...-0,6604 m=2181,4... m~ 21,8 km

Vastaus 21,8 km
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Kartalla: d=2,1 cm
r=1,05cm

A=rmr’=71-1,052cm’
Todellinen pinta-ala:

A=7-1,05%-400000% cm”
_ m+1,05*-400000”
1000007

=55,417..~55,4 (km?)

Vastaus 55 km?
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7
7

o . a
Ympyrdn sédde on puolet nelién sivun pituudesta, r= >

189

Nelién pinta-ala on 4, = a”. Ympyrén pinta-ala on

2 2
A —ﬂ.rz—ﬂ'. g —E
vy - 2] )

A
Alojen suhde: —£ = 4 =£=O,785...
A a 4

n

Ympyrin pinta-ala on 79 % nelidn pinta-alasta.

Vastaus 79 %
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Ison puoliympyrén side R=2 + 3 = 5.
Varjostetun kuvion piiri p=57+27+37=10x.
25

: : 1
Ison puoliympyrin pinta-ala 4 = > 5= ?71' .

. . : . 1 :
Pienten puoliympyrdiden pinta-alat ovat A, = 5 w-2*=21 ja

A3:l-7r-32:27r.
2 2

Varjostetun kuvion pinta-ala

A:Al—AZ—A3:2—5n—2n—27r:67r.
2 2

Vastaus p=10m jad =6mn
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10

Suorakulmion lévistdji d on ympyran halkaisija. Ratkaistaan
d Pythagoraan lauseella.

d*=10°+6>=136
d=~136=2v34

d
Ympyrdn sdde r= 2 =v34.

Ympyran pinta-ala Ay =nr’=34r.

Suorakulmion pinta-ala A, =10-6=60.
Ympyrdn pinta-alasta on suorakulmion ulkopuolella
A —-A,=341-60.

347 —-60

Lasketaan suhde ——=0,438... .
34r

Ympyrin pinta-alasta on 44 % suorakulmion ulkopuolella,

Vastaus 44 %
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b)
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360 _3750
6

96-kulmion keskuskulma o =

Pinta-ala 96- % -r®.sin3,75°=48r"sin37,5°

Ympyran pinta-ala Ay =nr?

Ratkaistaan luku © yhtildstd 7r”> =48r*sin3,75°.
48r*sin3,75°
T==

r2

=48-sin3,75°=3,1393...
n~3,14

Ratkaistaan 96-kulmion sivun pituus kosinilauseella,
s’=r*+r*=2.r-r-cos3,75°

s=ry2-2c0s3,75°
96-kulmion piiri on 96s=96r2—2co0s3,75° .

Ympyréan piiri p = 2mnr.
Ratkaistaan luku nt yhtélostd 27cr = 96r4/2—2c0s3,75°

n:96r 2—2c0s3,75 =484/2—2c0s3,75° = 3,1410...

2r

n~3,14

Vastaus a) 3,13935 = 3,14 b) 3,14103= 3,14
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N2

N

Ratkaistaan ympyrén séde r, kdytetdén kuvan merkint6j.

2
XZ:rZ—(gj x>0

a
x=,|r’ ——
4
2
. . 2 a
rtx=a Sijoitetaan x =,|r°——
\/ 4
2
2 —
Fr+,|r'——=a
2
a
r’——=a-r
4
22
2
ri—— :(a—r)

a
rz—Z:aZ—Zar+r2



Ympyréan piiri p,= 2nr =2m- SEG = %a =3,9269..a

Nelion piiri p =4a

Nelion piiri on pidempi.

Pi_ % _101859..~1,019
D, 3,9269...a
Nelion piiri on 1,9 % suurempi.
5a) 25
Ympyrin pinta-ala A =ngr’=rx- Ll 1,2271..a°
Y 8 64
Nelion pinta-ala A = a
Ympyrin pinta-ala on suurempi.
A 2
L L2270y 0971, ~1,227
A a’

Ympyrin pinta-ala on 22,7 % suurempi

Vastaus a) Nelion piiri on 1,9 % pidempi.
b) Ympyrin pinta-ala on 22,7 % suurempi
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Olkoon piennen ympyran séde r. Pienten ympyrodiden
keskipisteet muodostavat nelion, jonka sivun pituus on 2r.

Tadmén nelion lavistdjdn pituus on Zr\/g .

Ison ympyrin halkaisija on 2R=2r+ Zr\/E .
Ratkaistaan r.
2R 1

r= = R
2+2\/E 1+\/§

Vastaus
1442
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Sisimmén paperikerroksen pituus p, =7-4,5=4,57
Seuraavan paperikerroksen pituus
p,=n(45+2:0,01)=4,521

Jokaisella kierroksella paperikerroksen halkaisija kasvaa kaksi
kertaa paperin paksuuden verran ja siten kerroksen pituuus
kasvaa 0,02x edelliseen kerrokseen verrattuna. Kahden
perédkkdisen paperikerroksen pituuden erotus on siten vakio.
Siis kyseessd on aritmeettinen jono: p, =4,57,d = 0,027

Ensimméisen paperikerroksen pituus p, =4,57 ja viimeisen
paperikerroksen pituus on p =127
Aritmeettisen jonon n. jdsen p =p, + (n - l)d . Ratkaistaan

kerrosten lukumaéra ».
p,+(n-1)d=12x p,=4,57,d=0,021



4,57r+(n—1)0,027r:1272:

_,_12n-457
0,027
n=375
Paperin pitus on aritmeettinen summa: n = 375, p; = 4,5%, p, =
2%
S= 375-‘*’5”#: 9719,3... (cm)
Vastaus a) Perdkkéisten kerrosten pituuksien erotus on vakio
0,027 cm

b) 97 m
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Paperikerrosten pituudet muodostavat aritmeettisen jonon.
1. kerroksen pituus p, =137 (mm), n. kerroksen pituus

p,=40r (mm)

Merkitddn paperin paksuutta kirjaimella x. Paperikerroksen
pituus kasvaa jokaisella kierroksella d = 2mx, timé on
paperikerrosten pituuksien muodostaman aritmeettisen jonon
perdkkiisten termien erotusluku. Ratkaistaan x aritmeettisen

jonon n. termin avulla
p,=p, +(n—1)d
137+ (n—1)27x =407

27

2n
Paperin pituus on paperikerrosten pituuksien muodostama
aritmeettinen summa. Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan n.
S=19000 mm

X

+
s=nPiTl
2
nwzlgooo
e 2-19000
53w
Ratkaistaan x.
27
X= = ,
38000
53r

Vastaus 0,059 mm
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Olkoon uloimman ympyrén sdde 7 ja kolmion sivun pituus s;.
Tasasivuisen kolmion korkeus

53
2

Kolmion sisddn piirretyn ympyrén keskipiste on keskijanojen
leikkauspiste, joka jakaa keskijanan suhteessa 2 : 1 kérjestd
lukien. Tasasivuisella kolmiolla keskijana on samalla kolmion
korkeusjana.

[Imaistaan ympyrén sdde korkeusjanan avulla.

Zh:Z,Sﬁ/g:Sl‘/g

h=

'3 3 2 3

5,43

Toisen ympyrién side r, = Eh = 16 . Ympyrit ovat keskenddn

. . r, 1
yhdenmuotoiset, yhdenmuotoisuussuhde g = 2 = —.
h



Jatkamalla menettelyd saadaan jono ympyro6itd, joiden sidteiden
pituudet muodostavat geometrisen jonon suhdelukuna ¢ = %
Vastaavasti ympyroiden pinta-alat muodostavat geometrisen
jonon, jonka suhdeluku ¢° = %

Ympyroiden alojen summa

12 SI\/E 2 1
s> o))

S = = =1,396...5,"
y 1 3
1-—
4

Toisen kolmion sivun pituus s, saadaan ensimméisen kolmion

sivun pituudella yhtélosta

3 .

r,= 3 rzzgh: P
s s
3 6
1
SZZES1

Tasasivuiset kolmiot. Jatkamalla edelld olevaa menettelya
saadaan tasasivuisia kolmioita, joista aina seuraavan kolmion
sivun pituus on puolet edellisen kolmion sivun pituudesta.
Kolmioiden sivujen pituudet muodostavat geometrisen jonon,

: 1 : .. . .
jossa suhdeluku q= > Vastaavasti kolmioiden pinta-alojen

: : 1
muodostama jono on geometrinen, suhdeluku on g* = T



2
Ensimmadisen kolmion pinta-ala on — 7 Kolmioiden pinta-

alojen summa on

11
1
512*/5[1—[4] 512«/5(1—%]
4
S, = = =0,5773..5°
af1-2 3
4
S, 05773..s°
k= L ~0,41

= T zo6y <2
S, 1,3962...s,

Vastaus 41 %
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360° _.

a)  Keskuskulma o=

b=Lors-21
b) 5

A:l-n-SZ:SE
c) 5

Vastaus a) 72° b) 2w c) 5w
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80 -272:-12=En
360° 3

Kaaren pituus b=

Piiri p=%n’+2-12:40,755...

[e)

-7-12°=100,53...

[e]

Pinta-ala A= 380

Vastaus piiri p =41 cm, pinta-ala 4 = 100 cm?
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A=1
Olkoon keskuskulma o
o

360°
360°

o=
1,5

1,5%=1

=50,92..°

Vastaus 51°

e 2.10.2016
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Kaarten viliin jddva alue on kahden sektorin erotus.

_E. .122_2

A= T
360 360

2
-7:-(12—5) ~=197=59,69...

Vastaus A =60 cm?
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Segementti muodostuu sektorista, jonka keskuskulma on 240°
ja tasakylkisestd kolmiosta, jonka huippukulma on 120°

Kolmion pinta-ala A = %‘8 -8-sin120°= 16\/5

Sektorin pinta-ala A = 240, n-8°= 128

360 3

Segmentin pinta-ala A= Ak +AS =16v3 +%n‘ =161,75..

Vastaus 160 cm?
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Kaaren pituus b= @-2-72:-5,6:28—7r

Merkitdén jinteen pituutta kirjaimella x. Ratkaistaan x
kosinilauseella.

x*=5,6"+5,6°-2-5,6-5,6-cos100°
x*=62,72—62,72c0s100°
X=162,72—62,72c0s100° x>0

X =1/62,72—62,72c05100°

Piirin pituus p=b+x= 287”+\/62,72—62,72c05100°
p=18,35...

Pinta-ala 4= @-n- 5,67 L 5,6*sin100°=11,92...
360 2

Vastaus p~18cm 4~12cm’
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Reitti koostuu kahdesta janasta joiden pituudet ovat 90,0 m, 30
asteen kaaresta, jonka sdde on 91 m, kahdesta 90 asteen
kaaresta, joiden sdde on 1 m, ja kaaresta, jonka asteluku o =
360° - 2:90° - 30° = 150° ja sdde 1 m.

Reitin pituus

p:2-90+ﬂ-272:-91+2-ﬂ-2n'-1+@-27r-1=233,407...
360 360 360

Vastaus 233 m
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Pizza jakaantuu kahdeksi samanlaiseksi segmentiksi ja niiden
viliin jaaviksi alueeksi.

Merkitddn segmentin alaa A, ja ympyrén alaa A.

Koska viipaleissa on jokaisessa yhti paljon reunaa, on yhden
segmentin kaaren pituus kolmasosa kehén pituudesta, joten

sitd vastaava keskuskulma on kolmasosa tiysikulmasta eli
120°.

12 £



Ympyrin sdade r= % cm=14 cm

Lasketaan sektorin pinta-ala A;.
120° 196r

= mw-14% =
360°

Lasketaan keskuskolmion pinta-ala A,.

AZ:%-14-14-sin120°:49\/§ A:%absiny

Segmentin pinta-ala on sektorin pinta-alan ja kolmion pinta-
alan erotus. A =A — A = @—49\f 120

Reunaviipaleen pinta-ala on 120 cm’.

Lasketaan vield keskimmaisen viipaleen pinta-ala.
Koko ympyriin ala A=7-14" =196
Vihennetidin ympyrin pinta-alasta segmenttien pinta-alat.

A-2A =1967 - 2(@—49\5]:374,991...

Keskimmiisen viipaleen pinta-ala on 370 cm”’,

Vastaus Viipaleiden pinta-alat ovat 120 cm?, 370 cm” ja 120 cm’
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b=

e
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2,5

Piirrd jana, jonka pituus on 8.

Maiiritd timéan janteen keskipiste.

Piirrd janteelle keskinormaali apuviivaksi.

Piirrd jana, jonka pituus on 2,5. Jos tdmai ei ole kohtisuorassa
jénnettd vastaan, niin kdinné se kulkemaan pitkin janteen
keskinormaalia.

Piirrd kolmen pisteen kautta kulkeva ympyri jinteen
paitepisteiden ja janan paitepisteen kautta,

Maiiritd ympyrén keskipiste.

Piirrd ympyrélle sdde esimerkiksi janteen toiseen
paétepisteeseen ja mittaa sdteen pituus.

Jos ympyrén sidde on r, sen pituus voidaan ratkaista
Pythagoraan lauseella.



re :(r—Z,S)2 +4*
r’=r*-5r+6,25+16
5r=22,25

22,25
=

=4,45=4,5

Vastaus 4,5 cm
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60°

Vaijerin pituus muodostuu suorista osista, joiden pituus on
kaksi kertaa tukin séde eli on yhté suuri kuin tukin halkaisija.
Vaijeri kiertdd kaikkiaan tdyden kierroksen ympéri eli jokaisen
tukin kohdalle tulee 60 asteen kaari, jonka sdade on tukin séde.

Vaijerin pituus on siten
6-20+7-20=182,831.. (cm)

Vastaus 183 cm



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 2.10.2016

208

Tasasivuisen kolmion korkeus on h= # = 4\/5 jaala

2
Af:816=16J§

Piirretyn ympyrén sidde » = 4. Kolmion sisélle jad ympyrin
sektori, jonka keskuskulma on 60°.

0(:0 n(4\/§)2=87r .

Sektorin A = 6
S 36

Kolmiosta ympyrin ulkopuolelle jadva osuus on

—4, _16y3-87 _
Ak 163 zJ_

Vastaus 9,3 %

=0,09310...
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Kaaren pituus b= %-Zﬂr , missd 7 on ympyrén side ja o on
keskuskulma.
Sektorin piirin pituus p = % 27+ 2r ja ympyrin kehén

pituus p =2mr. Merkitidn ndmé yhté suuriksi ja ratkaistaan
kulma .
o
——-2nr+2r=2nr |:2r
360°
o
360°
a1 ! 360
360°

. (m-1)360°

w+l=r

T
o =245,40...

Vastaus 245°
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Turku

b
Tukhoma

Turun ja Tukholman vélisen paaren pituus b =265 ( km)
Ratkaistaan kaaren asteluku.

% 2r6370=265

360°
o= 265-£ =2,383..°
2-1-6370

Ratkaistaan suora etiisyys x kosinilauseella.
x*=6370*+6370°-2-6370-6370-cosa =70214,872...

Xx=1470214,872.. |x>0

x=264,980..

Vastaus 264,980 km ~ 265 km
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A

.

Ympyrdn kehi jakautuu kahteen kaareen joiden asteluvut ovat
1-360°= 45° ja Z-360" =315°.
8 8

Pienen segnentin ala saadaa, kun 45° sektrin alasta vihennetdén
tasasivuisen kolmion, jonka huippukulma on 45°.

rt \/E , (72?—2\/5)!‘2

= 45 -Jrrz—lrzsin45°:———r =/
360° 2 8 4 8

Lasketaan pienen segmentin ja ympyrén alojen suhde.
(n’ N ) r
i 8 n— 2\/5

= = =0,01246..
A nr? 81

Vastaus 1,2 %
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Jannettd vastaan kohtisuoraan piirretty sdde puolittaa sédteen.
Ratkaistaan sdde Pythagoraan lauseella.

rZ:(r—5)2+62
r’=r’—=10r+25+36
10r=61

r=6,1

Kaaren asteluku on 2a.

sina =

6,1
. 4| 6
o=sin"| — [=79,611..°
6,1
200=159,22..°

Vastaus Sédde 6,1 cm, kaaren asteluku 159°
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I'—5,8 :

5,8

8,6
Kuopan reunan séde on — =9,3

Pallon keskipisteen etdisyys kuopan pinnasta on » — 5,8, missd
r on pallon sdde.

r =(r—5,8)2 +93?
r? =12 —11.6r +33,64+86,49
11,6r=120,13

r= 120,13 =10,536...

)

d=2r=20,712...

Vastaus 20,7 cm
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. o . .
Sektorin pinta-alan kaava 4 = 360° 7 r* voidaan kirjoittaa

1l o .. s
muotoon 4=—-——-27xr-r. Sijoitetaan tdhén kaaren

2 360°
pituuden lauseke b = #‘00 - 27 r, jolloin saadaan sektorin

pinta-alaksi 4= % b-r.

Siis sektorin pinta-ala on A4 = b_zr .0
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Yhteinen alue muodostuu kahdesta ympyrdsegmentista.
Ympyroiden yhteinen jénne CD on kohtisuorassa
keskipisteiden yhdysjanaa 4B vastaan.

Merkitdén kirjaimella x janan EB pituutta. Jana CE on
molemmille ympyroéille yhteinen.

Ratkaistaa CE Pythagoraan lauseella kolmioista AEC ja EBC.
CE*=8*-(10-x)* ja CE’=6"-x’

Muodostetaan yhtilo ja ratkaistaan x.



64— (100—20x+x*)=36—x’
64—100+20x— x> =36—x°
20x="72

18
X=—

5

10—x:£
5

Ratkaistaan keskuskulma a.

X -36,86.°
2

a=73,739..°
Ratkaistaan keskuskulma .
18

B _5313.0
2
B=106,260..°

Segmenttien pinta-alat:

a =737 o g 182 in73,739..2=10,464..
360 2

4 =100200-7 ;2 1 62 sin106,260..2=16,102..
360 2

Kysytty pinta-ala A=A +A,=26,56...

Vastaus 26,6 cm®
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Teralehti muodostuu kahdesta 60° kaarta vastaavasta
segmentistd. Olkoon ympyrén side 7.

Sementin pinta-ala:
A :ﬂwz —lrzsin60":r2 Z_ﬁ
2 6 4

Yhden terdlehden pinta-ala on 24;. Kukka koostuu kuudesta
terdlehdestd, kukan pinta-ala on

12AS:12r2(%§}:r2(2n3 3).

Ympyrin pinta-ala on 4, =77’

Lasketaan suhde.

i_r2(2ﬂ—3\/§):2n_3\/§
T

A wr
Yy

=0,346..

Vastaus 35%
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360°
50,

Syene b

Aleksandria

Q
x

Auringonsdteet ovat yhdensuuntaiset. Koska auringonséteiden
[}
ja pystysuoran vélinen kulma Syenessé on

=7,2°,0n
Aleksandrian ja Syenen vilisen kaarta vastaava keskuskulma

) .. 1
7,2°. Kaaren pituus on 5000 stadionia, tdimi on 5 maapallon

ympérysmitasta. Merkitddn maapallon ympérysmittaa
kirjaimella p ja ratkaistaan se kaaren pituuden avulla.

1
=0 p=5000
p=50-5000=25000
Maapallon ympirysmitta on 250 000 stadionia,
1 stadion = 0,157 km.
p=250000-0,157 km = 39 250 km

Vastaus 39 300 km
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Ympyran keskipisteestd tangenttien leikkauspisteeseen piirretty
o

50 =25°.
2

jana puolittaa tangenttien vilisen kulman,

d =sin25°
r+13,3

r= sin25°(r+13,3)

r=sin25°r+13,3sin25°

(1-sin25°)r=13,3sin25°
_ 13,3sin25°

r= =9,730...
1-sin25°

Vastaus 9,7 cm
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Kuva on esimerkiksi seuraavanlainen.

1. Piirrd ympyrd, merkitse piste ympyrén kehélle ja piirrd timén
pisteen kautta kulkeva tangentti. Piirrd myos sidde
sivuamispisteeseen.

2. Toisen tangentin piirtiminen onnistuu, kun méaaritit tangenttien
vilistd 60 asteen kulmaa vastaavan keskuskulman 120°. Piirréd
toinen tangentti.

3. Mittaa mittatydkalulla siteen pituus ja tangenttien
leikkauspisteen etdisyys ympyrin keskipisteesta.

4.  Laske suhde. Tulokseksi pitdisi tulla 1 : 2.
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Ympyran keskipisteestd tangenttien leikkauspisteeseen piirretty
e}

0 =15°

jana puolittaa tangenttien vilisen kulman,

Ratkaistaan x suorakulmaisesta kolmiosta.

2:sin15°

X

X= 12 =46,36...
sin15°

Vastaus 46 cm
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Rakennuksen pohjan keskipisteesti katselupisteeseen piirretty

: : 16°
jana puolittaa katselukulman, > =8°.
Ratkaistaan rakennuksen pohjan séde suorakulmaisesta
kolmiosta.
L —sing°
r+150

r:(r+150)sin8°

r=sin8°-r+150sin8°
(1-sin8°)r=150sin8°
- 150sin8°

=24 251..
1-sin8°

halkaisijad =2r=2-24,251... =48,502...

Vastaus 49 m
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R=6370km, r=1737 km

Maan pinnan katselupisteestd Kuun keskipisteeseen piirretty

0.56 =0,28°.

jana puolittaa katselukulman,

Merkitddn Maan pinnan katselupisteen ja Kuun keskipisteen
vilistd etdisyyttd kirjaimella x.

1737

=sin0,28°
X
xX= ﬂ =355439,87...
sin0,28°

Maan ja Kuun keskipisteiden vilinen etdisyys on
x+R=6370+355439,87... =361809,87...

Vastaus 361800 km
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1) a

r=6370km, & =3,718 km

Kaaren 74 pituus on Teiden etdisyys Afrikasta Maapallon
pintaa pitkin mitattuna.

Mairitetddn kulman o suuruus trigonometrisesti.
r 6370

r+h 6373,718

o=1,957..°

Lasketaan kaaren 74 pituus.

1,957..°

o

Coso =

TA= -2m-6370=217,58...

Vastaus 218 km
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a)

>
> o = 2:54° = 108°

D
»‘ x=115°:2 =57,5°

o)

360° - @ = 2-73°
o =360°-2-73° =214

Vastaus a) 108° b) 57,5° c) 214°
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Kolmio on suorakulmainen, koska kulma C on puoliympyria
vastaava kehdkulma. Kolmion hypotenuusa on ympyréan
halkaisija 2r = 2-5 = 10.

Ratkaistaan kateetit x ja y trigonometrisesti.

X _sin30°

10
x=10-sin30°=5
LZCOS?)OO

10

y=10-c0s30°=5v3

2543

Kolmion pinta-ala A= %-5 . 5\/— = — =21,650...

Vastaus 22 cm?
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15

19

Suorakulmion l4vistdji on puukiekon halkaisija. Ratkaistaan
lavistdjd Pythagoraan lauseella.

d?=192+15?
d*=586

d=+586 |d>0
d=24,207..

Puukiekon sdde on % =12,103....

Vastaus 12,1 cm
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Kulmaa o vastaava keskuskulma on 360°—2-99°=162°.
o= 162°

=81°

Kulmaa B vastaava keskuskulma on 360°—2-68°=224°.
224°

P==

=112°

Vastaus a=81°jaf=112
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1,8

Mainostelineen sdde r= 5 =0,9

Julisteen leveyttd vastaava kaaren pituus b = 2,6.
Ratkaistaan kulma a.

26=—%_.27.0,9
360°

_2,6-360°
2r-0,9
Olkoon x pienin etdisyys, mistd mainoksen voi ndahdi
kokonaan.

0,9 165,52..°
=cos
0,9+x

=165,52..°

0,9—0,9¢0s 165,52...

x= 2 _62.>4
165,52..°
oOS—————MM@

2

C

Vastaus Eivoi
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Ympyroiden keskipisteiden ja tangenttien leikkauspisteen kautta
[e]

00 =30°.
2

kulkeva suora puolittaa tangenttien vélisen kulman,

N _gin30°
10

r=>5
Muodostuneet suorakulmaiset kolmiot ovat yhdenmuotoiset.
r, 10+n+r

n 10

r, 15+r
510
107, =75+ 5r,
5r,=175

r, =15

Vastaus 5jals
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p =2nR =40 000 (km)
h =190 (m) = 0,19 (km)

b =110 (km)
40000
21
40000
oS = e h ™ 4000%)7:
+ +0,19

27
0 =044265..°
24P 40000=110
360°
p=110-360"_ ) 1465.0=0,547.°

40000



=coS
R+x B

40000
_ 2
40000

21
x=0,2908....

=co0s0,547..°

+X

Vastaus 200 m



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 2.10.2016

231

Kulmaa o vastaavan keskuskulman ja 110 asteen kehdkulmaa
vastaavan keskuskulman summa on 360°.
200+220°=360°

200 =140°
oa=70°

Vastaavasti saadaan kulmalle B yht&lo:
2B+2-40°=360°

B=140°

Vastaus 70° ja 140°
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Kulma B on 56 asteen keskuskulmaa vastaava kehidkulma.
56°
p= 2

=28°

o

. 34
Vastaavasti y = 2 =17°.

Kolmion kulmien summan avulla voidaan ratkaista kulma 9.
B+y+06=180°

28°+17°+96=180°
6=135°

Kulma a on kulman 6 vieruskulma.
o=180°-135°=45°



b)

Kulma B on 20 asteen keskuskulmaa vastaava kehidkulma.
20°
==

=10°

o

80 =40°.
2

Vastaavasti 6 =

Kulman 9 vieruskulma on 180° - 40° = 140°.
o= 180°-10° - 140° = 30°

Vastaus a) 45° b) 30°
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Merkitdén kalastajan istuinpaikkaa kirjaimella C, saaren
paitepisteitd kirjaimilla A4 ja B seké saaren keskelld olevaa
kived kirjaimella K.

Koska kiven etdisyydet saaren péisti ja kalastajasta ovat
yhtdsuuret, pisteet 4, B ja C ovat K-keskisen ympyran kehalla.
Jana AB on ympyrén halkaisija, kulma C on puoliympyréin
sisdltdmé kehidkulma, joten kulma C on suora kulma.

a) Kalastaja nikee saaren 90° kulmassa.

b) AB on suorakulmaisen kolmion hypotenuusa

AB=+/48?+8 =10+/97 = 98,4885..

Vastaus a) 90° b) 98 m
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R=6370 (km), » = 1737 (km)

s =384 000 (km)

Olkoon x avaruusaluksen etdisyys Maan keskipisteesti.
Ratkaistaan x yhdenmuotoisista suorakulmaisista kolmioista.

R X s
—_—= |kerrotaan ristiin
r s—x

Rs—Rx=rx
(r+R)x=Rs
Rs
=
r+R

. 6370-384000

~ 6370+1737
x=301724,43...
Avaruusaluksen etdisyys Maan pinnalta on
x—R=301724,43...— 6370 = 295354 4... (km)

Vastaus 295 000 km
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Suorakulmion lavistéjéit ovat yhté pitkét ja puolittavat toisensa.
Lavistdjien leikkauspisteen etiisyys on yhté suuri jokaisesta
kérjestd. Suorakulmion lavistdjien leikkauspiste on ympéri
piirretyn ympyran keskipiste ja ympyréin sdde on puolet
lavistdjén pituudesta.

b)

Ympyrai ei voida piirtdd, koska suunnikkaan keskipisteen
etdisyys jokaisesta karkipisteesti ei ole yhtdsuuri.



200+2f3=360°

o+ [=180°
Vastakkaiset kulmat ovat suplementtikulmia.

Vastaus a) Voidaan b) Ei voida
¢) Vastakkaiset kulmat ovat

suplementtikulmia.



Tekija e Pitkd matematiikka3 e 2.10.2016

®

Olkoon O-keskisen ympyrin sdde r. Télloin P-keskisen

236

. 1
ympyréin side on 5 r.
Olkoon kaarta 4B vastaava keskuskulma o.

27T

Kaaren 4B pituus on

[e)

Kulma o on kaarta CD vastaava kehdkulma, kaaren CD
asteluku on 2a.

.2 - 1 —
360° 2 360°
Siis kaaret AB ja CD ovat yhtd pitkét.o

Kaaren CD pituus on 2.
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30°

L _sin30°
D

AD=2r
AB=2r+r=23r

2
):675

Puoliympyrén ala 4= % . 71'(

&le

Vastaus 67
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C

Lasketaan janteen 4C pituus kosinilauseella.
x*=8°+5°-2-8-5-c0s60°

x*=49

x=1v49 |x>0

x=7

Kaarta AC vastaava keskuskulma on 120°. Ratkaistaan
ympyrén sdde kosinilauseella.

X =r*+r*=2r-r-cos120°

49=13r"

r=% 4—9 r>0
V 3
7

s

Vastaus —_— =
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Tapausl. Ympyrén keskipiste on kehdkulman aukeamassa

Kehédkulman DCB toinen kylki on ympyrén halkaisija.
Merkitdédn keskuskulmaa DKB kirjaimella y.

<DCB = Y Kehdkulma, jonka toinen kylki on
2 ympyréin halkaisija, on puolet
o—y vastaavasta keskuskulmasta.
<ACB= -

Mairitetddn kehdkulman ACB suuruus kulmien o ja y avulla.
Yy, o—-vy
=4 —
P 2 2
_a
2

Siis kehdkulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta myos,
kun ympyrén keskipiste on kehdkulman aukeamassa.



Tapaus 2. Ympyrén keskipiste on kehdkulman aukeaman
ulkopuolella.
c

s

$

Kehikulmien DCA ja DCB toinen kylki on ympyrin halkaisija.
Merkitddn keskuskulmaa DKA kirjaimella vy.

Kehdkulma, jonka toinen kylki on
ympyrén halkaisija, on puolet
o+y vastaavasta keskuskulmasta.

«pca="L
2

<DCB =

Mairitetddn kehdkulman ACB suuruus kulmien o ja y avulla.

_a+y v
& 2 2

Siis kehdkulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta myos,
kun ympyrén keskipiste on kehédkulman aukeaman
ulkopuolella.



On osoitettu, ettd kehdakulma on puolet vastaavasta
keskuskulmasta myos, kun kehidkulman kylki ei ole ympyrén
halkaisija.[]
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