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0. ESIPUHE

Téssa kirjassa kasitellddn sitd, miten laskinta TI-nspire CX CAS voidaan kdyttdd matematiikassa.
Lahtokohtana on siis matematiikka, eikd timéd niin muodoin ole laskimen esittely. Toki laskimen
kaytto tulee samalla hyvin tutuksi.

Laskimen valmistaja puhuu kimmenlaitteesta, joka nimitys pyrkii tuomaan eroa tavalliseen laski-
meen. Laskimen ominaisuudet ovatkin sellaiset, ettd se ldhestyy tietokonetta. Tdssa laitetta sano-
taan kuitenkin laskimeksi, koska sitd kdytetdan hyvin laskimen omaisesti.

Laskin tuntuu hyvilti ja monipuoliselta. Jossain asioissa se on jopa parempi kuin olemassa ole-
vat matematiikkaohjelmat, joihin sitd hyvin voidaan verrata. Toki vaativampien laskujen ja kor-
keamman matematiikan tarpeisiin laskin ei riit4.

Nykyédédn matematiikkaa voidaan yhd enemmaén tehda laskimilla ja tietokoneohjelmilla. Ei ole jér-
kevédd pysyttidytyd ns. kdsinlaskennassa, vaan on osattava kayttdd tehokkaasti keskeisimpid ole-
massa olevia tyokaluja. Tdssd voidaan menné toiseenkin ddripddhin: saatetaan ajatella, ettd riit-
tdisi osata kdyttdd matematiikan tydkaluja. Talloin matematiikka olisi pelkdstddn laskinten ja ma-
tematiikkaohjelmien kdyton opettelua. Taémé on kuitenkin véérd ajatus, silld matematiikka on
paljon muutakin kuin laskentaa. Matematiikka on ajattelutapa. Jotta pystyisi tehokkaasti kaytta-
madn olemassa olevia matematiikan tyokaluja on tiedettivd, mitd operaatioita lausekkeilla voi-
daan suorittaa, millaisia yhtdloitd voidaan ratkaista ja millaisia ndma ratkaisut ovat. On osattava
matematiikan peruskaésitteitd ja rakenteita. Kun nima hallitsee, pystyy myds matematiikan tyoka-
luja kéyttdmaédn tehokkaasti. Aina tyokalut eivit tee kaikkea, vaan niitd on autettava kisin las-
kennalla. Nykyddn matematiikka parhaimmillaan onkin ihmisen ja teknisten laskuvélineiden vi-
listd yhteistyota.
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1. PERUSASIOITA LASKIMESTA
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2. LASKIMEN KAYTTAMINEN
2.1 Laskutekniikkaa

Téssé luvussa on esitetty laskimen tehokkaaseen kayttdon liittyvid asioita. Jos joku asia on vieras
tai tuntuu vaikealta, niin sen voi ohittaa ja siirtyd seuraavaan asiaa. Tarpeen vaatiessa sithen voi
uudestaan palata. Téssé esitetyt ohjeet ovat tietenkin subjektiivisia. Jokainen laskimen kéyttdja
omaksuu omat kéytdnteensd. Joitain tdssd esitetyistd asioista kdsitellddn uudelleen myohemmissa
luvuissa.

Laskettaessa on aina laskimen ndytolti tarkistettava syoton oikeellisuus. Laskin laskee oikein,
jos syotto on oikea ja laskimen asetukset ovat tehtdvin mukaiset. On aina oltava tietoinen laski-
men asetuksista.

1. Laskutila

Laskin kannattaa yleensd pitdd laskutilassa Automaattinen. Jos télloin syotossd olevissa luvuissa

enter

ei esiinny desimaalipistettd, laskin pyrkii -ndppdintd painettaessa esittiméin tarkan arvon.

Desimaaliesityksen saa, kun painaa nippaimia <) "™ | Jos sy6tossi esiintyy desimaalilukuja

esittdd laskin tuloksen desimaaliesityksena.
Desimaalipistettd kdyttden voi joissain tilanteissa ohjata tuloksen muotoa: osa esitetdén tarkasti,

enter

osa desimaaliesityksend. Tadlloin komento on péétettavd ndppaimelld

ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan yhtilo

.2 .
sin“x+3sinx=1

g fi# | Luonnossivu= ix I

2 Fa

solve((sin(x)) +3- sin(x)=1,x)

J1z -3
2

x=2ni :r:+sin"( ) orx=2-ni n-st

solve((sin(x)) 2 +3- sin(x)= l,x)
x=6.28219 n2+0 307604 or x=6.28319- *

Ensimmaisessd solve-komennossa yhtéld on kirjoitettu sellaisenaan (ei desimaalipisteitd)

enter

ja komento péétetty ndppaimelld
ka arvoa ei ole laskettu.

". Tulos on tarkka, mutta siind esiintyy termi, jon-

Toisessa solve-komennossa yhtdlé on samassa muodossa, mutta komento on pédtetty

ctrl enter
’

nidppdimilla |. Nyt laskin laskee termille 27 desimaaliesityksen, joka on
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huono asia, silld trigonometrisissa yhtdldissé ratkaisun jakso halutaan yleensd esittdé lu-
vun Ttavulla.

Luonnossivir X
A

solve((sin(x)) 2+3- sin(x)=1.,x)
x=2"n3 n+0 307604 orx=2-n3 m+2.83*

Y1l yhtdloon on luvun 1 perdén laitettu desimaalipiste ja komento paitetty ndppédimelld

enter

'. Nyt ratkaisu on helposti luettavassa muodossa. Ratkaisu on
x=0,307604+n-2n tai x=2,83399+n-2n

2. Arvon laskenta

Lausekkeen arvon laskenta on syytd tehda rajoitusoperaattoria | kiyttden. Téalloin muuttujat séi-
lyvit arvoista vapaina ja syotostd nikee heti onko se oikein. Rajoitusoperaattori 10ytyy nippéi-

|wzr

milla | <) E| aukeavasta ikkunasta.

ESIMERKKEJA
2. Lasketaan lausekkeiden arvoja

r=5x"+x—7 ,kun x=2,451

+b
‘ ,kun a=1,17 ja b:3’98
a—>b
I & ]dp[ Luonnossivu— Il.
x3—5-x2+x_7p(=2_451 -19.8619 2

a+b -1.82274
——|a=1.17 and b=32 .98

a-b

Sanaa and kéytetdédn useita arvoja syotettdessa.

3. Kirjaimilla laskeminen

—

Kirjaimilla laskettaessa on aina hyvi ennen laskemista tyhjentdd kirjaimet a ... z \"—)-valikon
komennolla 1: Toiminnot >> 4: Tyhjennid a-z ... Komento nikyy syo6ttorivilldi komentona
ClearAZ. Yhden kirjaimen muuttujia a ... z voi kayttaa véliaikaisten tulosten tallentamiseen. Py-
syvammait tallennukset on tehtdvd muuttujiin, joissa on ainakin kaksi merkkid. Sydttovaiheessa
muuttuja, jossa on arvoja nikyy lihavoituna.
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Asiakirjassa méadritellyt muuttujat ovat kdytettdvissd kaikkialla samassa asiakirjassa. Esimerkiksi
piirtofunktio voidaan mééritelld laskentatilassa.

ESIMERKKEJA

3. Seuraavassa muuttujassa @ on arvo, muuttujassa b ei ole arvoa.

& |

Luonnossivu—

Ax

ClearAZ

Valmis

a=1

ath

Tehtédvid ratkaistaessa on syytd kayttdd tehtdvéssd esiintyvid kirjaimia. Tamé koskee erityisesti
sovellustehtdvid. Télloin yhteyden selvittiminen omien muuttujien ja tehtdvin muuttujien vililla
j@d pois. On kuitenkin huomattava, ettd laskimessa isot ja pienet kirjaimet ovat samoja ja ne na-
kyvét pienind kirjaimina. Laskuissa ei siis kannata kéiyttdd isoja kirjaimia. Alaindeksit, jos niiti

haluaa kéyttis, 10ytyy ndppaimelld aukeavasta lausekemallistosta.

T 0o

am

|EI| oo [EE

Lo [ddn | [od |l

Luonnossivu<

ESIMERKKEJA
4. Ratkaistaan R, yhtdlosta
1 1 1
—_—t —
R R, R,
e | W
(1 11 )
solve| —=—+—,m:
r o r: T
Siis
R R
R=—-"2
R—R,

4. Lausekkeiden Kirjoittaminen
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Lausekkeita kirjoitettaessa on huomattava seuraavaa:
» Kirjaimia kerrottaessa on viliin laitetta kertomerkki
* Sulkumerkkeini saa kéyttéa vain kaarisulkuja.

* Kirjaimen ja perdssi olevan alkavan sulun véliin tdytyy laittaa kertomerkki.

* Miinusmerkkejd on kaksi:

. 1= on vihennyslaskumerkki, joka tulee lausekkeiden véliin.

. "1 on etumerkki miinus, joka tule lausekkeen eteen.
Naéiti ei saa sotkea.
Nayttorivid voi kelata nékyviin nuolipainikkeilla » ja <. Kun kohdistin on tuloslausekkeessa,
voi ndppaimelld

| 7 ) hypita suoraan rivin alkuun, jos kohdistin ei ole rivin alussa.

¥ n

1 hypété suoraan rivin loppuun, jos kohdistin ei ole rivin lopussa.

ESIMERKKEJA
5. Lausekkeita
ab
a
ja
a(x+y)
syotettidessd on kaytettdvd kertomerkkia.

_—

{ g ‘ # | Luonnossivu X
ab =
b b
a b a
b
expandlca(xﬂ-):l a(x+y)
expand(a- (x+yJ:l a xta y|

(=)

6. Néappdimid I-) ja el saa sotkea.
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8 A | Luonnossivu= ix
1-1 0
1--1 -1
1-1]
Ylinnd on védhennyslasku, joka on saatu aikaiseksi ndppdimelld .|;|. Seuraavalla rivilld

on kertolasku, jonka sy6ttd nikyy alinna. Siind on kéytetty nappaintd =

Lausekkeiden syottidmisessd voi kayttda lausekemalleja, jotka saa ndppaimella . Lausekemal-
lin paikasta toiseen kannattaa siirtyd ndppéaimelld Lo .

Osamddrdn syottdminen tapahtuu kétevasti ndppaimilla @ E] , jolloin aukeaa murtolukumal-
li, jonka paikat tiytetddn. Jos nimittdjddn haetaan arvo historiatiedoista, ei timé kuitenkaan toimi.

Talloin on parempi kéyttdd jakolaskuun néppéinta [+],

ESIMERKKEJA
7. Tutkitaan jakolaskun suorittamista.

Aukaistaan murtolukumalli @ E] ja tdytetddn osoittaja.

g fi# | Luonnossivu= ix
2.5 2.5
37

[-I

Nimittdjddn haetaan historiatiedoista luku 2.5 viemélld kohdistin nuolipainikkeella A lu-

enter

vun péélle ja painamalla néppdinté

8 A | Luonnossivu= ix
25 25
32.5|7
?

Luku tulee vairddn paikkaan! Tietenkin sen voi kopioida ja sitten liittdd oikeaan paik-
kaan.

Kayttdmailla nappainta [+ tata ongelmaa ei tule
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e A | Luonnossivir= 0=
2.5 2.5
3.7/2.5

Tastd huolimatta jakolasku on kétevé toteuttaa ndppaimilla @ E]

S. Automaattiset sievennykset

Laskin suorittaa joskus automaattisia sievennyksié, jolloin laskin kirjoittaa syotetyn lausekkeen
eri muodossa.

ESIMERKKEJA
8. Laskin supistaa ja kayttdd joitain trigonometrian kaavoja automaattisesti.

‘ g fi# | Luonnossivu= ix .
x2— 4 x-2
x+2

1—(sin(xJ:|2 I:COS(I)Jz

sin(x+m) sin(x]

e g 2 sinh(x)|

6. Yhtiloiden ratkaisujen jatkokaytto
Jos yhtélolla on useita ratkaisuja ja niitd pitdd jatkotyostid, voi olla parempi komennon solve si-
jasta kdyttdd komentoa zeros. Koska

f(x)=g(x)e f(x)-g(x)=0
voidaan yhtdld aina muuttaa nollakohtien médrittimiseksi tai pdinvastoin. Siis komennot
solve(f(x)=g(x), X)
ja
zeros(f(x)-g(x), x)

antavat saman ratkaisujoukon.

ESIMERKKEJA
9. Ratkaistaan yhtilo
sin(3x—2)=0,78
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Solve-komento antaa tuloksen

g #/ | Luonnossivur= X
solve(sin(& x—2J=0.78,x3
2 (141 44733) 2 (n1-m+2
x= or x= »
3 3

Jossa pitéisi suorittaa vield kerto- ja jakolaskut. Tdmé ei kuitenkaan onnistu yhdelld ko-

{Fshift

mennolla, vaan ratkaisujoukon molemmat osat on késiteltdva erikseen. Maalataan ' -
ndppdin pohjassa halutut ratkaisun osat, ja annetaan expand-komento.

g #p[ Luonnossivu< ll I
Fa
(2 (n1 m+l 44733)
expand
2
2'”
+0. 964887
3
2-(n1-m+2. 12346)
expand
3
A S.omlar i)

Muuttamalla yhtdlé muotoon
sin(3x—2)—0,78=0

voidaan kéyttdd zeros-komentoa, jonka tulos on listarakenne. Tahén voidaan kohdistaa
expand-komento'.

>

g fi# | Luonnossivu= ] l

ze1‘os(sin(3-x—2)—0.?8 x:l b
{2- (n2 m+1 44732) 2-(n2 212346, ﬂ
o

3
H 2-(n2 m+l 44?33290861?1
expand
3

+1 41564

2n2m 2n2
—+0.964389,
2

Ratkaisu on siis

x:O,964889+n-2—3n tai x= 141564+n%7E

1 Huomaa, etti laskennan tarkkuus ei muutu, kuten edellisessé tavassa.
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10.Lasketaan funktion
f(x)=x’+2x"-5x-3
arvot funktion derivaatan nollakohdissa.
Tallennetaan funktio ensin funktioksi f (x)

Kaytettdessd solve-komentoa derivaatan nollakohtien méérittdmiseen, on funktion arvot
nollakohdissa laskettava erikseen kullekin nollakohdalle. Nollakohdat voidaan hakea
maalaamalla.

g | o+ |Luunnussiwv l&
s 1 E
ﬂ:x):=x3+2'x2—5'x—3 Valmis
solve (i l:}‘(x) :|= O,xJ

dx
x=-2.11962 or x=0.7863
A-2.11963) 7.06067
() =

Jos nollakohdat haetaan kuvan mukaisesti solve-komennon tuloksesta, saadaan nollakoh-
dat vain 5-6 desimaalilla. Parempi tapa on ottaa solve-komennon tulos syéttoriville ja ha-
kea nollakohdat sielta.

8 fi# | Luonnossivu= ]

-
solve(i I:}‘(x:l:l=0,xJ ﬁ
Ll

x=-2.11962 or x=0.7863
1196329811802 or x=0.78629964784692
x=-2.11962 or x=0.7863

A-2.1196329811802) 7.06067

K

Kaytettdessd zeros-komentoa derivaatan 0-kohtien maéérittimiseen, voidaan funktion ar-
vot nollakohdissa laskea yhdelld késkyll4 ja tarkkuus sdilyy.

N B #/ | Luonnossivur= ] 1&,

?{I):=I3+2'I2—5'x—3 Valmis
Zelwos(di(f{xnxj {'2-11963,0.?863}
X

A{-2.11963209811802,0. 7862996475469
{7.06067,-5.20882}

1[3]
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Koko asia voidaan tehdé vield lyhyemmin.

g

i

Luonnossivir—

D]

ﬂx}=x3+2'x

25 x-3

Valmis &

f(zem(imxn,x)]

{7.06067,-5.20882 }

Funktio arvot derivaatan nollakohdissa ovat siis 7,06067 ja —5,20882

7. Derivointi ja integrointi

e Kulma: Radiaani

* Reaali- tai kompleksiluku: Reaali.

ESIMERKKEJA

Derivoitaessa ja integroitaessa on laskimen asetusten oltava seuraavat:

11.Jos laskimen kulma-asetus on védrd, menee trigonometristen funktioiden ja niiden kdin-
teisfunktioiden derivaatat ja integraalit vaérin.

Seuraavissa laskuissa kulma-asetu

s on Aste.

Luonnossivir—

'

costr)

1

8

-ISO-COS(

J

T

10
13
X

1)

0
0
+

X
1

X
fa]
il

Tulokset ovat vadrin.

Seuraavissa laskuissa kulma-asetus on Radiaani.
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Luonnossivu<

X

: [~
cos (x)
-COs (x)
1
x2+1

Tulokset ovat nyt oikein.

ESIMERKKEJA

12.Logaritmiin paityvid integraaleja laskettaessa tulos on viérin, jos kompleksilukuasetus on
jokin muu kuin Reaali, koska logaritmista puuttuu itseisarvo.

Kompleksilukuasetus: Suorakulma

8

i

Luonnossivu—

1
— dx
.{x

f tan(x) dx

Naéissd pitéisi olla itseisarvon logaritmi.

Kompleksilukuasetus: Reaali

)

Luonnossivu—

A |

1
— dx
'[x

lntlxn &

_Jﬂ tan(x) dx

-ln(|cos(x)|)

Tulokset ovat nyt oikein.

8. Asteet radiaanimoodissa

Jos laskimen kulma-asetus on Radiaani, voi astemerkkid kéayttimalla laskea asteissa. Astemerk-
ki 16ytyy nédppdimelld aukeavasta ikkunasta.

ESIMERKKEJA
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13.Seuraavassa laskimen kulma-asetus on Radiaani

. 8 #/ | Luonnossivur= | M9
sin{20} -0.988032 &
sinl20°] 1

2

9. Komentoparametrit
Jos komennon parametreja ei tiedd, voi ne tarkistaa hakemalla komento katalogista, joka aukeaa

néppdimilld [ 1], Kun kohdistin vieddin komennon péélle, ndyttda laskin komennon kutsu-
parametrit. Katalogissa on hyva pitéé ohjatut toiminnot péalla.

Katalogissa voi litkkkua seuraavasti:

* Painamalla kirjannéppéintd siirrytddn aakkosjirjestyksessd ensimmdiiseen ko. kirjaimella
alkavaan komentoon.

* Nuolindppdimilld A ja V¥ voi siirtyd ylos ja alas rivi kerrallaan.
e Néppaimilla

. n (3] siirrytddn ndyton verran eteenpdin.

. A (9] siirrytdén nayton verran taaksepdin.

. ﬂ (7J siirrytdédn katalogin ensimmdiselle riville.

. ﬂ (1) siirrytddn katalogin viimeiselle riville.

ESIMERKKEJA
14.Kuvassa on komennon simult kutsuparametrit.

1 2 [z |3 30 | 4 = | 50

o
# Ohjatut toiminnot paalls

| simult{kerroinMatriisi, wakio%'ektori . Tol])

Ohjatut toiminnot ovat myds péalla.
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Usein laskin antaa niyton alareunaan aiheettoman varoituksen KhTuloksen masrittebjoukt 5otn o tar-
vitse valittia.

ESIMERKKEJA
15.Ratkaistaan yhtélo

g #/ | Luonnossivur= A2
by 1 -1
solve| ——-——=1x X=—
x+1 x 2

ll&,Tuloksen maarittelyjoukko wvoi olla suurempi ...

Tamai varoitus on turha.

10. Historiatietojen kiytto

Useammasta vaiheesta koostuvia laskuissa on aikaisemmat tulokset haettava historiatiedoista,
joissa voi litkkua nuolipainikkeilla A ja V. Kun haluttu tulos on siniselld pohjalla, saa sen syot-

i shift

toriville ™ -ndppaimelld. Historiatiedoista voi myds maalata vain osan pitamalla """ -nip-

enter

péintd pohjassa ja liikkumalla nuolipainikkeilla P> ja <. Maalatun osan saa syottoriville -

néppaimelld. Takaisin sySttoriville padsee - -ndppdimelld.

2.2 Yksikoiden ja vakioiden kadytto

Laskimella voi laskea yksiditd kdyttden. Yksikkojarjestelmd méaritetdén kotindyton asetuksissa
, josta valitaan 2: Asiakirjan asetukset... Avautuvan ikkunan kohdassa Yk-
sikkdjérjestelmi valitaan yksikkdjarjestelméksi joko SI tai Eng/US. Seuraavassa yksikkojérjes-
telmd on SIL.

Yksikot ja vakiot 16ytyvit komennolla (] 13 | qukeavasta ikkunasta.
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Muunnosoperaattori (#)

Finta—ala
Tilavuus

Ajka [
# Ohjatut toiminnot paalla
|Muunnosoperaattori |

Fysiikan vakiot 16ytyvit kohdasta I vakiot | Vakioiden nimet alkavat alaviivalla. Vieméilld kohdis-
tin vakion kohdalle, tulee ndyton alareunaan tieto siitd, mikd vakio on kyseessé.

TEA| 2 (2|3 5|4 =g | 5. =2 | 6 fif]

g A

_iac

h

_Kk il
# Ohjatut toiminnot paall

painovoiman Kiihtywyys
9.80665 _m/_s? I

Painamalla ndppéinta = saadaan valittu vakio syottoriville. Se siséltda yksikot.

e # | Luonnossiviu= {9 |
- 9 80665 ——
2
_c _m
2.99792E8-
_Vm m3
0.022414- —
_mol =
| 144

Jos haluaa laskea ilman yksikoitd voidaan yksikot poistaa.

ESIMERKKEJA

1. Jos halutaan kdyttdd vain putoamiskiihtyvyyden arvoa, poistetaan yksikko ja tallennetaan
arvo muuttujaan g.
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Ax

e fi# | Luonnossivu=
-2 9.80665 =—
52
g:=9 80665 9. 80665

Yksikot on ryhmitelty suureen mukaan. Yksikoiden nimet alkavat alaviivalla. Viemalld kohdistin
yksikdn kohdalle, tulee niyton alareunaan tieto siitd, miké yksikkd' on kyseessi.

TEA| 2 (2|3 5|4 =g | 5. =2 | 6 fif]
=] Ajka

-] Mopeus

_lknot

_mph

=]

Lampétila

i

# Qhjatut toiminnot pa3lla

|I-<ilometrii-’1 tunnissa

Yksikon voi myos kirjoittaa myos itse. Tarvittava alaviiva 10ytyy ndppdimelld aukeavasta ik-
kunasta.

Muunnos yksikostd toiseen tapahtuu muunnosoperaattorilla, joka on ylinnd yksikot- ja vakiot-ik-
kunassa. Operaattori tulee muunnettavan lausekkeen perddn ja sen perddn laitetaan tuloksen yk-
sikko.

ESIMERKKEJA
2. Pikajuoksun 100 m maailmanennitys on 9,58 s. Médritetddn keskinopeus km/h.

e A | Luonnossivir= | 9]
100° _m 37.5783 _kph &
»_kph
958 _s

Siis keskinopeus on 37,58 km/h.

3. Kappale, jonka massa on 1100 kg kulkee nopeudella 120 km/h. Miiritetdén kappaleen ki-
neettinen energia.

I Joissain kohdin nimi on oudosti suomennettu. Esim. yksikkd _s on toinen. Pitiisi olla sekunti.
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Kineettinen energia on

| S
E =—
k 2 my 5
missd m on kappaleen massa ja v kappaleen nopeus.

Lasketaan laskimella.

8 A | Luonnossivu= X

fal)

1 5 611111 )
=-1100 _kg (120 _kph])
2

611111.11111116- _J»_kWh
0.169753 _kWh

Kineettinen energia on siis 611,111 kJ, joka on 0,169753 kWh.

4. Tarkastellaan tasaisesti kiithtyvd suoraviivaista liikettd. Olkoon hiukkasen kiihtyvyys

m .
a=3— jahetkelli =0
s

* sijainti on $,=0m
km
* nopeuson V,=2 W
Talloin hiukkasen sijainti s hetkelld ¢ lasketaan kaavasta
1>
s=s,t+ v i+ Eat

Madritetddn hiukkasen sijainti hetkelld 7=2min . Annetaan tulos kilometreina.

g fi# | Luonnossivu= X
1 _m 3 } -
2 ph =3 == =2 _min
2 2
21666.7 _m
21666 666666667 _mP_lkm
216667 _km

Siis sijainti on 21,6667 km.
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3. LUVUT

3.1 Kokonaisluvut

—

Kokonaislukuihin liittyvii komentoja 16ytyy ™ -:—Valikosta 2: Luku:

4: Pienin yhteinen jaettava: Kahden kokonaisluvun pyj. Komento nédkyy syottorivilla
komentona lem

5: Suurin yhteinen tekiji: Kahden kokonaisluvun syt. Komento nikyy syoéttorivilla ko-
mentona ged

Komennoissa lem ja ged argumentteina on kaksi lukua, jotka erotetaan pilkulla.

ESIMERKKEJA
1. Maédritetddn lukujen 37026 ja 15972 tekijoihin jako.

g #/ | Luonnossivur= 1
factor{27026)

23211217

factorl 15972 52.5.113

p— 3 [

Lukujen

kaikkien alkulukujen suurimmat potenssit.

suurin yhteinen tekijd on tulo, jonka tekijoind ovat lukujen tekijoihin jaossa esiintyvien
yhteisten alkulukujen pienimmat potenssit.

ESIMERKKEJA

2. Madritetddn lukujen 37026 ja 15972 pienin yhteinen jaettava ja suurin yhteinen tekija.

e A | Luonnossivir= 0=
lem{27026,15972) 814572 &
factor(814572) 52.32. 113, 17
gcd(37026,15972) 726
factor|726) 2

231
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Huomaa, kuinka lukujen pyj ja syt saadaan lukujen tekijoihin jaoista, jotka on laskettu
edellisesséd esimerkissa.

—_
menu

l-valikon komento 2: Luku >> 6: Jakojainnos muodostaa kahden luvun jakolaskun jako-
jaannoksen. Komento nédkyy syottorivilld komentona remain. Komennon muoto on

remain(m, n)

ja se muodostaa lukujen m ja n jakolaskun m/n jakojddnnoksen, jonka tulos on samanmerkkinen
kuin m tai nolla. Jos n =0, on remain(m, 0) = m.

Komentojen argumenttina voi olla myds listat, jolloin komentoa sovelletaan listan vastinalkioi-
hin ja tulos esitetdén listana samassa jirjestyksessa.

ESIMERKKEJA

3. Kokeillaan komentoa remain.

8 A | Luonnossivu= ix
Demain(23, 4) 3=
remain({12,-12,12,-12},{5.5,-5,-5 })

{2,-2,2-2}

Jalkimmadisestd laskusta huomataan, ettd tulos on samanmerkkinen kuin kutsun ensim-
méiinen argumentti.

=

"™ ]-valikon komento 2: Luku >> 8: Lukutyékalut >> 5: Mod muodostaa my&s kahden luvun
jakolaskun jakojaannoksen. Komento nédkyy syottorivilld komentona mod. Komennon muoto on

mod(m, n)

ja se muodostaa lukujen m ja n jakolaskun m/n jakojdannoksen, jonka tulos on samanmerkkinen
kuin n tai nolla. Jos n =0, on mod(m, 0) = m.

ESIMERKKEJA

4. Kokeillaan komentoa mod.

. g #/ | Luonnossivur= 0x

mod(23,4) =

mod({12,-12,12,-12},{5.5,-5,-5 })
{2,3-3-2}
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Jalkimmadisestd laskusta huomataan, ettd tulos on samanmerkkinen kuin kutsun toinen
argumentti.

Komennot remain ja mod antavat siis samat tulokset positiivisille kokonaisluvuille.

Katalogista 10ytyvd komento isprime maarittdd onko luku alkuluku. Tulos esitetddn totuusarvo-
na.

ESIMERKKEJA

5. Mersennen luvut. Mersennen' alkuluku on muotoa 2"—1 oleva alkuluku. T#lldin eks-
ponentin # on oltava alkuluku. Kuitenkaan jokainen muotoa 2"—1 , missd n on alkulu-
ku, ei ole alkuluku. Kokeillaan laskimella

g #/ | Luonnossivur= X
Lo
isPl‘ime(25—1) true 5
isPl'ime(27 - 1) frue
isPrimel211-1) false
isPl‘ime(2l3—1) frue
ispnme(z 17—1) truel
=t
Kokeellista tutkimista voisi jatkaa...
ﬂ A | Luonnossivu= X
== - 'ﬁ'
1.;P1‘1me(2 257 1) false
1“P1‘1me(2 521 1) frue
1.;P1‘1me(2 1279 _ ) frue
1“P1‘1me(2 1282 1) false -

Seuraavassa on Wolfram|Aplhalla tulostettu tdlld hetkelld tiedossa olevat Mersennen al-
kuluvut

I Marin Marsenne (1588-1648) oli ranskalainen munkki, joka oli kirjeenvaihdossa aikansa huomattavimpien mate-
maatikkojen kanssa. Hén tutki lukuteoriaa, erityisesti nimensé mukaan nimettyja alkulukuja.
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2% Wolfram oputsora

mersenne primes =]

Assuming "mersenne primes" is referring to prime numbers | Use as referring to =

mathematiczl definition instead

Input interpretation:

Mersenne primes

Result: Less

22-1 1 2°-1 ] 2°-1 ] 27-1 | 2%-1 | 2" -1 | 2¥ -1

231 _ 1 261 _ 1 289 _ 1 9107 _q 2127 _ 1 2521 _ 1 9607 _
1 21279 _ 1 52203 _q 22281 _ 1 93217 _q 94253 _ 1

244.?3 -1 29639 1 29941 -1 211213 -1 21993? ~-1 221'?01 _
1 223209 _ 1 oHH4eT _ 286243 _ 4 5110603 _ ¢ 9132049 _

1 9216091 _ 4 9756839 _ 9859433 _ q 91257787 _ q

91398269 _ 4 92976221 _ 4 93021377 _q 96972593 _ 4 913466917 _
1 920996011 _ 1 924036583 _ 1 925964951 _ 4 930402457 _
932582657 _ 4 937156667 _ 942643801 _ 4 943112609 _ 4

Computed by Wolfram Matheratica &) Download page

Mersennen luvut ovat matematiikassa edelleen aktiivisen tutkimuksen kohteena.

3.2 Murtoluvut

Jos laskin on laskutilassa Automaattinen niin laskin esittda == -néppdintd painettaessa koko-
naislukujen osaméddrin supistettuna murtolukuesityksend. Jos ainakin toisessa kokonaisluvussa

.o . o . . . . e *ee ( I\ .. . o g eees coes e .
esiintyy desimaalipiste tai painetaan ndppdimid |E E', niin laskin esittdd osamiéran desi-
maaliesityksend.

@]-Valikon komento 2: Luku >> 2: Likiarvo murtoluvuksi muodostaa desimaaliluvun mur-
tolukuapproksimaation. Komento nikyy syoéttorivilla muodossa approxFraction(5.E-14) ja se
muodostaa murtolukuapproksimaation kiyttien toleranssia 5-10""* . Komento tulee luvun pe-
raén. Toleranssia voi halutessaan muuttaa.

ESIMERKKEJA

1. Kokeillaan komentoa approxFraction.
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g | o+ |Luunnussiwv ix
E 1.458122 &
241
1.4813278008299PapproxFract'Lon(S.E-l*

357

241

J'c)approxFracﬁon(S.E-l-i) 5419351
1725033 3

-

Murtoluvun muuttaminen sekaluvuksi tapahtuu ™ -valikon komennolla 2: Luku >> 7: Mur-
tolukutyokalut >> 1: Sekaluku. Komento nikyy sy6ttorivillda komentona propFrac. Tulos esi-
tetddin muodossa kokonaisosa + murto-osa.

ESIMERKKEJA
2. Kokeillaan komentoa propFrac.

g fi# | Luonnossivu= ix
1097 93 &

propFrac 44—
251 251 H

3.3 Lukujen pydristamiset

Lukujen pydristimiset tapahtuvat " -valikon 2: Luku >> 8: Lukutyékalut komennoilla

* 1: Pydristetty, joka pyOristdd luvun annetun desimaaliméérin tarkkuudella. Komento ni-
kyy syottorivilld komentona round. Komennon muoto on

round(luku, desimaalit)

missi

* luku on pydristettdva luku

* desimaalit on luku, joka ilmaisee desimaalien maarén.
Jos argumentin desimaalit jattdd pois, pyoristetddn luku 12 merkitsevdn numeron tark-
kuudella.

* 6: Lattia, joka pyo0ristdd alaspdin kokonaisluvuksi. Komento nikyy syottorivilld komento-

na floor.

» 7: Katto, joka pyoristdd ylospédin kokonaisluvuksi. Komento nékyy syottorivilld komento-
na ceiling.
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ESIMERKKEJA

1. Kokeillaan komento round.

- a8 A | Luonnossivu= 0
round(2561 456789124} 2561.46
2561.45678912 2561.46
round(2561 456789124, 0) 2561.
2561. 2561.
round(2561 456789124, 1) 2561.5
2561.5 2561.5 il
=
- a8 A | Luonnossivu= 0
round(2561 456789124, 3) 2561.46 &
2561.457 2561.46
round(2561 456789124, 4) 2561.46
2561.4568 2561.46

enter

Laskin ndyttdd tulokset I-ndppdimen painamisen jalkeen ndyton tarkkuuden mukai-
sesti, joka tdssd on Liukuva 6. Todellinen tarkkuus saadaan selville ottamalla tulos syot-
toriville, joka ndkyy tulosta seuraavalla rivilla.

¢
2. Kokeillaan komentoja floor ja ceiling.
‘ g #/ | Luonnossivur= X ]
floor(-23 .12 24, &
ceiling{112.211) 113, H
¢

=

men]_yalikon 2: Luku >> 8: Lukutydékalut komento

* 2: Kokonaisosa muodostaa desimaaliluvun kokonaisosan. Komento ndkyy syottorivilla
komentona iPart.

* 3: Murto-osa muodostaa desimaaliluvun desimaaliosan. Komento nakyy syottorivilla ko-
mentona fPart.
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ESIMERKKEJA

3. Kokeillaan komentoja iPart ja fPart.

e A | Luonnossivir= X
iPart{-234 1659) 234 &
fPart(-234.1659) -0.1659 H

3.4 Kompleksiluvut

Kompleksiluvut sydtetdéin normaaliin tapaan. Imaginaariyksikko 7 10ytyy ndppdimelld (=],

1 8
T

r 9

Laskenta tapahtuu luonnollisella tavalla.

ESIMERKKEJA
1. Lasketaan
(2—3i)(1+24)

2+3i
4-5i
8 A | Luonnossivu= X
(2-3-4) (142 ) B+i
2434 -722
i
4-51 41 41

—

Kompleksilukuihin liittyvii komentoja 16ytyy ™ -:—Valikosta 2: Luku >> 9: Kompleksi.

28
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1: Littokomplek siluku
2. Reaaliosa

3 Imaginaarinen osa
4. Polaarikulma

5! ltseisarvo

&: Muunna polaariseksi

Komento

* 1: Liittokompleksiluku muodostaa kompleksiluvun z liittoluvun z . Komento nikyy
syottorivilla komentona conj.

» 2: Reaaliosa muodostaa kompleksiluvun z reaaliosan Rez . Komento nikyy syottorivil-
14 komentona real.

* 3: Imaginaarinen osa muodostaa kompleksiluvun z imaginaariosan Imz . Komento
nékyy syottorivilld komentona imag.

* 4: Polaarikulma muodostaa kompleksiluvun z argumentin argz . Komento nikyy syot-
torivilld komentona angle.

* 5: Itseisarvo muodostaa kompleksiluvun z itseisarvon |z| . Komento nikyy sySttorivil-
14 itseisarvomerkkeind.

* 6: Muunna polaariseksi muuntaa kompleksiluvun osoitin- tai eksponenttimuotoon. Ko-
mento tulee kompleksiluvun perdédn. Se nékyy syottorivilld komentona P Polar.

ESIMERKKEJA
2. Kokeillaan komentoja.

Laskimen kulma-asetus on seuraavassa Aste.

g | # |Luonnossive= 1%
7=543 4 5437 &
conj(z) =34
Deal(z) 5
imag(z] 3
anglelz) 30.9638
|z| 5.83005

~

Kompleksiluvun z=x+ yi
* osoitinesitys on z = r[10
. i0
* cksponenttiesitys on z=r¢'

Niissd esityksissd 7 ja © ovat kompleksilukua vastaavan tasopisteen (x,y) napakoordinaatit
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* 7. pisteen etdisyys origosta
* 0: pisteen vaihekulma,
jolloin
r=|z]
ja

O=arg(z)

Laskimeen kompleksiluvun osoitinesitys syotetdin muodossa
(r00)

— wfi®
Esityksessd oleva kulmamerkki 16ytyy ndppdimilla L) [=) aukeavasta ikkunasta.

|
= | @
m
I8
# | @
~Iall
ol
w
v
[ 3

Komento 6: Muunna polaariseksi toiminta riippuu laskimen kulma-asetuksista:
* Jos kulma-asetus on Aste, niin tuloksena on osoitinesitys
* Jos kulma-asetus on Radiaani, niin tuloksena on eksponenttiesitys.
Jos laskimen kompleksilukuasetus on Reaali tai Suorakulma, niin muunnos summamuotoon ta-

pahtuu kirjoittamalla lauseke osoitin- tai eksponenttimuodossa' ja painamalla ndppéintd [Lenter |

ctrl | | enter |
— T,

tai ndppaimid L

ESIMERKKEJA
3. Kokeillaan muunnoksia, kun laskimen kulma-asetus on Aste.

! Huomaa, etti kulmamuodossa Aste ei voi kiyttid eksponenttiesitysti.
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e A | Luonnossivir= X [
e e . — _T
(245 £]»Polar (5 83095 £ 59.0262)
(42 -123) -2.17856-3.315468 §
©Tarkistus:
|2+5- 4 5.38516
angle(3+5 1) 59.0362

Siis kompleksiluvun 3+5i itseisarvo on 5,83095 ja argumentti on 59,0362°.

4. Kokeillaan muunnoksia, kun laskimen kulma-asetus on Radiaani.

Muodostetaan luvun 3+5i7 eksponenttiesitys.

i2,3

Muunnetaan luku 5¢'™” ja osoitinesitys (5 1J2,3) summamuotoon.

g fi# | Luonnossivu= X

Fa)

(345 ¢)»Polar e1.03038 4 ¢ gan0c

5_81"2.3 S3.32128+3 7328524

(5 £ 2.3) -1.33138+3.72853 4

3.5 Binaari- ja heksaluvut

Laskimella voi késitelld bindérisid ja heksalukuja. Binddriluvun edessi on Ob, heksaluvun edessé
Oh. Laskin muuntaa luvun automaattisesti 10-kantaiseksi'.

ESIMERKKEJA
1. Muodostetaan binééri- ja heksalukuja.

. 8 A | Luonnossivir= b
0b101 5 &
0b11011011 219
OhF 15
Oh10 16
OhA30FC 667200

I Tissd laskin on normaalissa 10-kantaisessa lukuesityksessa.
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¢
Luku a muunnetaan
e binadriluvuksi komennolla
a P Base2
e heksaluvuksi komennolla
a P Basel6
Komennot 16ytyvit katalogista (] [
ESIMERKKEJA
2. Kokeillaan muunnoksia.
g fi# | Luonnossivu= X
2012) Base? Ob11111011100 &
20120 Basel6 Oh7DC
0b111111001101kBasels OLFCD
OhFCD P Base? 0b111111001101
¢

3. Kokonaislukuihin piaityvia laskutoimituksia voi suorittaa normaalin tapaan ja tuloksen

voi valittdmasti muuntaa haluttuun kantalukuun.

)

#p[ Luonnossivir X

A

0b1101+0b101 18 []
0b1101+0b101MBase?2 0b10010
OhFFA-OR1CS 2637
OhFFA-Oh1CE5kBaself OhES
OhFA Obl0O 500

OhFA Ob10PBaseld Oh1F4 !

Binddriluvut voidaan helposti muuntaa heksaluvuiksi ryhmittelemalld binddriluvut oikealta 14h-
tien neljdn bitin ryhmiin ja muuntamalla kukin ryhmé erikseen heksaluvuksi kdyttaimélld seuraa-
vaa taulukkoa. Viimeisen ryhmin alkuun voidaan tietenkin lisdtd mahdollisesti puuttuva nollat.
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Desimaaliluku | Binidériluku | Heksaluku
0 0000 0
1 0001 1
2 0010 2
3 0011 3
4 0100 4
5 0101 5
6 0110 6
7 0111 7
8 1000 8
9 1001 9
10 1010 A
11 1011 B
12 1100 C
13 1101 D
14 1110 E
15 1111 F

Tietenkin heksaluvut voidaan muuntaa bindariluvuiksi korvaamalla kukin heksamerkki taulukon
mukaisella neljin bitin ryhmaélld. Vasemman puoleisesta ryhmésti voi jattdd alkunollat pois.

ESIMERKKEJA
4. Muunnetaan bindariluku heksaluvuiksi
11001011001100101 =11 1001 1110 1010 0101 = 39EAS5S
Muunnetaan heksaluku bindariluvuksi
7AC2F=1111010 11000010 1111 =1111010110000101111

Tarkistetaan laskut vield laskimella.

g ‘ A ‘Luunnussiwv 1

|> |X

not (a+1)PBase16
OhFFFFFFFFFFFFFFF4

0b111001111010100101kBase16
Oh29EAS

Oh7AC2FP Base2
0b1111010110000101111 n
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4. ALGEBRAA

4.1 Lausekkeiden kirjoittaminen

Laskimessa lausekkeet voi sy6ttdd normaaliin tapaan kiyttden operaattoreita +, — ,* ja /, nidppéi-

met [+ | - ja [ * [+ . Kertomerkkind voi kayttad myds vililyontid. Kerrottaessa kirjaimia keske-
nddn on vdliin aina laitettava kertomerkki. Sen sijaan luku kertaa kirjain ei vaadi kertomerkkia.

Miinusmerkkeji on kaksi:

* nippdin I-) on vdhennyslaskumerkki, joka tulee lausekkeiden viliin.

* ndppdin L9 on etumerkki miinus, joka tule lausekkeen eteen.
Potenssi on hattumerkki *, néppéin EI Hattumerkkid kaytettdessd on potenssin jélkeen painetta-
va nuolindppdintd P, jolloin sydttd siirtyy perustasolle. Toinen potenssi saadaan katevésti nép-

paimelld .

Sulkumerkkeiné voi kéyttdd vain kaarisulkuja, jotka saadaan kaksoisndppédimelld EE] . Paina-
malla vasemmanpuoleista ndppédintd kohdistin jd4 sulkumerkkien sisélle ja painamalla oikean-
puoleista ndppdintd kohdistin jda sulkumerkkien perdin. Sulkumerkin ulkopuolelle padstddn nuo-
lindppdimelld ». Sulkumerkkien kdytdssd on huomattava, ettd kirjaimen ja perdssd olevan alka-
van sulun vdliin tiytyy laittaa kertomerkki'.

Lausekkeiden syottamisessd voi kdyttdd lausekemalleja, jotka saa ndppaimellad

o |40
am

|EI| oo [EE
Lo [ddn | [od |l

b |

Lausekemallin paikasta toiseen voi siirtyd ndppéimelld . Esimerkiksi alaindeksi saadaan

lausekemalliston painikkeella B

Osamddrdn syottdminen tapahtuu kitevasti nappaimilla @ E] joko siten, ettd ensin painetaan
nidppdimid ja sitten tdytetddn paikat tai siten, ettd ensin kirjoitetaan osoittaja, sitten painetaan nip-
pdimid ja tdytetddn nimittdjd. Jalkimmaiisessd tavassa saattaa joutua valitsemaan osoittajan klik-

fea |
kaamalla useamman kerran kosketuslevyn painiketta E] tai maalaamalla osoittaja.

Virheellisen sy6ton voi tietenkin poistaa @ -néppaimella.

Usein laskin sieventid automaattisesti syotetyn lausekkeen.

ESIMERKKEJA
1. Syotetddn lausekkeet

I Muuten laskin Kisittelee tilanteen funktion arvona laskentana.
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ax’+ax+a’
a
—x'—[(3x=2x7)+(—x+x")]

I
v0+5at

g fi# | Luonnossivu= X

2 2 2 Al
a x"+a x+a X7 Hx+a

a

-xg—(-(3-x—2-x2)+-x+x2) 4 x-4 x?
w+l-a'f2 a t* o
2
| ™
| 3/39
Huomaa, etté laskin sieventdd lausekkeet.
¢
2. Lausekkeita
ab
a
ja
alx+y)
syoOtettidessd on kaytettdvi kertomerkkia.
i Q. ‘ #/ | Luonnossivur= ] i |
ab ab B
b b
ab a
b
expandlca(xﬂ-):l a(x+y)
expandia- [x+3)) a x+a
¢

4.2 Algebrallisten lausekkeiden sieventaminen ja muokkaaminen

Murtolausekkeissa laskin suorittaa automaattisesti supistamisen, mikdli mahdollista. Myds joi-
tain muita automaattisia sievennystoimintoja laskin tekee.
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mern]

Lausekkeiden sievennys- ja muokkauskomentoja 16ytyy [ -valikostosta 3: Algebra.

iy 1: Toiminnot —
2rs 2: Luku 1: Ratise
= 3: Algebra 2: Tekija

f¢) 4: Differentiaali- j§ Laajenna
@ S: Todennakaisyy| Mollakohdat

¥ 6: Tilastot 5 Taydenna nelidksi
381 7: Matriisi ja vekig®: Numeerinen ratkaisu
$e¢8 Talous 7. Ratkaise yhtaloryhma P

8: Polynomitydkalut »
! 9 Murtolukutyékalut »
»

| A Muunna lauseke
?

4.2.1 Kertolasku

Algebra-valikon komento 3: Laajenna suorittaa auki kertomisen. Komento ndkyy syottorivilla
komentona expand.

ESIMERKKEJA
1. Lasketaan auki lausekkeet
(2x—3)(3x+1)
(a+b)
(x+2)(x—4)—(x+4)(x—l)

k]

8 | i+ |Lunnnnssivuv | 1]

expand((? x—3)- (3- x+1J:| 6 x2—7' =3 =

expand((aﬂ:) 5)

a°+5 a* p+10-a> b2+10 a2 b
(e+2) le—a)-[x+4]) [x-1) -5 x—4

3+5-a’

Edellisessd esimerkissd kahden ensimmadisen lausekkeen kertolasku vaatii erillisen komennon.
Sen sijaan kolmannen lausekkeen sieventiminen tapahtuu automaattisesti. Laskin suorittaa kerto-
laskut automaattisesti sellaisessa lausekkeessa, jossa esiintyy samalla tasolla sekd yhteen- ettd
kertolaskua. Ensimmaistd lauseketta sydtettdessd sulkujen véliin ei tarvitse laittaa kertomerkkia.
Toisen lausekkeen tulos ei mahdu kokonaisuudessaan niytolle vaan jatkuu oikealla. Sitd voi ke-
lata ndkyviin nuolipainikkeilla. Kun kohdistin on tuloslausekkeessa, voi ndppdimella

. @ L7 hypitd suoraan rivin alkuun, jos kohdistin ei ole rivin alussa.
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. d 1 hypétd suoraan rivin loppuun, jos kohdistin ei ole rivin lopussa.

TEHTAVIA .

1. Sievenni lausekkeet

a)  (3x+1)(2x-5) b)  (z+3)(z°+22-3)
O (rta)x—D(x—a)xtl)  d —35’“;";35?

(a3—a)(4 a2—36)
(4a+12)(a*>=2a+1)
2. Laske auki

4
Z+i

74 b) (a—2)10

a)

4.2.2 Tekijoihin jako

Algebra-valikon komento 2: Tekijé suorittaa jaon reaalisiin tekijoihin. Komento nikyy syottori-
villd komentona factor.

Komennon muoto

* factor(lauseke) suorittaa tekijoihin jaon rationaalilukujen joukossa.

* factor(lauseke, muuttuja) suorittaa tekijoihin jaon reaalilukujen joukossa.

ESIMERKKEJA
1. Jaetaan tekijoihin

a-b

6bx’+12bx y+6by’
) | A [Luonnossin 1%
factorla3-57) (a-5) (a2+a b+p2)
factorl6 b x2+12 b x 346 b 12)

6 b [xry)?

2. Jaetaan tekijoihin
x'—18x*+32x—15
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X —X——
4

. g #/ | Luonnossivur= X

factor(x4—18- x2+32- x—lS)

(-2 (x-1)2 [x+5)

f: actor(x2 —x—E) M
4 4

Edellisestd esimerkistd havaitaan, ettd laskin esittdd rationaaliset tekijit kokonaislukuina:
R _(2x=3)(2x+1) _ 3L
4 4 2 2

ESIMERKKEJA

3. Jaetaan tekijoihin

x2+x—1
X =2x43

enter

Seuraavat komennot on paitetty ndppdimella

E ‘ A ‘Luunnussiwv X
i~

fact01‘(x2+x— l,le
(25 +1) (2 x=5 +1)

4

fau:tor(x3 -2 x+3,x)

2

[x+1.89329)- (x —1_89329-x+1_58454)

on ilmeisestikin likimd4rdinen. Tarkistetaan asia kertolaskulla. Otetaan tulos syottoriville
ja suoritetaan kertolasku.



Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS 40

8 A | Luonnossivu= ix
lx+1.89329) 1x*-1.89229 x+1.58454) W

2

expand((x+1.8932891963046)- (x -1.89"

X247 13 x2-2 - x43.

3

X247 13 x2

-2.0000000000002- x+2.9"

X 47 E-13 x2-2 - x+3.

Tulos ei ole sama kuin alkuperdinen lauseke.

Edellisen esimerkin mukaan, jos tekijoihin jaettava polynomi on korkeampaa kuin toista astetta,
saattaa tekijoin jako olla approksimatiivinen desimaaliesitys.

Algebra-valikon komento C: Kompleksi >> 2: Tekijid suorittaa jaon kompleksisiin tekijoihin.

Komento nikyy sy6ttorivilld komentona cFactor.
Komennon muoto

» cFactor(lauseke) suorittaa tekijoihin jaon rationaalisten kompleksilukujen joukossa.

* cFactor(lauseke, muuttuja) suorittaa tekijoihin jaon kompleksilukujen joukossa.

ESIMERKKEJA
4. Jaetaan tekijoihin
X +4x+13

2
x +x+1

e ‘ < ‘Lunnnnssivu‘v ix

cFact01'(x2+4-x+13)
({243 &)} (x+243 )

c Factor(x 2 +x+ l,le
(2 x-(1+f3 - 4)) (2 xr10f3 )
4

kdyton ja kdsin laskennan vuorovaikutus.
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ESIMERKKEJA

5. Kolmion pinta-ala. Miiritetddn kolmion pinta-ala, kun kolmion sivujen pituudet ovat a,
bjac.

Olkoon sivun ¢ vastainen kulma y. Talloin kosinilauseen perusteella
’=a’+b’—2abcosy ,
josta saadaan
y=arccos ( M )
2ab

Kolmion pinta-ala on

A:%absiny

‘ & #/ | Luonnossivur ] 5

cg—az—bg)

2ab

s
) ar +f: :rr
sm‘ —
2ab 2
2]
1
(—-a-b-sin(ﬂ)
.2 | i

Y14 oleva lasku jatkuu alla.

¥: =cos"(

8 A | Luonnossivu= i
L !

fa}
-(a2—2-a-b+b2—czjl (a +2-a- b+b2—c H
=

16

{a?-2 a pep?-c?

a+2af:

factor

-(a+b+c)-(a+b—c) (a b+c c;r —b— c

16
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Y114 alin lauseke on pinta-alan nelio. Se voidaan kirjoittaa muotoon'
; (M

josta ottamalla nelidjuuri saadaan kolmion pinta-alalle kaava

A2=11—6(a +b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)

AZ%\/(a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)

Kaavassa on tiettyd symmetriaa, josta sen voi muistaa. Tama ei ole kuitenkaan se kaava,
joka tisséd yhteydessé yleensa esitetddn. Johdetaankin se toinen kaava.

Merkitsemalld
p=a+b+c

kolmion piiri, voidaan yhtilo (1) kirjoittaa muotoon
A= pls=2a)(p=20)(p=2¢) .

josta saadaan edelleen

o=las)ls

Siis kolmion pinta-ala on
A=Vs(s—a)(s—b)(s—c) ,

missa
_a+b+c
2

on kolmion piirin puolikas. Tdémé kaava on nimeltdén Heronin kaava.

TEHTAVIA .

l.
2.
3.

a) a'x—ax b) 16—8a+a’
a) —a’+6ab—9b’ b)  20ab’—100a b+ 125a
a)  a'+b’ b) o’ -b

. a) 81x*—625)" b) X y+8x -y -8

! Ihminen huomaa mahdolliset symmetriat, jotka helpottavat tuloksen mieltamista.
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4.2.3 Murtolausekkeiden yhteenlasku

Usein laskin suorittaa automaattisesti murtolausekkeiden yhteenlaskun. Jos ndin ei tapahdu, voi-
daan kayttda Algebra-valikon komentoa 9: Murtolukutyokalut >> 4: Yhteinen nimittiji. Ko-
mento ndkyy syottorivilld komentona comDenom.

ESIMERKKEJA
1. Lasketaan yhteen murtolausekkeet
1 1 2
+ +
x—1 x+1 11— xz

1 X
_+—
x x+1

g #/ | Luonnossivur= b
1 1 2 2
R 2
x—1 x+1 1—x2 x+1
1 x 2
comDenom|—+—— X4+l
X x+1 5
x<+x

Jalkimmaisen lausekkeen laskemiseen tdytyy kdyttdd komentoa.

TEHTAVIA .

Suorita laskutoimitukset ja sievennd.

X_ Vi atb a—b
1. a) b b) p b
a—b a—c a b
2. a) 2ab 3ac b) a+3b a-2b
y x+y t+tu t—u
3.3 x+y x b) t—u t+u
1 1 1 1
. + — I+ —
4. a) x—1 x b) x x+1
C . 243 R B
- 3) x X ) X+x X
a a 2 2 2 4a
6. a) - b) —+ -
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7. a) (x—l)(l— ! )+l b) [1—l(1+1 :1—1]:1]:x+1
x/\x x-1) x X X X X

1

1
8. a) (“;b—l):g b) [(%—1):(%—1)]:"11’ b
L

4.2.4 Nelioksi tadaydentaminen

Q=

Toisen asteen polynomin nelioksi tdydentdmisessd polynomi esitetdidn muodossa, jossa muuttuja
esiintyy vain yhdessa lausekkeessa, joka on korotettu toiseen potenssiin.

Nelioksi tdydentdminen voidaan suorittaa Algebra-valikon komennolla 5: TaAydenné nelioksi.
Komento nikyy syottorivilld komentona completeSquare. Komennon muoto on

completeSquare(lauseke, muuttuja)

ESIMERKKEJA
1. Téydennetddn nelidksi lausekkeet
X*+12x
2y’ =7 y+5
) | A [Luonnossin 1%
completeSquare(x2+12-x,x) (x+6)2-26
completeSquare|2- 327 3453
, (}._zf_z
4/ 8
|

TEHTAVIA .

Taydenna nelioksi

1. a) xX+6x b) X —3x+l

2. a) 2x’+5x b)  —4x’+6x+3
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4.3 Eksponenttilausekkeiden késittely

Algebra-valikon komennolla'’ A: Muunna lauseke >> 3: Muunna lauseke-muotoon voidaan
joitain lausekkeita muuntaa muotoon, jossa esiintyy Napierin luku e. Komento laitetaan lausek-
keen perdin ja se esiintyy muodossa P> exp.

Esimerkiksi hyperbolisia funktiota laskin esittdd tdlloin eksponenttifunktion avulla.

ESIMERKKEJA
1. Lasketaan
(ex+e—x>2
e A | Luonnossivir= 0x |
expand((ex+e-x)2J (ex)2+ 1 +2 i
ex)2
(ex)2+ 1 . 2-cosh(2-x)+2
[e)?

Laskimen sievennetyssd muodossa esiintyy siis hyperbolinen funktio. Kéytetddn muun-
noskomentoa

g #/ | Luonnossivur= 0x
i~

2-cosh(2-x)+2)exp
e 2x. (e4'x+2- e2'x+1) H

Jos téssi vield suorittaa kertolaskun paddytdén uudelleen hyperboliseen funktioon.
¢

2. Lasketaan derivaatta

et

1 K omennon nimi on outo.
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8 A | Luonnossivir= | 9]
d - 2 sinhix) &
—(ex+e x) ]
dax
2 sinh(x)bexp XX
d - X_aX
—(ex+e x))exp e -e
dax

Derivointi antaa tulokseksi hyperbolisen funktio, joka voidaan muuntaa eksponenttimuo-
toon. Muunnos voidaan suorittaa myds derivointikomennon yhteydessé, kuten alimmalla

rivilld on esitetty.

3. Lasketaan derivaatta

6j—xln(e"+e_”)

& A | Luonnossivu= | 1]

] 2 &
i(ln(exﬂf x)) 1-
dx el X4

( 2 ) tanh(x)
comDenom|1-

e? X4l
tanh(x)bexp| el X_q
92'14_1 E.

Derivoinnin tulosta on yritetty sieventdd laskemalla murtolausekkeet yhteen. Tulokseksi
saadaan hyperbolinen funktio, joka on muunnettu eksponenttimuotoon.

Siis

2x 1

£ x+ -\
» n(e € ) ezx+1

TEHTAVIA

S
o
<

1. Lausu eksponenttifunktio kéyttden
4x

d ( 2x_ -2« e +1
a)  —-fe’—e) b
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4.4 Logaritmilausekkeiden kasittely

) In
Luonnollinen eli e-kantainen logaritmi In x muodostetaan nappdimilld | E' Komento nékyy
laskimessa komentona In. Yleisempi a-kantainen logaritmi 108,% saadaan nippaimilla <)

log

|B Télloin laskimen néytolle tulee logaritmin laskumalli
log (1)
joka tiytetddn. Jos kantaluku ei laiteta on kyseessd 10-kantainen logaritmi 1g x.

Usein logaritmilausekkeita sievennettdessd on kéytettdva expand-komentoa ja logaritmien argu-

i CFL
mentit rajoitettava positiivisiksi. Tahan liittyvit operaattorit saadaan nippdimilla ")

keavasta ikkunasta.
< | %
<

au-

V| v

ESIMERKKEJA
1. Muunnetaan summamuotoon lauseke
log,25xy .
' a8 A | Luonnossivu= I [
expand(logs(%-x-yj) IOSS(I'J":'+2 b

expand(log (25- x-y))Lx}O and =0
5

log (x:l+log |:y:|+2
5 5

Komento vaatii toimiakseen rajoitusehdon.

2. Muunnetaan summamuotoon lauseke

log,a’b’
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Taaskin tarvitaan rajoitusehto.

Algebra-valikon komennolla A: Muunna lauseke

g fi# | Luonnossivu= ix
Fal)
a’ a’ |
expand|log |— log |—
a .IE;S a .IE;S
a3
expand|log |—|[a=0and &=0
a .IE;S
3-5 log l:b)‘ 0
a ™

1: Muunna In-muotoon voidaan joitain logaritmilausekkeita muuntaa muotoon joissa

esiintyy vain luonnollisia logaritmeja. Komento laitetaan lausekkeen perdén ja se esiintyy

muodossa P In.

2: Muunna logkantamuotoon voidaan joitain logaritmilausekkeita muuntaa muotoon

joissa esiintyy vain tietyn kantaisia logaritmeja. Komento laitetaan lausekkeen perdén ja
se esiintyy muodossa P> logbase. Komennon argumentiksi laitetaan haluttu kantaluku.

ESIMERKKEJA
3. Muunnetaan logaritmeja.

g #/ | Luonnossivur= 0x
(log (x))bln Infx) 2
10 In(10)
log (x:lblogbase(b) log x)
a b

log (a)
b

Siis
1 _Inx
ST
log, x
log, x=
log, a

4. Esitetddn logaritmi 10-kantaisten logaritmien avulla.
log, 117
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B 8 # | Luonnossivi= {9
log (117)Mlogbase(10) log [117) &
2 10
log (2]
10

¢
5. Esitetddn logaritmi 2-kantaisten logaritmien avulla.
log, 7—1log,8
o) # |Luonnossivu= J
log (7)—log (SJ)logbasebJ &
6 5
log (7]
2 3
log (6] log (5]
2 2
L4

TEHTAVIA .

1. Kirjoita summamuotoon seuraavat logaritmilausekkeet

a) log,— b)  log,b*Vc

3/ 2
¢) log,Vx'y d) logaﬂt
a

4.5 Polynomit

Polynomien jakoyhtilon mukaan polynomien P(x) ja R(x) osamiird voidaan esittida muo-
dossa

R 2R m

missi O(x) ja S(x) ovat polynomeja siten, etti polynomin S(x) aste on pienempi kuin
polynomin R(x) aste.
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Polynomien jakoyhtdld saadaan aikaiseksi Algebra-valikon komennolla 9: Murtolukutydkalut
>> 1: Sekaluku. Komento nékyy sy6ttorivilld komentona propFrac. Komennon muoto on

propFrac(lauseke, muuttuja)

josta argumentin muuttuja voi jéttda pois, jos sekaannuksen vaaraa ei ole.

ESIMERKKEJA
1. Kokeillaan komentoa propFrac.

e fi# | Luonnossivu=

4 2

5
Fa
X433 x T —x+7
propfrac| ——
22 x+5
-7 x+3)
—+x +2 xX+2
22 x+5

Siis
4 2
X +23x —x+7 24 p4 04 —7x-3
x —2x+5 x —2x+5

Esityksen (1) polynomia Q(x) sanotaan osaméiriksi ja polynomia S(x) jakojadnnoksek-
si. Talloin

P(x)=0(x)R(x)+S(x)
Polynomit Q(x) ja S(x) voidaan muodostaa laskimen Algebra-valikon 8: Polynomityoka-
lut komennoilla

* 4: Polynomien osaméiri. Komento nikyy syottorivilld muodossa polyQuotient.
* 3: Polynomien jakojainnos. Komento nikyy syottorivilla muodossa polyRemainder.
Komentojen muodot ovat
polyQuotient(jaettava, jakaja, muuttuja)
polyRemainder(jaettava, jakaja, muuttuja),

joista argumentin muuttuja voi jattidd pois, jos sekaannuksen vaaraa ei ole.

ESIMERKKEJA
2. Lasketaan edellisessd esimerkissd esiintyvien polynomien jakolaskun osamédrd ja jako-
jaannds.
x'+3x7—x+7

x =2 x+5
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g #/ | Luonnossivur= ]

x2+2-x+2

2 47 x22 x48"

-7-x=3

polyRemainder(x4+3 "X

X
]
polyQuot'Lent(x4+3- x2 —x+?‘,x2 -2-x+5 ﬂ

Tama vastaa edellisessid esimerkissd saatua tulosta.

Tarkistetaan viela: lasketaan

(X’ +2x+2)(x*—2x+5)+(—7x—3)

Luonnossivu—

ﬁ
(x2+2'x+2) (x2—2 x+5)+ 7 x-3 i
-x+7 H

x+3x

Tulokseksi saadaan x*+3x>—x+7 , kuten pitdikin.

Polynominen fekijoihin jako voidaan suorittaa komennoilla
» factor: reaaliset tekijéat
* cfactor: kompleksilukutekijét

N4itd komentoja on esitelty luvussa 4.2.2.

Kahden polynomin suurin yhteinen tekijd (syt) voidaan muodostaa Algebra-valikon komennolla
8: Polynomityokalut >> 6: Suurin yhteinen tekiji. Komento ndkyy syottorivillda muodossa po-
lyGed. Komennon argumentteina ovat ndmé polynomit.

ESIMERKKEJA

3. Mddritetdén polynomien x’+3x’—13x—15 ja x’—5x+6 suurin yhteinen tekijd.

8 A | Luonnossivu=

l
3., .2 =
polchd(x +3 x2-13 x-15x2-5. x+6 H

fact01(x3+3 x2—13 x- 15

-

factor(x2—5' x+6j|
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Suurin yhteinen tekija on siis polynomi x—3 . Asia on tarkistettu jakamalla polynomit

TEHTAVIA

1. Suorita seuraavat polynomien jakolaskut:

2x°+ Tx’—x=2 2x+ x°=3
a) b)) —/
2x+1 2x+1
'+ 6x’+6x7+ 14x-5 x'=2x+2
c) 2 d) 2
X+ x+4 x+3x+1

4.6 Rationaalifunktiot

Rationaalifunktio on kahden polynomin osamédiri eli muotoa
P(x)
R(x)

missi P(x) ja R(x) ovat polynomeja.

Rationaalifunktion osoittaja ja nimittdja saadaan Algebra-valikon komennoilla
*  9: Murtolukutyokalut >> 2: Hae osoittaja, joka nikyy syottorivilld komentona getNum

*  9: Murtolukutydkalut >> 3: Hae nimittiji, joka ndkyy syottorivilld komentona getDe-
nom

Naissd komennoissa laskin ensin supistaa mahdolliset yhteiset tekijét pois.

ESIMERKKEJA
1. Madéritetddn rationaalifunktion
X —x
x =1

osoittaja ja nimittéja.

Rationaalifunktion supistettu muoto on

X

x+1

Luonnossivir< | 9]
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Mairitetdédn rationaalifunktion osoittaja ja nimittdja.

N B # | Luonnossivi= {9
=
x2 -x N
getMNum
x2—1
x2 x x+1
getDenom
x2—1

Rationaalifunktion osamurtokehitelmd voidaan muodostaa Algebra-valikon komennolla 3: Laa-
jenna. Komento ndkyy syottorivilld komentona expand. Komennon muoto on

expand(lauseke, muuttuja)
josta argumentin muuttuja voi jittié pois.

ESIMERKKJA

2. Muodostetaan osamurtokehitelmia.

8 # | Luonnossivi= {9 ‘
5-x-4 3 2 -
expand —_—
x2—x—2 x+1 x-2
( x+11 J
expand| ——
x3+4'x2+x—6
2 3 1
e .
x+3 x+2 x-1 !
v

TEHTAVIA .

1. Muodosta seuraavien rationaalifunktioiden osamurtokehitelmaét.

: 8x—5 b —4x+46

Y Y 3x-10 X —dx—32
-2 2x’ 2

0 X d) x +3x+

2 3 2
X +Xx X +x +x
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4.7 Yhden tuntemattoman yhtalot

Yhden tuntemattoman yhtil6itd voidaan ratkaista Algebra-valikon komennolla 1: Ratkaise. Ko-
mento ndkyy syottorivilld komentona solve. Komennon muoto on

solve(yhtilo, muuttuja)

Funktion nollakohdat voi méarittdd Algebra-valikon komennolla 4: Nollakohdat. Komento ni-
kyy syottorivilld komentona zeros. Komennon muoto on

zeros(lauseke, muuttuja)

Néami komennot maérittavat reaaliset ratkaisut, joten mahdollisia imaginaarisia ratkaisuja ne ei-
Vit esitd.

Komennot antavat tarkan ratkaisun mikéli mahdollista. Tarkka ratkaisu siséltda kaikki juuret tai
nollakohdat. Jos tarkkaa ratkaisua ei 16ydy pyrkivdt komennot maarittdmaan ratkaisun numeeri-
sesti. Télloin laskimen ratkaisu ei vélttdmatti sisdlld kaikkia juuria tai nollakohtia ja nidyton ala-
reunaan tulee siitd varoitus.

Zeros-komento esittdd ratkaisun listana, joka mahdollistaa nollakohtien jatkokésittelyn yhtend
kokonaisuutena.

Koska
f(x)=g(x)e f(x)-g(x)=0 ,
voidaan yhtdlo aina muuttaa nollakohdan méarittdmiseksi tai pdinvastoin. Siis komennot
solve(f(x)=g(x), x)
ja
zeros(f(x)-g(x), x)
antavat saman ratkaisujoukon.

Algebra-valikon komento'

* D: Etsi juuri >> 1: Vasen ottaa yhtdlostd vasemman puolen. Komento nékyy syottorivil-
14 komentona left.

* D: Etsi juuri >> 2: Oikea ottaa yhtélostd oikean puolen. Komento nédkyy syottorivilld ko-
mentona right.

Naiitd komentoja kdyttden voidaan ratkaista my0ds seuraavalla komennolla:

zeros(left(yhtilo)-right(yhtilo), muuttuja)

ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan yhtilo
¥ =2x—15=0

molemmilla tavoilla.

1 Valikon nimi on vihén outo.
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e ydp[ Luonnossivu— el
]
Solve(x2—2-x—15=0Jx) x=-2 orx=5
zems(x2—2'x—15,x) {'345}

2. Ratkaistaan yhtdlo
2 7 1

xz—x x—1 x

molemmilla tavoilla.

a2 | i+ |Lunnnnssivuv “= s

( 27 1 J 18
solve =—-—X x=—
x2—x x-1 x &

Huomaa, ettd zeros-komennossa yhtidlon oikea puoli on vdhennetty yhtdlon vasemmasta
puolesta.

3. Kaytetddin edellisen esimerkin yhtélon
2 7 1

xz—x x—1 x

ratkaisemisessa komentoja left ja right.

g ﬁpl Luonnossivir— P-4
2 7 01 2 712
g=———=——-— =
W2 x 1 x xlx-1) x-1 x
solve(a,x) 1
=
6
zeros(left(a)—right(a),x) { 1 F
6 ) i

Huomaa, ettd yhtédlo voidaan tallentaa muuttujaan!
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Jos ratkaisut tai nollakohdat eivit ole reaalisia, niin komento solve antaa tulokseksi false ja ko-
mento zeros tyhjan listan.

ESIMERKKEJA
4. Ratkaistaan yhtilo
X +x+1=0

molemmilla tavoilla.

8 | pot |Lunnnnssivuv 1 Ix ]
solve(x2+x+1=0Jx) false &
zel‘os(x2+x+ 1ij| { ’—_-i } H

Yhtilon juuret ovat imaginaariset!

Laskin ratkaisee my0s kirjaimia sisdltdvid yhtdloitd. Koska laskennassa isot ja pienet kirjaimet
ovat samoja ja ndkyvit vain pienind kirjaimina, ei isoja kirjaimia kannata kayttaa.

ESIMERKKEJA
5. Ratkaistaan R, kaavasta
1 1 1 1
R R, R, R,
& ‘ < ‘Lunnnnssivu‘v R S |
(1 11 1 } ™
solve| —=—+—+—
v oF: Fr Fz2

TP
Fi=
I[?":+?"3jl' it o R

Laskin ratkaisee hyvin monenlaisia yhtaloita.

ESIMERKKEJA
6. Ratkaistaan yhtélo
lg(x+1)=2+Ig(x—1)
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g ‘ A ‘ Luonnossivu— 0x
solve(log l:x+ 1)=2+log l:x—lj,xJ
10 10
_101
99

Jos yhtdlolla ei ole tarkkaa ratkaisua pyrkii laskin méérittdmain ratkaisun numeerisesti.

ESIMERKKEJA
7. Ratkaistaan yhtdlo

. X
=1-=
Sin x 3

Tassa esimerkissd laskimen on oltava radiaani-moodissa!

8 | f‘p[ |Lunnnnssi\mv ix
x
solve (sin (xJ =1-— ,x]
3

x=0.815596 orx=3.21248 or x=5.27154

I&Liséé ratkaisuja woi olla olemassa. Yrita asia.. |

Néyton alareunassa oleva varoitus merkitsee sitd, ettd laskin on ratkaissut yhtdlon numee-
risesti. On erikseen tutkittava ratkaisujen lukumaééra ja etsittivd mahdolliset lisératkaisut.
Tatd asiaa kdsitellddn myohemmin yhtdlon numeerisen ratkaisemisen yhteydessa.

¢

8. Ratkaistaan yhtilo
2"-5.27"=3
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8 A | Luonnossivu= & X

0
solve(2x—5- 2_x=3,x) ln( 29 +3
2
In(2]
x=2.06784

=

solve(2x—5- 2_x=3,x)

I&Liséé ratkaisuja woi olla olemassa. Yrita asia.. |

Painamalla ™™ |-néippiinti saadaan tarkka ratkaisu ilman mitin varoitusta. Painamalla

nippéimid L ") " | saadaan ratkaisun desimaaliesitys, jonka laskin on médrittinyt nu-

meerisesti ja laskin antaa varoituksen. Nama esittdvat samaa ratkaisua:

8 A | Luonnossivu= I
ISUJ.\'CIA‘.- [ _JJJ.I [FH]
J29 +3 2.06784

In
2 .
¥ Diecimal
In(2]

Komentojen solve ja zeros vastineet kompleksilukualueella ovat

cSolve, joka saadaan Algebra-valikon komennolla C: Kompleksi >> 1: Ratkaise.

cZeros, joka saadaan Algebra-valikon komennolla C: Kompleksi >> 3: Nollakohdat.

Komennot voidaan muodostaa siis vastaavista reaalialueen komennoista laittamalla kirjain ¢
eteen. Komentojen antamat ratkaisut siséltavét seké reaaliset ettd imaginaariset ratkaisut. Komen-
tojen toiminta on hyvin samanlaista kuin vastaavien reaalialueen komentojen.

ESIMERKKEJA
9. Ratkaistaan yhtélo

W +x+1=0
molemmilla tavoilla.

Esimerkissi 3 yritettiin yhtélo ratkaista komennoilla solve ja zeros ja todettiin, ettd ne ei-
vt antaneet ratkaisua. Nyt kdytetddn komentoja cSolve ja cZeros.
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Ratkaisut ovat imaginaarisia.

10.Ratkaistaan yhtalot

lg(x—1)=2+Ig(x+1)

- 8 A | Luonnossivu= X
cSolve(x2+x+l=0,x) 5
a1 a0 afr
Xx=—+—forx=—-—"4
2 2 2
cZeros (x2 +x+ l,x)
[-1 3o ]
L e . L
2 2 2 2 |
=
l| 12]
¢
. g fi# | Luonnossivu= X
solve(log (x—l:l=2+log (x+1:|,x) =
10 10
false
cSolve(log |:x—13=2+log |:x+1j,xJ
10 10
-101
x=
99

Koska solve antaa tulokseksi false, ei yhtélolld ole ratkaisua reaalilukujen joukossa. Ko-
mento cSolve antaa reaalisen ratkaisun. Tamé ratkaisu on kuitenkin sellainen, ettd yhta-
16ssd logaritmi otetaan negatiivisesta luvusta log, (x—1) , joka ei ole reaalinen.

11.Ratkaistaan yhtilo

1+2z=3iz+i

¢

g |

Luonnossivu<

cSolve(l+2- z=3 { conj (z)ﬂ',z:l




Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS 60

TEHTAVIA

1. Ratkaise yhtélot

1 1 2
3 2 — + - =
a) X +5x"—x+7=0 b) 1313 3
¢)  Vx—2+4+x—4=0 d V6x+7—V3x+3=1
e) 72x+3:4.5x f) 52x+35x:23
2) 4smx:§+1 h)  1+3z=2iz+5i
2. Ratkaise yhtalot
a) lg(x—1)+ I:Ig(xz—l) b) In(x—3)—In(x+3)=—1
1
d  (lgx/'=5lgx+ 4=0 e) Elogs(er 10)=log,(2x—5)—1
3. Ratkaise kysytty suure
a) e=xAr+> | E=? b) U,=U ad R,=?
B E T R+R, > !
3
¢) _[1+k k=7

4.8 Yhtaloryhmat

Laskimella voi ratkaista sekd lineaarisia ettd epélineaarisia yhtdloryhmia.

Yleinen yhtdloryhmén ratkaisukomento on Algebra-valikon komento 7: Ratkaise yhtiloryhma
>> 1: Ratkaise yhtiloryhmi... Komento aukaisee ikkunan, johon tdytetddn yhtéldiden lukumaa-
rd ja muuttujien nimet.

Ratkaise yhtaldryhma

‘htaldiden lukumaara

Muuttujat; | Xy |

Syita muuttujien nimet pilkulla erotettuina

Komento nikyy sy6ttorivilld komentona solve.

Lineaarinen yhtidloryhmé voidaan ratkaista myds Algebra-valikon komennolla 7: Ratkaise yhté-
loryhméa >> 2: Ratkaise lineaarinen yhtiloryhmai... Komento aukaisee samanlaisen ikkunan
kuin edelld. Komento nékyy syottorivilld komentona linSolve. Komennon tulos esitetién listana.
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ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan lineaarinen yhtidloryhma

x=2y+2z
—2x+y—z=-3
3x+2y=4—z

Kéytetddan komentoa solve:

el fi# | Luonnossivu= ix
sl
x=2y+2z
solve|1-2 x+y-z=-3 ,{x,y,z }
3 x+2 y=4-=
22 -1 12
x=—"and y=—" and z=—
19 19 19

Kéytetddn komentoa linSolve:

8 #p[ Luonnossivu— 0
x=2-y+2-z
linSolve|1-2- x+p-z=-3 ,{I,_}',Z }
3x+2 y=4-z

22 -1 12
1971919

Huomaa kuinka komennon linSolve ratkaisu luetaan. Huomaa my®ds, ettd yhtdloryhmén
yhtél6iden ei tarvitse olla missddn standardimuodossa.

2. Ratkaistaan epilineaarinen yhtaloryhma

2 2
X +2y°=5
2 2
X =3xy+y'=3
g ‘ A ‘Luunnussiwv 0x
2 2 7
solve”x ¥2y7=s ,{I,Jf'}
x2—3-x-}'+y2=3
x=-2.198 and ¥=-0.290507 or x=-0.1043%
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Koska tarkka ratkaisu on aika monimutkainen, on komento on péitetty nippdimilla |/

enter

', jolloin on saatu ratkaisun desimaaliesitys. Ratkaisu ei mahdu kokonaisuudessaan
laskimen ndytolle. Kelaamalla nédyttod saadaan ratkaisuksi

x==2,198 . [x=2198 . [x=-0,104375 . [x=0,104375
y=-0,290507 ' |$=0290507 ' |p=1,57942 M |y=—1,57942
¢

Laskimella voidaan ratkaista kaikki lineaariset yhtdloryhmat, myos sellaiset, joissa yhtdloiden
madrd on eri kuin tuntemattomien mééra. Yleisesti lineaarisella yhtdloryhmaélld voi olla yksikasit-
teinen ratkaisu, ddrettdomén monta ratkaisua tai ei yhtdin ratkaisua. Laskin esittdé ratkaisut seu-
raavasti:

yksikésitteinen ratkaisu: Laskin esittdd yhden ratkaisun.

ddrettdmin monta ratkaisua: Ratkaisussa esiintyy muuttujia ¢, ¢2, ... Téllainen muuttuja
tarkoittaa mielivaltaista reaalilukua.

el yhtdén ratkaisua: Laskin tulostaa tekstin false tai tekstin ”Ratkaisua ei 10ydy”.

ESIMERKKEJA
3. Ratkaistaan yhtiloryhma

2x+4y—z=11
6x—y—3z=7
4x+5y—2z=15

Kaytetddn sekd komentoa solve ettd komentoa linSolve.

e | o+ |Luunnussiwv

| B3
_ 2 x+4 y-z=11 false m
solve| 16 x—p-3-2=7 {x}z
4 x+5 y-2-z=15

([2-x+4-}'—z=11
linSolve| 16 x—p—3-z=7 I} Z}
4-x+5 p-2-z=15

"Ratlaisua ei loydy|

Mikéén x, y, z ei toteuta yhtdloryhmaa.

4. Ratkaistaan yhtaloryhma

x+y=1
2x+ y—z=1
3x+y—-2z=1
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Kéytetddn komentoja solve ja linSolve.

e ,dp[ ‘ Luonnossivir= | I
x+y=1 A
solve{ 2 x+p-z=1 , {x,y,z }J
I xtp-2-z=1

x=cl andy=-(cf—1) and z=¢f

x+p=1
linSolve| 12 x+p-z=1 , {x,y,z }
I x+y-2-z=1

{ez-lcz-1).e2} C

Yhtiloryhmélld on dédrettomédn monta ratkaisua. Merkitsemidlld muuttujaa ¢ kirjaimella ¢,
voidaan ratkaisu kirjoittaa muodossa'

=t
y=1—-t , teR
z=1

Yhtéaloryhmien kertoimet voivat olla my6s imaginaarilukuja. Téll6in komento solve antaa ratkai-
sun desimaaliesityksend ja ratkaisun on oltava yksikisitteinen. Komento csolve toimii komplek-

siluvuilla kuten solve reaalikertoimisilla yhtdloryhmilld. My6s komento linSolve toimii komp-
leksiluvuilla samoin kuin reaalikertoimisilla yhtéloryhmilla.

ESIMERKKEJA
5. Ratkaistaan yhtiloryhma
{(1+i)x—3y:5+i
3x +(4 —i ) y=1

enter

eri komennoilla. Komennot paitetidén nappdimella

e A | Luonnossivir=
(1+z) x=3p=5+f [
sol
ove(‘[3 {4 z)} 1 { J'}

x=162439-0.419512- {and y= 0 98536¢

cSolve({(lﬂj x=3 y=5+i { }
3 x+{d4-i) p=1
332 86 d 202

7 and y= :
205 205 205 205

I y:n lauseketta on sievennetty.
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8

i

Luonnossivu—

x|

hnSolve({

(1+ﬂ x—3 ¥=5+i { }}

3

B

|

-202 14
+—

© 205 205

+ 4 z } 1
333 _
205 205

'}

Al

TEHTAVIA

1. Ratkaise yhtéloryhmat

x—=2y=2z
a) —2x+y—z=-3
2y=—3x—z+4
4x+2y=-2
] 2x+y—z=1
3x+y—2z=1

2. Ratkaise Xja Y yhtdloryhmaésta

zX-3z=—X-2Y
zY—-2z=—3X-2Y

3. Ratkaise yhtdloryhmat

2 2
2) x2+);:1
x =y ==1
2x°+ y2=6
©) x=y—2
4.9 Epayhtéalot

2x+4y—z=11

b) 6x—y—3z=7
4x+5y—2z=15
x—4y+5z=3

d) —Xx+y—z=-2
2x2+y2:9

b) 2, 4
x+4y =7

n 2x°+ )y +3x—1=0
—x2—2y2+x+y=0

Laskimella voi ratkaista tavallisia murto- ja itseisarvoepéayhtaloita.

|z

Epayhtidlomerkit saadaan ndppéaimilla |E =l aukeavasta ikkunasta

=

=] |

Epayhtilo ratkaistaan kdyttden Algebra-valikon komentoa 1: Ratkaise. Komento nikyy syottori-
villd komentona solve. Komennon muoto on

solve(epayhtilo, muuttuja)



65 Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS

ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan epdyhtélot
x’>3x+18
3x <1
4x°—1

e ‘ rdﬂ[ ‘Lunnnnssivu‘v 0=

solve(x2>3-x+18,x) x<-2orx=6

I x
solve =1lx

4 x2-1

-1 1 -1
—=x<— orx<— orxzl
4 2

Edellisen epdyhtdlon ratkaisu on siis
x>—3 tai x>6

Jalkimmadisen epayhtdlon ratkaisu on

X<t i e <x<s tai x>
5 fal —y=x<o fai x=

Epéyhtdlot voivat sisdltdd myds madrddmattomia vakioita.

ESIMERKKEJA
2. Ratkaistaan epdyhtilo

3x>ax+2

& A | Luonnossivu= I x

solve ( IxEqox+ 2,x)

-2 -2
xr>— and @<l orx<— and g>3
a-3 a-3

Ratkaisu on siis

xX>—

,kun a<3
a—

xX<— ,kun a>3

2
a—3



Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS 66

TEHTAVIA .

Ratkaise epédyhtdlot

2x
1. a)  x(x+2)<-2x+3 b)) —S——>2
X —x—6
2 1 x+ 1 by
2. =< b >
2) x’—x X' +3x ) X x—3
3.a) [2x—1|<5 b)  [2x-3|-|x+2|<2
4.10 Funktio
4.10.1 Funktion maarittely
Laskimessa voidaan miéritelld funktioita sijoituskaskyilld
funktio(muuttujat) |E funktion lauseke
tai
funktion lauseke |E |E| funktio(muuttujat)
missi
* funktio on funktion nimi
* muuttujat ovat funktion argumentit pilkulla erotettuna
* funktion lauseke on funktion mééritteleva lauseke.
Komennot nékyvét syottorivilld merkkeind :=ja —.
ESIMERKKEJA
1. Madritelldsn funktiot £ (x)=x"+x+1
f(x)= X +x+1
glx, y)=vx+y’
8 A | Luonnossivu= lx: I
r{x):=x2+x+1 Valmis
x2+y2 ag(x,}') Valmis
A2) 7
gl-3.5) e

Edelld f on yhden muuttujan funktio ja g kahden muuttujan funktio. Méérittelyissd on
kéytetty molempia tapoja. Funktion arvoja voidaan laskea normaaliin tapaan.
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Funktioiden maéarittelyt ovat voimassa kaikkialla samassa asiakirjassa. Siirtymaélla piirtosivulle,
voidaan niiden kuvaajia piirtdd. Yhden muuttujan funktion kuvaajien piirtdmistd on késitelty lu-
vussa 6.1.1.

ESIMERKKEJA
2. Piirretdédn edellisesséd esimerkissd médritellyn funktion f'kuvaaja

g #/ | Luonnossivur= Ii ‘
6.43 7y
f l(x)=ffx)
1
x
-10 1 10
B £1ld)=tlx] ey

Jos funktiolle annetaan piirtofunktion nimi f7, f2, f3, ... on kuvaaja heti piirrettdvissa piirtosivul-
la.

ESIMERKKEJA
3. Jos laskentasivulla mééritellddn funktio

g #/ | Luonnossivur= 0x ‘
i~

#ale)=lx] Va‘fmr's H

on se heti piirtosivulla piirrettavissa.
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& # | Luonnossivir= l& |
6.43 1y
\1 o (xJ=J'|;|__°_°_H
10 1 0
EERE E

Katalogista [@] 1] 16ytyvilla komennolla domain voi madrittdd yhden muuttujan funktion
maédrittelyjoukon. Funktion miirittelyjoukko koostuu niistd muuttujan arvoista, joilla funktion
maédrittelevd lauseke on reaalinen. Komennon muoto on

domain(funktio, muuttuja),

missa
e funktio on funktio tai lauseke

* muuttuja on funktion argumentti.

ESIMERKKEJA

4. Madritetddn funktioiden méadrittelyjoukot.

g #/ | Luonnossivur= b I
=)

domain (sz +x-1 ,x)

W) 51,
2

Rhot g T Sx<m

2

+1 Vaimis
f{f): =

f2+2-z

domain({fz) ) t#2and 20 g

TEHTAVIA .

1. Maéritd seuraavien funktioiden méiarittelyjoukot

D flo)=aiod by f(x)=302

X
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4.10.2 Paloittain maaritelty funktio
Paloittain méadritelty funktio on muotoa
(x)= lauseke 1, kun ehto 1

lauseke n, kun ehton

Paloittain mééritelty funktio voidaan mééritelld nappaimella aukeavasta ikkunasta lauseke-
malleilla

{22 (&8

Ensimmaisessd laskentamallissa funktio koostuu kahdesta palasta, jilkimmaéaisessd palojen méaa-
rdn itse padttdd esille aukeavassa ikkunassa

Luo paloittain maaritetty funktio

Faloittain maaritetty funktio

Funktion palojen lukumaara

Laskentamallissa kullekin riville tulee ensin funktion lauseke, sitten pilkun jdlkeen muuttujaa

koskeva ehto. Ylimédrdiset rivit voi poistaa -néppaimella.

ESIMERKKEJA
1. MaAaritellaidn funktio

2
x)=lx , kun x<2
f< ) [—x+6 , kunx> 2

ja piirretddn sen kuvaaja.

g fi# | Luonnossivu= ] x,

2 Valmis
f}(xJ=[x . x=2 H

x+6,x=2
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8 #/ | Luonnossivur= 0x ‘
6.43 7y
1
X
5 5 10
2
fllx)=1 " *¥=2
X+6,x=2
.43

Funktio

flx)= lauseke 1, kun ehto

lauseke 2, muulloin

voidaan toteuttaa katalogista E 16ytyvélla komennolla when, jonka muoto on

when(ehto, lauseke 1, lauseke 2)
tai lausekemallilla

josta alemman yhtdlon ehto jitetddn tyhjiksi. Télloin laskin laittaa sen paikalle sanan Else.

ESIMERKKEJA

1. Edellisen esimerkin funktion

2
¥)=,X , kun x<2
f( ) —x+6, kunx>2

toteutus komentoa when kiyttden on seuraava:

g fi# | Luonnossivu= ix
Fa
when(xi2,x2, -x+6) [xz, x<2
f—x x=2

2. Yksikkoaskel
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u(t)z 0, kun <0
1, kunt=0

voidaan toteuttaa komennolla when tai lausekemallilla.

8 # | Luonnossivi= {9 ‘
u(f):=when(f<0,0,1) Valmis =
()= 0,£<0 Valmis
1,Else

Seuraavassa yksikkoaskeleen kuvaaja:

s # | Luonnossiviu= a &
24y
5 2 5
f1l (x)=u(x)

TEHTAVIA

1. Piirrad funktion

x+6 , kunx<-2
f(x)= ¥’ , kun—2< x<2
—x+6 , kunx>?2

kuvaaja vililld [—8,8] .

4.10.3 Funktion jaksollinen jatko
Tietylld vililla mééritellyn funktion jaksollinen jatko koko reaaliakselille voidaan muodostaa

kayttden @l-valikon komentoa 2: Luku >> 8: Lukutydkalut >> 5: Mod. Komento nikyy
syottorivilld komentona mod. Sen muoto on

mod(m, n)
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ja se muodostaa lukujen m ja n jakolaskun m/n jakojdannoksen, jonka tulos on samanmerkkinen'
kuin n tai nolla.

Jos a<b , niin funktio
J(x)=a+mod(x—a,b—a)
on jaksollinen funktio, jolle
* jaksoon b—a ja

e arvo J(x)=x vililld [a,b] .

ESIMERKKEJA
1. Piirretdain J-funktioita
J(x)=2+mod(x—2,6—2)

& # | Luonnossivu= 1] i
Ty

1 f1{x)=2+modlx-2,6-2)

X

2 4| 1 16

J(x)=—2+mod(x+2,3+2)

8 ## |Luonnossivu= ix
4Ty
/ / / /
f2(x)=-2+mod(x+2,3+2) / /
/ / / /
/"r I 1 ! f,"r
/ / /
/ X,
/ S ' /
/ S 4 /
/ / /
Ltekst
|

LJosn#0.
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Vililli [a,b] maéiritellyn funktion f jaksollinen jatko reaaliakselille, on yhdistetty funktio
feod

.(fOJ)(x)Zf(chod(x—a,b—a))

ESIMERKKEJA
2. Piirretddn funktio y:xz— 2x vililla [—1,3]

& ## |Luonnossivu= ix
347y
03 .
-1 B 3
1.4 \——ﬂ’/fl(x)=x2—2'x

Jatketaan tdma funktio jaksollisesti koko reaaliakselille ja piirretdén kuvaaja.

Toteutus piirtotilassa on seuraavanlainen:

L& pl)=x?-2-x .
B2 s f£20c)=f1(-1+modx+1,3+1)) 1
& Alx)= ¥

N B ## |Luonnossivu= B |
347y
||l' 'lll f '|'| i
f\ i [l i Il
I| | |I I| II I| | |I Il I|
| | |
II| ll || |II II| III |' || II| |II
f III I|I \ [ | .
[\ f2(x)=f1(él+mod|:x+ 1,2+1)) |
|I It I‘| 1 II 0 . II- -L |I II‘ X
10 . I| ".I IIIr ! 1 II, |I. ] III 10."
\ Y __.-'I \ ..-"I "-,\ __.l'l I"\_ ,n"l
k/ll \\_z } 1 ) 4 \_.r \_S L

3. Muodostetaan kuvan pulssijono.
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8 o+ |Luunnussiwv I-X I

6Ty

Pulssijonon jakson pituus on 3. Muodostetaan ensin pulssi jakson pituisella vélilld
[0, 3] . Sitten jatketaan timi funktio jaksollisesti.

g fi# | Luonnossivu= 1]
|5,x=<2 Valmis
Ax):=
0, Else

1 (x): =ﬁ:mod|:x, 3)) Valmis

— |

4. Muodostetaan kuvan pulssijono.

8 ## |Luonnossivu= ix
6.43 %

"hee

Pulssijonon jakson pituus on 4. Muodostetaan ensin pulssi jakson pituisella vélilld
[—1, 3] . Sitten jatketaan timi funktio jaksollisesti.

8 A | Luonnossivu= 0 I

4 x=1 Valmis
A {-2-(x—3),Else
#1(x):=A-1+modx+1,3+1)) Valmis
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TEHTAVIA .

1. Piirrd seuraavat jaksolliset funktiot.

a)
N B #/ | Luonnossivur= b
27Ty
1
x
5 1 5
b)
& #/ | Luonnossivur= b ‘
37Ty
1
x
10 =] 20
4
¢)
& # | Luonnossivu= | 1] I
5Ty
/\ 1

20 5

<
=
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5. TRIGONOMETRIAA

5.1 Trigonometriset funktiot

Trigonometriset funktiot saa laskimessa ndppdimelld . Talloin aukeaa ikkuna, josta voidaan
valita trigonometriset funktiot ja niiden kdénteisfunktiot.

Cos tan CsC sec cot
sin' | cos™| tan! | csc? | sec?'| cof

Laskentatilan trigonometristen funktioiden argumentin kulman yksikko valitaan kotindyton ase-
tuksissa , josta valitaan 2: Asiakirjan asetukset... Avautuvan ikkunan kohta
Kulma miirittdd argumentin tyypin.

| Asiakirjan asetukset:

Maytettavat numerot: | Liukuwa 6

Piirtotilan trigonometristen funktioiden argumentin kulman yksikko valitaan @]-Valikon ko-
mennolla 8: Asetukset... Avautuvan ikkunan kohta Piirtokulma méérittd4 argumentin tyypin.

Maytettavat numerot: | Liukuwa 3

Piirtokulma: | Radiaani i~ I
1

Mahdolliset muutokset on syytd tallentaa oletusarvoiksi.

Trigonometrisia funktioita piirrettdesséd 1dhtokohdaksi kannatta ottaa @]-Valikosta zoomaus 4:
Ikkuna >> 8: Zoomaa — Trig. Télloin trigonometriset perusfunktioiden kuvaajat ovat hyvin né-
koisid.

ESIMERKKEJA
1. Piirretdén funktiot sin x, cos x, tan x ja cot x.

Kuvaajat, kun kulma on radiaaneja:
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& #/ | Luonnossivur=

& #/ | Luonnossivur=

5.2 Trigonometristen lausekkeiden késittely
Laskin tekee automaattisesti joitakin trigonometrisia sievennyksid. Muun muassa laskin kéyttaa

hyvéksi trigonometrian peruskaavaa

2 - 2
cos x+ sin" x=1

ESIMERKKEJA
1. Kokeillaan lausekkeiden automaattista sieventamista.
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g | i |Lunnnnssiw lﬁ*

| lcos(x))? +{sin(x))? 18
(Sm(x))4—(Cos(xn4+|:cos(x”2 (sm(x))z
sin(-x) sm(x)
sin(x+:rc] sm(x
cos(x—EJ sinx]

| w; |

==

Trigonometristen lausekkeiden muokkaamiseen liittyvit (™ -valikon komennot 16ytyvit vali-
kosta 3: Algebra >> B: Trigonometria:

* 1: Laajenna. Komento nékyy syottorivilld komentoja tExpand.

* 2: Kokoa. Komento nédkyy syottorivilla komentoja tCollect.

ESIMERKKEJA

2. Komento Laajenna kéytti4 trigonometrian kaavoja vasemmalta oikealle

8 A | Luonnossivu= X

tExpand(sin(xﬂ;)) &
cos(x)- sin(y)+sin(x)- cos(y) ﬂ

tExpand(sin(z x)) 2 sinfx)- cosfx)

tExpand(cos(Q : xn 7. (co-"(xJ:l 2_ 1

tExpand(sin(?r x))

ja komento Kokoa oikealta vasemmalle.

‘ g fi# | Luonnossivu= X [
tCollect(cosﬁxJ' sin(y]+sin[x]- cos(y”

Fa

sin(x+y)

tCollect(Z sin(x]- cos(x)) sin(Q- x)
=

tCollect[Q : (cos(x)) 2 1]

tCollect[dl' sin(x)- (cos(xng—sin(x)]
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3. Kirjoitetaan lauseke
2,5sin2x+3,1cos2x
yhtd trigonometrista funktiota kiyttden.

Laskimen kulma-asetus on Aste. Kaytetddn komentoa Kokoa.

g o+ Luunnussl\ﬂﬁ* 1]

l
A
tCollect{2 5 sinf2 x)+3.1 cos(2-x]) U
, (2 T x+80. 292
2 98246 sin
s

tCollect{2.5- sin(2. - x)+3.1- coa(2 x))
3.08246 sin(2. (x+25 5578))
expand(2. (x+25.5578)) 2 -x+51 1156

On tehty kaksi yritystd, joissa jalkimmaéisessd on desimaalipiste luvun 2 perdssd. Huomaa

tdmaéan vaikutus tuloksen esitykseen. Lopuksi on suoritettu sinin sisdlld oleva kertolasku.
Saadaan siis

2,5sin2x+3,1 cos2x:3,98246sin(2x+51,11560)

4. Kirjoitetaan lauseke
3,98246sin (2 x+51,1156°)
summamuotoon. Jatketaan edellistda esimerkkid: tuloksen tarkistus.

Laskin on edelleen Aste-moodissa. Kiytetddn komentoa Laajenna.

g #/ | Luonnossivur= 0x
tExpand(3.98246 sin(2- x+51 1156)) o
3.1 cos(2 x)+2.49999 sin(2- x) H

Tulos on pyoristysvirheitd vaille sama kuin edellisen esimerkin ldhtdlauseke.

Valikon 3: Algebra >> A: Muunna lauseke komento

* 4: Muunna siniksi muuntaa trigonometrisen lausekkeen kosinien parilliset potenssit si-
neiksi.

5: Muunna kosiniksi muuntaa trigonometrisen lausekkeen sinien parilliset potenssit ko-
sineiksi.
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ESIMERKKEJA

5. Kokeillaan komentoa.

i 8 | # |Luonnossivu= i

&
(cos(xn 2 bsin s E
(cos(xn 3 bsin ( J
(sin(x)) 4 bcos 2

E

[l:cos(xn 2 1] :

Kahdesta alimmasta laskusta havaitaan, ettd laskin sieventid automaattisesti takaisin yk-
sinkertaisempaan muotoon.

2
ESIMERKKEJA
6. Lausutaan kosinin kaksinkertaisen kulman kaava sinid kayttden.
i | # |Luonnossivu< J 2 I
tExpand(cos(Z xJ:l 9 (cos(x):lg—l N
2 (cos(xng—l)sin 1-2 (sin(x))z H
¢

TEHTAVIA .

1. Muunna lauseke 2sin’ x+sinxcos’x funktion sin x polynomiksi.
2. Sievenni lauseke

. 2 . 2
V(sin x+ cos x)*—2sin x cos x —V 1 —cos> x
3. Sievennd lauseke
x+Z

sin + Cos

x+ T
6

4. Sievenni lauseke
a) cos(x+ y)cos(x—y) b) sin(x+ y)sin(x—y) .
5. Esité lausekkeet summamuodossa sinin ja kosinin avulla

a)  591sin(6.23x—49,1°) b)  5,11cos(3,78 x+ 61,8°)



81 Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS

7. Kirjoitetaan lauseke
1,9sin3¢—2,9cos3¢
yhtd trigonometrista funktiota kiyttden. Esité tulos asteina.
8. Esitd sinifunktiota kdyttien
a) 3sin3,7x—4co0s3,7x b) —3,5sin1,2 x+ 3,8 cos1,2 x

Lausu tulos asteina ja siten, ettd sinifunktion kerroin on positiivinen.

5.3 Trigonometriset yhtélot

Laskin pystyy ratkaisemaan tarkasti muotoa

T ( f (x)) za
olevan trigonometrisen yhtdlon, missa
. T (x) on jokin funktioista sin x, cos x, tan x, cot x
«  f(x) onmuuttujan x lauseke
* aon vakio.

My®és yhtédlon, joka voidaan sieventdd tdhdn muotoon, pystyy laskin ratkaisemaan tarkasti. Ylei-
semmadn trigonometrisen yhtdlon laskin ratkaisee numeerisesti ja esittdd vain muutaman juuren.

Tarkassa ratkaisussa esiintyvdd mielivaltaista kokonaislukua laskin esittdd muodossa nl, n2, n3,
... Luonnossivun indeksin saa alustettua avaamalla sivun otsikkovalikko ja valitsemalla sieltd
komento B: Tyhjenné Luonnossivu.

g fi# | Luonnossivu= | 7]
solve(t - &
4: Lisaa [ ] 47
5: Sivun asettelu [ ]

—— 6 Paivita kirjastot —

7: Asetukset & tila 4
8: Kirjaudu siséan...

@ 9: Press—to-Test »
A:Tallenna asiakirjaan. .. =
B: Tyhjennd Luonnossivu 1/99

Seuraavissa esimerkeissd laskimen kulma-asetus on Radiaani.

ESIMERKKEJA
1. Ratkaistaan yhtilot
cos x=0,269

.2 .
sin" x+sinx=0
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i,

8 | i+ |Lunnnnssivuv ix

b solvelccos(x)=0 . 269,3(:1
| x=2-n1 n-1298440rx=2-n1 n+1.298<

solve((sin(x)) 2 +5in (xJ=0,x)

™
x=2 N2 m-—orx=Nn3m

2
Ratkaisut ovat siis
x=%*1,29844+n-2n
ja
_—x ,
X_T"'”Q“ tai x=nx
Nadissa n on mielivaltainen kokonaisluku.
¢
. o SINX
2. Ratkaistaan yhtdlo ————=3
1—sinx
i-l e -| o+ | Luonnossivu— E
( sin(x) ) =
solve =3 x
l—sin(xJ
x=2'n5 7+0 848062 or x=2- N5 m+2.29%

Jotta saataisiin sellainen ratkaisu, jossa esiintyy TTja muu ratkaisun osa desimaaliesitykse-
néd on luvun 3 periin laitettava piste ja komento paitettivi nappdimelld - /.
Ratkaisu on siis

x=0,848062+n-2n tai x=2,29353+n-2xn

1
3. Ratkaistaan yhtdlo 6sin (5 x+ %) =2

Jos komento paitettéisiin ndppdimilla |

ctrl | enter

- ', el laskin esittéisi lukua 1T symbolises-
ti. Pyritddn siis padttimiin komento nippaimelld |/,

Yritys 1: kirjoitetaan yhtdlo sellaisenaan.
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- T - S

g o+ |Luunnussiwv | 7]
b 11 s
solve|&- sin|— x+— |=2,x
2 3
1
2 |6-nl m+3-sin|—[-m 2|6
3 ]
x= orx=
3

.l 1
Laskin ei laske lauseketta sin 1(5)

Yritys 2: kirjoitetaan luvun 2 perdin piste.

e < ‘Lunnnnssivu‘v I

1 bl 2l
| selve|6 sin|— x+— |=2.x |
2 3 i

x=4 (n2 m-0 35268) or x=4 (N2 m+0 87

Laskinta ei saa yksittdiselld komennolla laskemaan ratkaisussa esiintyvid kertolaskuja,
koska ratkaisussa esiintyy konnektiivi or.

Yritys 3: Muutetaan komento komennoksi zeros (4: Nollakohdat)

e ‘ < ‘Lunnnnssivu‘v | 9]
(1 ™ Il
zeros| 6 sin|— - x+—|-2..x
2 3

{4 (n3 n-0.25368) 4 [n3- n+0 877279

expand({4 [n3 n-0.35368032087124),¢
{4 n3 n-141472,4 n3 n+3.50012}

Nyt voidaan suorittaa kertolasku komennolla expand (3: Laajenna).
Ratkaisu on siis
x=—1,41472+n-4 tai x=3,50912+n-47 ,

missd 7 on mielivaltainen kokonaisluku.

TEHTAVIA '

1. Ratkaise yhtilot
a) sinx=-0,766 b) cos x=0,269
c) tanx=-3,84 d) cotx=3,152
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. Ratkaise yhtélot
.21

a) sin” x= >

. Ratkaise yhtilot

a) sin4x=0,175

C) tan

3x—L1=3215
12

. Ratkaise yhtélot

a) sin2x=-0,672

c) tan

2x—21=2,07
x 2)

. Ratkaise yhtdlot
a) tan(3x—2)=2,5

b)

b)

b)

2cos’x—5cos x+ 1=0

cos (x+ %) =—-0,224

cot[2x+ZL)=0,117
4
cos£20,327
5
cot7x=—-1,59
2cos(4x+Z)|=1

3
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6. PIIRTAMINEN
Laskimella voi piirtdé tasokdyrid ja pintoja. Piirtdmistd voi suorittaa
* Luonnossivun piirtotilassa, jonne pidsee painamalla ndppéinta (=] kerran tai kaksi'.
* Kuvaajat-sovelluksessa, jonne paisee kotisivun painikkeella tai painamalla néppédimid

+ page

|E [ doc | ja valitsemalla uudelta sivulta 2: Lisdi Kuvaajat-sovellus.

=1:Lisaa Laskin
i 2:Lisaa Kuvaajat—sovellus
M 3:Lisaa Geomefria—sovellus
“|4:Lisaa Listat & Taulukot
1'J5:Lisaa Data & Tilastot
£:Lisaa Muistiinpanot
:47:Lisaa Vernier DataQuest™

* Geometria-sovelluksessa, jonne padsee kotisivun painikkeella @ tai painamalla néppéi-

+ page
mid |E [ doc- | ja valitaan uudelta sivulta 2: Lisdd Geometria-sovellus.

Luonnossivun piirtotilassa voi piirtdd vain tasokdyrid. Sen sijaan Kuvaajat- ja Geometria-sovel-
luksissa voi piirtdd seki tasokdyrid ettd pintoja. Kuvaajat-sovelluksessa oletusarvona on funktion

kuvaajan piirto. Kuvaajat- ja Geometria-sovelluksissa piirtotyyppi valitaan @]-Valikon 2: Niy-
td komennoilla

* 1: Kuvaajat: tasokdyrien piirto

* 3: 3D-kuvaus: pinnan piirto

6.1 Tasokayrit

Piirrettdva kiyrd syotetddn ikkunan alaosassa olevalle syottoriville, jonka saa tarvittaessa néky-
b |

viin néppédimelld tai ndppdimilla |E (s]. Rivin saa piilotettua samoilla nippaimilld tai

| e85

-—]-néippéiimelléi. Rivin muoto riippuu kéyrén tyypista.

Piirrettdvén kdyrén tyypin voi valita @l-valikos‘[a 3: Kuvaajan syotto/Muokkaus.

k 1: Toiminnot b

03 2: Nayta 3
ﬁB: Kuvaajan syéttamiy L

T 4 lkkuna @ 2: Yhtals 3
%, 5: Jaljitys f 3 Parametrinen
e Analysoi kuvaaja 5% 4: Polaarinen

2R 7 Taulukko < 5: Sirontakuvaaja
o4 8 Geometria E 6: Sekvenssi 4
#1l 9 Asetukset. .. [0 7: Diff Eq

XL

I Riippuu lahtétilasta.



Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS 86

Laskimella voi piirtdd tasokdyrien funktioesityksid, parametriesityksid ja napakoordinaattiesityk-
sid sekd ensimmadisen ja toisen asteen kéyrien yhtdlomuotoisia esityksia.

Kuvaajien piirtoon on omat perusasetuksensa, joita voi asettaa @]-Valikon komennolla 8: Ase-
tukset... Talloin aukeaa seuraavanlainen ikkuna:

|Kuvaajat & Geometria —sovelluksen asetukset

Piirtokulma: | Radiaani

|
Geometriakulma: |Aste |

[] Piilota kuvaajien merkinnat automaattisesti

Maytettavat numerot: | Liukuwa 3 |EI
Mayta akselit ja arvot !

[] M&uts funktiniden kacitahm heikahninkit

|F'alauta| |Oletusa|v0t| |F'eruuta|

Kulmista piirtokulma vaikuttaa kuvaajien piirrossa. Se on tdssd luvussa kuvan mukainen. Jos
asetuksia muutetaan, on ne syyta tallentaa oletusarvoksi.

6.1.1 Funktioesitys

Kéyrén funktioesitys on muotoa'

y=f(x) , x€la,b]
Funktioesitys piirretdén kirjoittamalla funktion lauseke ndyton alaosassa olevalle syottoriville,

——————

b |

jonka saa esille ja pois néppédimelld —/.

1 (x)=|

Funktion muuttujan tulee olla x.

ESIMERKKEJA
1. Piirretéén funktion y=x’ kuvaaja.

Syotetddn funktio piirron syéttoriville.

1 (x)=x2| &

. . o . T . .
Painetaan néppdinté == ja saadaan kuvaaja.

I Usein muuttujan x liikkumisvalid ei erikseen spesifioida.
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1.1 4112 1
667 Ty

10 1 10

6.67

=

Kuvan akselivilit ovat [E]—Valikon 4: Ikkuna >> 5: Zoomaa — Vakio mukaiset.

L4

(]

Kuvaajan x- ja y-akselin vileji ja asteikkopisteitd voi méérittdd . -valikosta 4: Ikkuna 10yty-
villd komennoilla.

k 1: Toiminnot
2 Navts | —
@2 Naytd  |515 700maa - Alue
s 3: Kuvaajan s| @ 3; | ahenna
Twdilkkuna | © 4: Loitonna

£, 5: Jaljitys

Wt 6: Analysoi k S

AL B Analysol UI_&G: Zoomaa - 1 NeUénneg

BN .
7o Taulukko 45 2. 760maa - Kayttaja
i1l 8: Asetukset..@g,

Zoomaa — Trig
& 9: Zoomaa - Tiedot
Fy A: Zoomaa - Sovita

* 5: Zoomaa — Vakio on yleiszoomaus, jolla kannattaa usein kokeilla ensimmaiseksi. Tassa
zoomauksessa yksikon pituudet x- ja y-akseleilla on samat.

: lkkunan asetukset. .,

» Zoomaa — Vakio

Naiistd komento

* 8: Zoomaa — Trig on yleiszoomaus trigonometrisia funktioita piirrettiessa.

* A: Zoomaa — Sovita asettaa y-akselin rajat siten, ettd funktion kuvaaja mahtuu kokonai-
suudessaan kuvaan.

* B: Zoomaa — Neli6 muuttaa y-akselia siten, ettd yksikon pituudet molemmilla akseleilla
ovat samat, jolloin esimerkiksi ympyrén kuva niyttdd ympyralta.

Ikkuna-asetuksia voi itse muuttaa valinnalla 1: Ikkunan asetukset... Tdlloin aukeaa ikkuna, jos-
sa voi muuttaa akselivileji ja asteikkopisteit.
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lklkkunan asetukset

HMin: | -m|

XMax: |10

YMin: | -6 4309764309764
YMax: |6 4309764309764

|
|
XAsteikko: | Automaattinen |
|
|
|

YAsteikko: | Automaattinen

Lahtokohtana on aikaisempi ikkuna-asetus.

@]-Valikon komennolla 1: Toiminnot >> 4: Poista kaikki voi poistaa vanhan kuvaajan, jonka
jilkeen voi alkaa piirtdimédén tdysin uutta kuvaajaa.

ESIMERKKEJA

S , sin x :
2. Piirretddn funktion y= 71 kuvaaja.
X

Kaiytettdessd Vakio-zoomausta (5) kuvaaja on aika 14helld x-akselia. Muutetaan zoomaus
Sovita-zoomaukseksi (A), jolloin saadaan seuraavanlainen kuva.

& # | Luonnossivir= | 9]
0.52 Ty -"in(xJ
£1(x)==
x2 +1 |
0.05 .
-10 1 10
0.52

Esimerkin 2 kuvassa funktion lausekkeen esittdva teksti on siirretty kuvaajan paaltd pois. Téllai-
nen tekstin siirto tapahtuu seuraavasti:

1. Viedddn kohdistin tekstin péélle.
2. Kun kohdistin on muuttunut tarttuvan kimmenen kuvaksi pidetddn kosketuslevyn keski-

*’]
kohtaa E painettuna kunnes kimmen menee kiinni.
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11()= sl mml

1

3. Témin jéalkeen voi tekstid siirtdd siirtdimélld kohdistinta.

4. Kun haluttu paikka on saatu klikataan kosketuslevyn keskikohtaa E] tai painetaan nép-

. . ent
pdinti -

Piirretyn funktion arvoja voi jiljittdd | -valikon komennolla 5: Jéljitys >> 1: Jiljitid kuvaaja.
Jaljitys tapahtuu nuolindppdimid kdyttden. Kuvaajan pisteiden x- ja y-koordinaatit ndkyvit ndyton
oikeassa alareunassa. Muuttujan x arvon voi myds syottéd, jolloin laskin méadrittda sitd vastaavan

kuvaajan pisteen. Jiljitystilasta padsee pois nappdimelld -

ESIMERKKEJA
3. Jaljitetddn edellisen esimerkin kuvaajan arvoja.

Viemélld kohdistin ndyton vasemmassa yldreunassa olevan kuvakkeen piille, saa kuvaa-
jan jdljitykseen liittyvén ohjeen.

& o+ | Luonnossivu~ ix

i\"—tgéljité kuvaaja: Lii-ku_l::u:aajassa painamalla 1(:()

uolta vasemmalle tai oikealle; nuoliylés ja —
nuoli alas jaljitévattoisen kuvaajan; sy ité 3+1
luku, jonka mukaisesti vait hypata téhan
itsendizeen arvoon; muokkaa askelta

—~valitsemalla Jaljilys - Jaljlysaskel e
. 10

05271 f1-(-1.38,-0.3238)

Samaan kuvaan voi piirtdd useamman funktion kuvaajat syottimalld funktioiden lausekkeet piir-
ron syottorivilld. Piirrettdvit funktiot ovat f1(x), f2(x), f3(x), ... Syotettyjd funktioita voi selata
syOttorivilld nuolindppdimilld A ja V. Niiden méérittelyd voi muuttaa ja niitd voi poistaa poista-
malla funktion lauseke.

ESIMERKKEJA
4. Piirretddn funktioiden y=sinx , y=cosx ja y=tanx kuvaajat samaan kuvaan.

Kéytetddn Trig-zoomausta.
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) ] fipt Luonnossivir< i x
]

404%y £1(xc)=sinx)

£20x )<coslx]

£3{x)=tan(x]

/0'.’5 ; B

628 . = 7
4 04

Madritellyt piirtofunktiot saa nidkyville painamalla syottorlvm oikeassa reunassa olevaa painiket-
Ei

ta .l tai syottorivilld ollessa nappaimilla L) ™™ josta valitaan komento 2: Laajenna syot-
torivi. Talloin maaritellyt funktiot tulevat esﬂle. Jos funktion edessé olevassa laatikossa on viké-
nen, niin funktion kuvaaja piirretdén. Jos vékistd ei ole, niin kuvaajaa ei piirretd. Kohdistinta
kédyttden voidaan vékénen poistaa tai laittaa péélle.

ESIMERKKEJA
5. Jatketaan edellistd esimerkkid. Otetaan ndkyville madritellyt piirtofunktiot painamalla

syottorivin oikeassa reunassa olevaa painiketta !l

& rdp[ ‘Lunnnnssivu‘v Ix

4040y fl(x);sin(x)

f2(x)=cos|[A)

B(x)=tan|:x]

1 / -

B = fl(x)=sm(x) ’Eg’
l £ fZ(xJ=ccs(x)
B & £3x)=tanlx)

® rdlx)= =

Esille aukeavasta ikkunasta ndhdéén, ettd funktiot f1(x), f2(x) ja f3(x) piirretdan. Poiste-
taan vikédnen funktion f3(x) edesta



91 Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS

& # | Luonnossivir= Ix
4040y fl(x)=sin|[x)
f2L'J=cos|[1)
l & fllx)=sinlx) i ,_:5;
28
l i fZ(xJ=ccs(x)
IE‘ Y B(x)=tan|:x)
% rdlx)= =

Talloin piirretddn vain funktiot f71(x) ja f2(x) eli sin x ja cos x.

& # | Luonnossivir= ix

4.04 Ty

A5 .
€28 N \Q__/ 5N NS 628

4.04

Funktiot voi méidritelld muuallakin samassa asiakirjassa ja funktiomiirittelyt ovat voimassa
kaikkialla samassa asiakirjassa. Ne piirretddn, kun piirtoikkunan syéttorivillid painetaan ndppdin-
td ™| funktion kohdalla.

ESIMERKKEJA

6. Jatketaan vield edellistd esimerkkid. Siirrytdéin laskentasivulle ja mdiéritellddn funktio

f3(x) funktioksi 2 f2(x)+1,5f3(x) . Piirrossa tehdyt funktiomadrittelyt ovat kéytetti-
vissd laskentasivulla.

8 #/ | Luonnossivur= 0x -
#3lx) =2 Frlx)+ 1.5 F2lx) Vaimis ﬁ

Siirrytdédn takaisin kuvaajasivulle ja sielld syottoriville. Otetaan siellé esille funktio f3(x)
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8 4 ‘ Luonnossivu— b

4.04 Ty

6.28 H__B(_/ 5 ~.._><V_§2§'

£3(x)=2 f1lx)+1.5 £2(x) )

ente

ja painetaan nappaintd El. Talloin kuvaan piirretdédn my0s funktion f3(x) kuvaaja.

E ‘ 4 ‘Luunnussiwv b

404 f1x)=sinlx

)
fz(x)=cosfx)

. A
(N /
-6.28 W s H\X\/js_&é'

jlfS(x)=2- filx)+1. 5 £2{x

4.04

L4

1
7. Piirretddn funktioiden y=xsin (;) , y=x ja y=—x kuvaajat samaan kuvaan. Va-
litaan akselien pituudet sopivaksi.

Asetetaan x- ja y-akselien rajat @]-Valikon komennolla 4: Ikkuna >> 1: Ikkunan ase-
tukset... seuraavasti:

lkkunan asetulkset

HMin: |.0_1

HMax: |0_1

|

|
XAsteikko: |Aut0maattinen |
YMin: |-o_1 |
|

Yhax: |0_-|

YAsteikko: | Automaattinen
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Talloin kuvaajat ovat seuraavanlaiset.

- & # | Luonnossivu= | 1]

0.1%y fz(x)=x /

(1
Kuvasta ndhdaén, ettd laskin ei pysty piirtimédén tarkasti funktion f (x)=xsin (;) ku-

vaajaa 0:n ymparistossd. Tamai ei ole yllitys', silld funktio vérihtelee ddrettomin tihedsti
pisteen 0 ympéristossa.

¢
TEHTAVIA .

1
e
V21T

2. Piirrd funktion f (x)=812x kuvaaja vililli [—5x,5x] . Valitse y-akseli siten, etti

1. Piirrd funktion f (x)= kuvaaja valilld [—35,5]

kuvaaja on kivan nékdinen.
3. Piirrd sin’x ja cos’x samaan kuvaan.
4. Piirrd arctanx .

5. Piirrd y=xe* ja y=e¢ “cosx samaan kuvaan vililli [—4,4] . Aseta y-akseli vilille
[—10,5]
2 2 4

6. Piirrd y=cos(x) , yZI—% ja y=1—%+;—4 samaan kuvaan vililli [—10,10]

Rajaa y-akseli vilille [—6,5]

6.1.2 Parametriesitys
Tasokdyrdn parametriesityksessa
X=X (t)

y=yl) » 'SleP]

I Mikisn laite ei pysty piirtdmasn tarkasti tatd funktiota 0:n ympéristossa.
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-

koordinaatit x ja y annetaan parametrin ¢ avulla. Kdyri piirretdéin valitsemalla ™ -valikosta ko-

mento 3: Kuvaajan syotto/Muokkaus >> 3: Parametrinen. Tilloin ndyton alaosaan aukeaa
syottorivi,

xﬂﬂ4
v1le)-
0=f=6.28 tsfep=0.132 ;‘

jonne kirjoitetaan parametriesityksen koordinaattien lausekkeet muuttujaa ¢ kédyttden. Syottorivil-

14 maaritetddn myds piirron parametrivali ja askelpituus. Syo6ttoriville padsee uudelleen nidppéi-

mella |i| .

Kuvan kisittelyyn on kiytettidvissd samat komennot kuin funktion kuvaajan késittelyyn.

ESIMERKKEJA
1. Piirretdén yksikkoympyra.
Yksikkdympyrdn parametriesitys on

[)C =cost

y=sing t€[0,2 7]

Syotetddn parametriesitys syottorivilla.

11-
(o X
10 \...-i{xl (fl=cos(f] 10
N
x1 (f)=cos(f)|
l yl(f)=sin(!) -
0<r<6.28 fstep=0.13 2

Kéyrin kuva saattaa olla soikea tai pieni. Parannetaan kuvaa muuttamalla ikkuna-asetuk-

sia. Annetaan ensin " )-valikon komento 4: Ikkuna >> 1: Ikkunan asetukset... , jossa
asetetaan x-akselin véli kuvan mukaiseksi.

lklkkunan asetukset

HMin: |.1 8 |

XMax: | 16 |

==

Sitten annetaan " -valikon komento 4: Ikkuna >> B: Zoomaa — Neli6, jonka jilkeen
ympyra on ympyran nékoinen.
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& # | Luonnossivu= ix
o3 Ty
0.1 .
16 X x1 (=gl
yl(!)=si
1.03

Kuvassa oleva pieni kulmikkuus johtuu piirron askelpituudesta zstep. Pienentimalla siti
saadaan hivenen parempi kuva.

2. Piirretdén spiraali

[xitcfm , t€[0,107]
y=tsint

Syotetddn parametriesitys ja parametrivali syottorivilla.

y?(!)=f- sin(f)
0=f=10m f58ep=0.132

[x?(f)#- cos(ﬂ

=

Koko kiyri saadaan nikyviin ™ -valikon ikkuna-asetuksella 4: Ikkuna >> A: Zoomaa
— Sovita.

8 ## |Luonnossivu= ix

3236 ¥y

7=

{ 2

3424 sEry
N\
__'_‘___.-—‘{Xltfjl=f' coslt)
- yl(f)=f' sin(!)

2355

(4
\;

Samaan kuvaan voi piirtdd useita kdyrid, joilla on omat parametrivélinsa. Piirrettdvien kdyrien se-
laaminen ja valinta tapahtuu kuten funktioesityksessé.
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ESIMERKKEJA
3. Piirretddn puoliympyrit
x=3cost
[y=3sint , t€[0,n]
ja
x=6cost
8 rdﬂ[ Luonnossivu— ™
6.13 %y {xlff):g.costf)
y1(t)=3" sinlz]
2
‘10 I : ] 3
a\ [x2(r)=6 cosls]
\\ [3’2( )=6- sinlr)
el

Piirrossa miiritellyt funktiot ovat kdytettdvissd muualla samassa asiakirjassa ja piirtofunktioissa
voidaan kayttdd muualla samassa asiakirjassa tehtyja funktio- tai muuttujaméérittelyja.

ESIMERKKEJA
4. Tutkitaan kdyran
_ cos(kt)
X=cost—
. sin(kt) t€(0.27]
x—smt—T

kayttdytymistd parametrin  k>2 eri kokonaislukuarvoilla'.

Tallennetaan laskentatilassa muuttujalle £ arvo

g #/ | Luonnossivur= 0x
k=2 2
|

ja madritelladn parametriesitys piirtotilassa.

! Titi asiaa on kisitelty eri tavalla luvun 6.3 esimerkissa.
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8

Lunnnnsswu‘v

/ N

vl (f)=sin(f)—

COka

CO.&

sin(k- !J
k

0<¢<6.28 tstep=0.13

T

Ein

seae sl Laese . . . | men
Maairitetddan kuvan ikkuna-asetus seuraavasti: Asetetaan ensin

4: Ikkuna >> 1: Ikkunan asetukset... x-akselin vilille -2 .

“I-valikon komennolla

.. 2. Sitten annetaan \™ -va-

likon komento 4: Ikkuna >> B: Zoomaa — Nelio, jolloin akseleilla on sama yksikon pi-

tuus.

Kédyrdd voidaan nyt helposti tutkia antamalla laskentatilassa parametrille k£ eri arvoja ja
katsomalla piirtotilassa kayraa.

&

Luonnossivu—

Al A [ |
O\U“JLW[\}

o | | e | w | r B

ﬂ

Havaitaan, ettd parametrin arvolla k& kdyrd koostuu &k — 1:std siledsti kaartuvasta osasta,
jotka yhdistyvit toisiinsa terdvissa karjissi. Arvolla k=2 kéyrd on nimeltdin nefroidi.

Kuvassa on piirretty kdyrd arvolla k=6

&

i

Luonnossivu<

1298y

0.1

k '
\ ﬁ/ y1lt)=

=29~
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TEHTAVIA

1. Piirré ellipsi

[x=7c0st

y=3sint ’ t€[0,2]
Aseta koordinaattiakseleille sama yksikon pituus.

2. Piirra astroidi

xX=cos’ ¢
, t€[0,27]

—cin’

y=smt¢

3. Lissajous'n kdyrd on muotoa
xzcos(mt)
[yzsin(nt) » 1€[0.2m]

missd m ja n positiivisia kokonaislukuja. Tutki Lissajous'n kdyrid antamalla m:lle ja n:lle
eri arvoja. Toteuta timéd madrittdmalla m:n ja n:n arvot laskentatilassa. Aseta piirron as-
kelpituus zstep riittdvan pieneksi.

6.1.3 Napakoordinaattiesitys
Tasokayréan napakoordinaattiesityksessd annetaan napakoordinaatin 7 riippuvuus napakulmasta 0:

r=r(0) , 0€la,p] .

Kayré piirretdén valitsemalla @]-Valikosta komento 3: Kuvaajan syotto/Muokkaus >> 4: Po-
laarinen. Tdlloin ndyton alaosaan aukeaa syottorivi,

r1lg)=
0<8<6.28 fstep=0.13 2

jonne kirjoitetaan napakoordinaatin » lauseke napakulmaa 0 kayttden. Syottorivilld mééritetdan

myd6s napakulman litkkumisvéli ja askelpituus. Syéttoriville pddsee uudelleen ndppdimelld |~Lbf|

) i
. Kirjain 0 16ytyy nappdimilla |E [=) aukeavasta merkki-ikkunasta.

Kuvan kisittelyyn on kdytettdvissd samat komennot kuin funktion kuvaajan késittelyyn ja sa-
maan kuvaan voi piirtdd useita kayrid.

ESIMERKKEJA
1. Piirretdin kardioidi
r=1-—cosf, 0€[0,2m]

Syotetdadn napakoordinaattiesitys syottorivilla.
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{r?(9)=1—cos(9)

0=6=6.28 fstep=0.13

Koko kéyra saadaan ndkyviin @l-valikon ikkuna-asetuksella 4: Ikkuna >> A: Zoomaa
— Sovita.

Luonnossivu— | 7]

22%1 ~1-cosl® 100 48

Kuvassa akseleiden yksikon pituudet ovat erilaisia. Kokeilemalla voidaan todeta, ettd
asettamalla ensin komennolla 4: Ikkuna >> 1: Ikkunan asetukset... x-akselin vilille
-3,5 ... 1 ja antamalla sen jilkeen komento 4: Ikkuna >> B: Zoomaa — Neli6 saadaan
seuraavanlainen kuva, jossa askeleiden yksikkojen pituudet ovat samat.

& # | Luonnossivir= | 9]

._.
W=

/m
e

1{8)=1-cosl8)
=1-45

TEHTAVIA
1. Piirrd Arkimedeen spiraali
r=0 , 0€[0,20m]

2. Piirrd kiiyri
r=sinn® , 0€[02x]
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Kokeile luvulle n eri kokonaislukuarvoja. Miten kuvaaja riippuu muuttujasta n?
3. Piirrd kdyra
r=sin(m0)cos(n0) , 0€[0,2x]

Kokeile eri kokonaislukuarvoja luvuilla m ja n.

6.1.4 Ensimmaisen ja toisen asteen kayrat
Laskimella voi piirtdd ensimmaéisen ja toisen asteen kdyrien yhtdlomuotoisia esityksid [ml-vali-
kon 3: Kuvaajan syotto/Muokkaus >> 2: Yhtilo komennoilla.

k 1: Toiminnot 3 !
85 2: Nayta » _
A 3: Kuvaajan sydttal L 1: Funktio

o By © 2: Yhtals »
(5 N 2 Paraabeli p||4 3: Parametrinen
‘e AD 3 Ympyra Mo 4: Polaarinen

507 € 4 Ellipsi #| L= 5 Sirontakuvaaja
4l 8: A%E 5 Hyperbeli M|IE 6; Sekvenss| 3
l ©6 Kartio P 7 Diff Eq

Kussakin kdyrityypissd on usein monta erilaista esitystapaa, joiden parametrit syotetdén ikkunan
alareunan syottorivilld. Samaan kuvaan voi piirtdd usean eri kdyrdn kuvaajat. Ympyréd piirret-
tdessd on valittava akselien yksikoiden pituudet samoiksi valikon 4: Ikkuna komennolla S: Zoo-
maa — Vakio tai B: Zoomaa — Nelio, jos halutaan, ettd ympyrd nadyttad ympyralta.

ESIMERKKEJA
1. Piirretdin
* ympyri x’+y’=5"
2 2
e ellipsi —+==1
P 52 22
2 2

Xy
* hyperbeli ——5=1
yperbeli YA

e suora 2x+3y=1
samaan kuvaan.

Annetaan sopivat valikkokomento ja tiytetddn parametrit.
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5431y
2 x+3 p=17

- & # | Luonnossivu= | 1]
Z
1

2ie2 s (x-O2/5M2+(y-0)"2/242=1
33 (x-0p2/3M2-(y-0)"2/242=1

[| €5 [Aied | Dhx+3hy=1

& # | Luonnossivir= | 9]
N 6.43%y <

3-.‘-:+3-_v=1‘\x_ L—l

-
[
+
|\—'
[}
I
-

6.43

¢

@]-Valikon 6: Analysoi kuvaajaa >> 8: Analysoi Kkartioleikkauksia komennoilla voi analy-
soida kartioleikkauksia.

k 1: Toiminnot b
081 2: Nayta »
kaus b

Y

|

O 2: Karkipisteet

© 3! Polttopisteet iste

WV 4; Symmetria—akselit hipiste

\/ 5: Johtosuora spiste

I8 Asymptootit piste

@7 Sade

e= 8: Epakeskisyys ali

Y9 9: Ellipsin parametri i kartioleikkauksia P

Voidaan madrittaa
* ympyrdn 1: keskipiste, 7: side

* paraabelin 4. symmetria-akseli, 5: johtosuora
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* ellipsin 1: keskipiste, 2: kérkipisteet, 3:polttopisteet 4: symmetria-akselit ja 8:epdkeski-
1

Syys .
* hyperbelin 1: keskipiste, 2: kirkipisteet, 3:polttopisteet, 4: symmetria-akseli, 6: asymptoo-
tit, 8: epakeskisyys
Ominaisuutta méritettiessd on napsautettava haluttua kéyrii. Analysoinnin voi lopettaa -~ -
néppéimella.

Kéyrien yhtéloitd syotettdessd on hyva kirjoittaa lukuihin desimaalipisteet. Tdlloin laskin antaa
ominaisuuksien numeeriset arvot desimaalilukuina.

ESIMERKKEJA
2. Piirretdédn kéyra
X+ 3y2+ xy—2=0

ja analysoidaan sité.

Annetaan ™™ _valikon 3: Kuvaajan sy6tt6/Muokkaus >> 2: Yhtiilo >> 6: Kartio

.
I el |:|¢r||1.-:r’+1-x-y+3.-y2+0-x+0-3> & ||

Huomaa, etté lukuihin on laitettu desimaalipisteet®.

Annetaan ikkuna-asetukset seuraavasti: ensin komento 4: Ikkuna >> A: Zoomaa — Sovi-

ta, sitten komento 4: Ikkuna >> B: Zoomaa — Neli6. Télloin akseleiden yksikot ovat sa-
manpituisia.

8 o+ Lucknossivu= 0x
-85
0.1
e ?.1 148y
x2+x-y+3. -}-2+(-2.)=0
0.95

Nahdaén, ettd kyseessd on ellipsi. Méadritetadn sen epékeskisyys ja polttopisteet. Annetaan

mem-valikon komento 6: Analysoi kuvaajaa >> 8: Analysoi kartioleikkauksia ja sieltd

L Eli eksentrisyys
2 Oikeastaan luvun 1 perissi olevalla desimaalipisteell ei ole vaikutusta.
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ensin 8: Epikeskisyys ja sitten 3: Polttopisteet. Komennon annon jédlkeen on kohdisti-

mella napsautettava kiyrdd. Analysoinnista padsee pois - -nippaimell.

8 #/ | Luonnossivur= 0x

o A

Paraabelin, ympyran, ellipsin tai hyperbelin
epakeskisyys: Napzauta kartioleikkausta ja
paina sitten ENTER, kun haluat antaa

epakeskisyysarvon.
0.1] \
.1

-1\d8 3\

. 1.48)
f .
x2+x-_y+3_ -}'2+(-2.J=0

0.95

=

Kéyrén kuva on nyt seuraavanlainen.

& # | Luonnossivir= ix

95 Ty
0.846841

—

-1.24112,0.29299 )
-1\g8 91

\ 1.48)

(1.24112,-0.29209'

Kuvasta ndhddin, etté ellipsin
* epikeskisyys on 0,846841
« polttopisteet ovat (—1,24112;0,29299) ja (1,24112;—0,29299)

ESIMERKKEJA
3. Piirretdédn kéyra
— X’ +3 Y +4x y+x+2 y=0
ja analysoidaan sité.

Piirtdmalld kuva ndhdéén, ettd kyseesséd on hyperbeli.
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& ## |Luonnossivu= | 7]
1.93 %y

¥=0.215% x-0.27
02

3 9.2 E

— TRU—155x-0.39%

(1) x%+4 3 p+30 240+ 2. =0

-1.931

Kuvassa on mééritetty myds hyperbelin asymptootit.

TEHTAVIA

1. Maédritd seuraavien kdyrien tyyppi piirtdmailla kuvaajat. Jos kédyrd on ellipsi, médritd polt-
topisteet ja epikeskisyys. Jos kéyrd on hyperbeli, méaritd asymptootit ja epakeskisyys. Jos
kdyrd on paraabeli, miiritd symmetria-akseli ja johtosuora.

a)  x+3y’—xy—1=0 b) X +2y +4x y+2 y+3=0
¢)  4x’+)y +4xy+x+y—5=0 d) — X" 42y +4xy—2x+3 y=0

6.2 Yhtédloiden numeerinen ratkaiseminen

=

me_valikon komento 3: Algebra >> 6: Numeerinen mairittis numeerisesti yhtilon yhden rat-
kaisun. Komento nikyy syottorivilld komentona nSolve. Komennon muotoja ovat

nSolve(Yhtilo, muuttuja = alkuarvaus)
nSolve(Yhtilo, muuttuja = alkuarvaus, alaraja, yliraja)

Komento ldhtee arvosta alkuarvaus ldhtien etsimdin numeerisesti yhtdlon juurta. Jilkimmaises-
sd muodossa etsintd rajoitetaan vélille alaraja ... ylidraja. Usein pdddytdén alkuarvausta 1dhelld
olevaan juureen. Jos yhtdlolla on useita juuria, on kéytettdvé useita eri alkuarvauksia, jotka ovat
riittdvén ldhelld juuria. Jos nSolve ei 10ydé ratkaisua, tulostaa se tekstin ”Ratkaisua ei 10ydy”. Pa-
rametrin = alkuarvaus voi jittad poiskin.

ESIMERKKEJA
1. Maédritetddn yhtdlon
2 .
x+x—5=sinx

reaalijuuret.

——

[m==) atikon komento 3: Algebra >> 1: Ratkaise antaa kaksi juurta.
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g #/ | Luonnossivur= 0x
i~

sn:d‘ve(:rc2 +x-5=sin (xJ,x)
x=-2.69502 orx=198318

jotka ovat yhtdlon ainoat juuret, silld piirtdmalld yhtdlon vasemman- ja oikeanpuolen ku-
vaajat ndhdain, ettd kuvaajilla on kaksi leikkauspistetta.

& Flp[ Luonnossivu— Ix
| 643ty /
~x
107
6.43
Kokeillaan kuitenkaan komentoa nSolve.

& ]dp[ Luonnossivu— 1x
A

nSolve(xQ+x—5=51n(xj’x=_3) -2.69502

nSol‘ve(:rc2 +x—5=sin(x3,x=2) 1.98218

n3olve x2+x—5=sin(x3,x=0) 1.98218

2 =i = -

nSolvelx? +x—-5=sinlx]x=0-2.1 I
"Ratkaisua ei loydy" &

Huomaa, kuinka alkuarvaus vaikuttaa sithen miké juuri 10ydetdan. Kuvasta ndhdéan, ettd
vililli [—2,1] yhtildlli ei tietenkéin ole juurta.

—

Yleisesti yhtildiden ratkaiseminen aloitetaan ™ -valikon komennolla 3: Algebra >> 1: Rat-
kaise, jonka muoto on
solve(yhtilo, x)

=

meanu

Jos yhtilon toinen puoli on nolla eli yhtidldé on muotoa f(x)=0 , voidaan kayttdd myds
valikon komentoa 3: Algebra >> 4: Nollakohdat, jonka muoto on

zeros(f(x), x)
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Jos juuria etsitddn vain tietyltd vliltd voidaan komentoihin lisété rajoite muodossa
solve(yhtilo, x)| ehtolauseke

zeros(f(x), x)| ehtolauseke

Jos laskin antaa ndyton alareunassa varoituksen

I&Liséé ratkaisuja voi olla olemassa. Yrita asia.. ||

on laskin méirittdnyt juurien likiarvot numeerisesti, eiké se valttiméttd esitd kaikkien juurien li-
kiarvoja. Laskimen madrittimit juurien likiarvot ovat oikein, mutta yhtdlolld saattaa olla lisda
juuria. Télloin pyritddn muokkaamaan yhtilo sellaiseen muotoon, ettd sen vasemman ja oikean
puolen funktioiden kuvaajien kdyttdytyminen tunnetaan.

Jos yhtédlon vasen ja oikea puoli ovat nollasta eroavia, piirretddn yhtdlon vasemman ja oikean
puolen funktioiden kuvaajat. Yhtdlon juuret ovat kuvaajien leikkauspisteiden x-koordinaatit. Va-
litaan piirtovili sellaiseksi, ettd nihdddn kaikki' leikkauspisteet. Niiden lukumééra on juurien lu-
kumééri. Lisdjuurien likiarvojen méarittimisessd voidaan nyt kéyttadd seuraavia tapoja:

* Juurien médrittiminen kuvasta: Kuvasta madritetddn mahdollisten lisdjuurien likiarvot

yksi kerrallaan ™™ |-valikon komennolla 3: Analysoi kuvaaja >> 4: Leikkauspiste.
Talloin rajataan halutun leikkauskohdan ymparistostd sellainen véli, jossa on vain yksi
leikkauskohta. Vilin rajaaminen tapahtuu antamalla vilin vasen ja oikea piitepiste joko
kohdistinta kdyttden tai kirjoittamalla arvot. Laskin esittdd tilla vélilla olevan leikkauspis-
teen likiarvon. Leikkauspisteen x-koordinaatti on yhtélon juuren likiarvo. Tarvittaessa li-
kiarvo voidaan tallettaa muuttujaan ja tulostaa laskentatilassa.

* Komennon nsolve kiyttd: Méiritetddn kuvasta yksi kerrallaan lisdjuurien karkea likiarvo

esim. kiyttimilla (™™ -valikon komentoa 5: Jaljitd >> 1: Jiljitd kuvaaja. Timin jil-
keen lasketaan juuren tarkempi likiarvo laskentatilan komennolla

nSolve(yhtilo, x = karkea likiarvo)

Jos yhtilon toinen puoli on nolla eli yhtdloé on muotoa f(x)=0 , piirretdan funktion f (x)
kuvaaja sopivalla vililld. Yhtdlon juuret ovat funktion nollakohdat. Valitaan piirtovéli sellaisek-
si, ettd ndhddan kaikki* nollakohdat. Niiden lukumédrd on juurien lukuméird. Lisdjuurien likiar-
vojen méadrittimisessd voidaan nyt kédyttda seuraavia tapoja:

* Juurien médrittiminen kuvasta: Kuvasta mééritetddn mahdolliset lisdjuuret yksi kerrallaan

funktion nollakohdista eli x-akselin kohtaamispisteistd \™ -valikon komennolla 3: Ana-
lysoi kuvaaja >> 1: Nolla. Menettelytapa on samanlainen kuin edella.

* Komennon nsolve kiyttd: Kéytetddn laskentatilan komentoa nsolve samaan tapaan kuin
edella.

ESIMERKKEJA
2. Madritetddn yhtdlon
3,3sinx—Inx=0,48

1 Jos niité on ddrellinen masra.
2 Jos niité on #érellinen mairi.
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kaikki reaalijuuret.

=

Laskentatilan \™ -valikon komento 3: Algebra >> 1: Ratkaise antaa kolme juurta.

g fi# | Luonnossivu= ix

solve(3.3- sin(x)—ln(x)=0.48,x:l
x=2.68118 orx=7.11644 or x=8 50707

I,Q\,Liséé ratkaisuja woi olla olemassa. ritd asia..

x,=2,68118
=7,11644
x,=8,50707

Koska ndyton alareunassa on varoitus, on laskin méadrittinyt juuret numeerisesti ja niitd
saattaa olla enemméin. Muokataan yhtdlé6 muotoon

3.3sinx=Inx+0,48
jossa yhtdlon vasemman ja oikean puolen funktioiden kdyttdytyminen tunnetaan. Piirre-

tadn yhtidlon vasemman ja oikean puolen funktioiden kuvaajat sellaisella vélilld, ettd
funktioiden kaikki leikkauspisteet saadaan néikyviin'.

b

8 ## |Luonnossivu= ix

AWAWA

\'/' 111 +0 48
Kuvasta ndhddan®, ettd leikkauspisteitd on 35, joten reaalijuuria on 5 kappaletta. Lisdjuuret
saadaan kahdesta oikeanpuoleisimmasta leikkauspisteestd. Lisdjuurien tunnistamisessa

-3.99

voidaan kiyttdd apuna (™ -valikon komentoa 5: Jiljitd >> 1: Jiljitd kuvaaja.

I Tissd joutuu kokeilemaan useita eri vileja.
2 Piirrettyjen funktioiden kiyttaytymisen perusteella tiedetddn, ettd muita leikkauspisteit ei ole.
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Miiritetddn lisdjuuria vastaavat leikkauspisteet ™ )-valikon komennolla 3: Analysoi

kuvaaja >> 4: Leikkauspiste.

==

0

& # | Luonnossivu= X
4026 y
eleikkauspiste
13179078, 3 104
0.5
| x
01 33 g 22
fibe=2 2 sinlel prnlieo 38
e

ix|
(14.43984,3 1499

(1379078, 3 104]

|\

i

Luonnossivu—

1 23
f2[x)=Inx)+0 45

-3.99

=

Jotta nollakohdat esitetdén riittivén tarkasti, on kuvaan valittu ™ -valikon komennolla
8: Asetukset néytettivien numeroiden tarkkuudeksi Liukuva 7.

Lisdjuuret ovat siis
x,=13,79078
xs=14,43984
Jos leikkauspisteet ovat ldhelld ﬁtolisiaan voidaan zoomauksella saada tarkempi kuva. Seu-

raavassa kuvassa on kiytetty " -valikon zoomausta 4: Ikkuna >> 2: Zoomaa — Alue.



Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS

g |

Luonnossivu<

| B3

374y

T (/13.79078,3.104)

filx)=3 3- sinlx]

\
\

12.22

|
akselit\

( 1443954, 3149991

£2(x)=In(x)+0. 48

3. Madritetddn edellisen esimerkin lisdjuuret komentoa nSolve kdyttiden.

Kokeillaan kuvasta paételtidvid lisdjuurien alkuarvauksia. Tdssd voi joutua kokeilemaan

eri arvoja.
- a8 A | Luonnossivu= X
nSolve(3.3 sinfx)-In(x)=0 48 x=13) =
13.7908
nSolve(3.3 sinlx)-In(x)=0 48 x=14)
13.7908
nSolve(3 3 sinlx)-Inlx)=0 48 x=14 5}
144398 o
Siis
x,=13,7908
x,= 14,4398

4. Madritetddn yhtdlon
6 cos (x—2)+§— 1=0
kaikki ei-negatiiviset juuret.

=

Laskentatilan \™"

"-:-Valikon komento 3: Algebra >> 4: Nollakohdat antaa 3 juurta.
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8 A | Luonnossivu= I x I

zeros(é- cos( —2J+£—1,xJ|xl‘_’0
2

{0.550207,2 71413,6.34214 }

I&Liséé ratkaisuja woi olla olemassa. Yrita asia..

x,=0,550307
=3,71413
x,=6,34214

Koska ndyton alareunassa on varoitus, saattaa juuria olla enemmaén. Piirretddn yhtilon va-
semman puolen funktion kuvaaja ja tarkastellaan sen nollakohtia.

8 | |Luunnusswuv ix

14?)-
6coax 2+——1/\ /
/\ \

Kuvaajasta nahddan, ettd funktiolla on 5 nollakohtaa' eli yhtilolld on 5 juurta, kun
x=0 . Tarkastelemalla kuvaajaa havaitaan, ettd on méaéritettdva 2 oikeanpuoleista nol-

lakohtaa. Kiytetddan (™ -valikon komentoa 3: Analysoi kuvaaja >> 1: Nolla.

8 | | Luonnossivu< 1] -X

7 f1(x)=6- coslx-2 +——1/\ /
/\ \ T \/
1|, \ \nolla

o1 \ (M0.66021,0)

e

I Ilmeisesti kuvaaja kéyttiytyy kuva-alueen ulkopuolella samantyylisesti.
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Saadaan kuva,

& # | Luonnossivir=
Ma.7 ¥
=6 coslx-2 +1/\/
/\ /\\ J.'12 00509, 0 x
10 66021 0
6.19

josta ndhdéén lisdjuurien likiarvot
x,=10,66021
xs=12,00909

Kuvassa on ™™l-valikon komennolla 8: Asetukset asetettu niytettivien numeroiden
tarkkuudeksi Liukuva 7.

. Edellisen esimerkin yhtilon

6cos (x—2)+§— 1=0
lisdjuurien méadrittdmisessa olisi ollut parempi muokata yhtéld muotoon
6cos (x—2):—%+ 1

b

jossa yhtdlon vasemman ja oikean puolen funktioiden kiyttdytyminen tunnetaan parem-
min. Télloin kuva olisi seuraava.

e F’p[ Luonnossivu—

b7 5y 6co.;x2

T
RTRYAY,

£2(x)=

S

+1 T

v |

-10.5

Kuvasta ndhddin luotettavammin yhtélon juurien lukumééra.
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TEHTAVIA .

1. Maédritd yhtdloiden kaikki reaalijuuret.

a) 4sinx—§=l b)  x’—100x=30cos’x

6.3 Pinnat

Laskimella voi piirtdd funktiomuodossa ja parametriesityksend annettuja pintoja. Pintoja ei voi
piirtdd luonnossivun piirtotilassa, vaan ne on piirrettdvd Kuvaajat- tai Geometria-sovelluksessa,
joihin paésee seuraavasti:
+ poge
* Kuvaajat-sovellus: painetaan kotisivulla painiketta L5 tai painetaan ndppdimia |E [doc-.
ja valitaan uudelta sivulta 2: Liséi Kuvaajat-sovellus.

* Geometria-sovellus: painetaan kotisivulla painiketta @] tai painetaan ndppdimia |E

+ page

[ doc- | ja valitaan uudelta sivulta 2: Lisid Geometria-sovellus.

=1:Lisaa Laskin

Lisaa Kuvaajat—sovellus

M 3:Lisaa Geomefria—sovellus

“|4:Lisaa Listat & Taulukot

1'J5:Lisaa Data & Tilastot
£:Lisaa Muistiinpanot

:47:Lisaa Vernier DataQuest™

Pintojen piirto aloitetaan @]-Valikon komennolla 2: Niyta >> 3: 3D-kuvaus. Piirrettdvan pin-
nan esitys syotetddn ikkunan alaosaan aukeavalle syottoriville, jonka saa tarvittaessa nakyviin

ndppédimelld |E] tai ndppdimilla |E 's], Rivin saa piilotettua samoilla nappéimilla tai [E-
ndppdimelld. Oletusarvoisesti syotetddn funktioesitys. @l-valikon komennolla 3: 3D kuvaajan
syotto/muokkaus voidaan valita pinnan esitysmuoto

* 1: Funktio

e 2:Parametrinen

Kuvaajien piirron perusasetukset voi asettaa @]-Valikon komennolla 6: Asetukset... Talloin
aukeaa ikkuna,
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Piirtokulma: | Radiaani |
|

Geometriakulma: |Aste

[] Piilota kuvaajien merkinnat automaattisesti

Mayta akselit ja arvot

Maytettavat numerot: | Liukuwa 3 |i

[] M&uts funktiniden kacitahm heikahninkit

|F'alauta| |Oletusa|v0t| |F'eruuta|

jossa kulmista piirtokulma vaikuttaa kuvaajien piirrossa. Se on téssd luvussa kuvan mukainen.
Jos asetuksia muutetaan, on ne syyté tallentaa oletusarvoksi.

6.3.1 Funktioesitys
Pinnan funktioesitys on muotoa
z=f(x.y) ,

missi x€[a,b], y€[c,d] . Funktioesityksessi on siis z-koordinaatti annettu koordinaattien x
jayavulla.

Pinnan funktioesitys piirretdén kirjoittamalla funktion lauseke néyton alaosassa olevalle syottori-

ville, jonka saa esille ja pois ndppdimelld |E] .

2 (xy) - || @

Funktion muuttujien tulee olla x ja y.

@]-Valikon 4: Etiisyys/Ikkuna komennoilla

2 1. 3D lkkunan asetukset. ..

1 20 Kuvasuhde, ..

FX 3 Kutista ruutu (+tai <)
B2l 4: Suurennusruuty (% tai =)

*lel 5 x—y—z-orientaatio (o)
L, 6 x—y—orientaatio ()
1.7 y—z-orientaatio ()
1.8 x—z-orientaatio {y)

* 1: 3D-ikkunan asetukset... madritetddn muuttujien x ja y litkkumisvilit sekd asetetaan z-
akselin véli.

e 2: Kuvasuhde... miiritetddn akseleiden suurennussuhteet.
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Kuvaa voi suurentaa néppéimelld (=] ja pienentdd nidppdimelld [+, Kuvaa voi kiertai nuolindp-
pdimilld. Nappaimilld [©/, ™, & ja (2] saadaan tiettyjd valmiita katselukulmia. Automaattinen

kierto saadaan aikaiseksi néppéimelld [*) tai "]y alikon komennolla 1: Toiminnot >> 8: Au-
tom. Kierto. Kierto saadaan loppumaan |-il-néippéimelléi.

@]—Valikon 2: Nayti komennoilla

* 4: Piilota ruutu/Niyti ruutu saadaan pinnan ympérilla oleva laatikko pois nékyvisti tai
nakyviin.
* 5: Piilota akselit/Néyti akselit saadaan koordinaattiakselit pois nékyvistd tai ndkyviin.

ESIMERKKEJA
1. Piirretddn pinta z=(2x*—y?)e™* " ,missi x€[-2,2] , y€[-33]

Sydtetddn funktio syottoriville ja painetaan =3 -néppdintd, jolloin saadaan kuva.

1 1.2 13 *Tallentamattomat = Lol <]

I 1 (xyh = (2_x2_y2).e'x2—0-5')'2| &=

@]-Valikon 4: Etaisyys/Ikkuna komennolla
* 1: 3D Ikkunan asetukset... on asetettu akselivilit seuraaviksi:
xi—2...2;y:-3...3;zz—-1... 1.

e 2: Kuvasuhde on asetettu akseleiden suurennussuhteet seuraavasti:

Kuvasuhde

x |1 |

y: |1 |
z 2 |

Kuvasta otettu ympardivé laatikko pois, kierretty ja suurennettu.



115 Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS

L4

@]-Valikon komennolla 5: Jéljitys >> 1: z Jiljiti voidaan tutkia pinnan korkeuskayrid. Laskin
piirtdd tilloin kuvaan xy-tason suuntaisen tason korkeudelle, jonka z-koordinaatti nikyy nidyton

oikeassa alareunassa. Tason korkeutta voidaan muuttaa pitiméalla =) -néppdin pohjassa ja pai-
nelemalla nuolindppdimid A ja V. Jiljityksen asetuksia voi muuttaa saman valikon komennolla

2: Jiljitysasetukset... Jiljityksen voi lopettaa |-E -painikkeella.

ESIMERKKEJA

2. Tutkitaan edellisen esimerkin pinnalla jéljitystoimintoa. Annetaan @l-valikon komen-
nolla S: Jiljitys >> 1: z Jiljitii ja muutetaan xy-tason suuntaisen tason korkeutta.

KLz Jaljita: Kayta Shift-nappaint ja i
nuolinappaimia muuttamaan korkeuskayran e
tasoa; kayta nuolinappaimia kiertamaan
nakymaa vaaka- ja pyslysuunnissa

z=0.1

Kuvassa on myds ohjeteksti ndkyvissa.

TEHTAVIA '
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1. Piirrd seuraavat pinnat

a)
b) z=sinxsiny , x€[-2x,2n] , y€[-2m,2x]
c) z:cos(xz-i-yz)efo’z(xzwz) , x€[-33] , ye[-33]
S S 1
03+x*+y" 0,2+(x—0,6)+)"

__sinxcosy

5 x€[—2m,2xn] , y€[-2m,2x]
I+x+y

5

d) , x€[-23] , ye[-2.2]

6.3.2 Parametriesitys
Pinnan parametriesitys on muotoa

x=x(¢,u)

y=ylt.u)

z=z (t , u)
missd t€[a,b] ja u€lc,d] ovat parametreja. Pinnan parametriesityksessi koordinaatit x, y
ja z on annettu parametrien ¢ ja u avulla.

Parametriesityksen piirto aloitetaan @]-Valikon komennolla 3: 3D kuvaajan syotté/muokkaus
>> 2: Parametrinen. Télloin aukeaa ndyton alareunaa syottorivi, jonne parametriesitys syote-
taan.

®plo(tu) =
VPl (hu) = <Syitd lausekes
Zpl ftu) = | <Syotd lausekes @

Painamalla sy6ttorivilld olevaa painiketta =, aukeaa ikkuna, jonne parametrivélit syotetéén.

3D-kuwvausparametrit

tmin = [0.0] |
tmax = |2*Tr |
umin = |0_0 |
umax = |Tl' |

Kuvan kaésittelyyn on kiytettédvissd samat komennot kuin funktioesityksen kuvan kisittelyyn.

ESIMERKKEJA

1. Piirretdén toruspinta
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x=(5+2cost)cosu
y=(5+2cost)sinu ,missi 0<t<2m, 0<u<2m
z=2sint

Syobtetddn parametriesitys ja parametrivélit syottorivilld, jonne tarvittaessa padsee |E] -
néppéimella.

xp2 (tu) = (5+2- cos(r))- coslu]
I yp2 (tu) = (5+2- cosl[r:l:l- sinl[u]l
2 (tu) = | 2 sinlf) | @

3D-kuvausparametrit

tmin = |0

tmax = |6.283185

|
|
umin = |0 |

umax = |6.283185 |

@]-Valikon 4: Etiisyys/Ikkuna komennolla
* 1: 3D Ikkunan asetukset... on asetettu akselivilit seuraaviksi:
x—-8...8y:-8...8z-2..2
* 2: Kuvasuhde on asetettu akseleiden suurennussuhteet seuraavasti:
x: Ly 1z 1.

Kuvasta otettu ympardivé laatikko pois, kierretty ja suurennettu.

*Tallentamattomat — Ll <]
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TEHTAVIA

1. Piirrd seuraavat parametrimuodossa annetut pinnat

X=cosfcosu

T
a) y=sintcosu ,missi t€[0,2x], ue _5’5] . Mika pinta on kyseessi?
z=sinu
X=usint
b) y=ucost ,missi t€[0,4n], ue[0,1]
z=t

X=tsintcosu
c) y=tcostcosu ,missi t€[0,2x], ue[0,1,5x]
z=tsinu

6.4 Animointi

Animaatioita voidaan toteuttaa Kuvaajat- tai Geometria-sovelluksessa

* funktion kuvaajille, joihin piistddn antamalla @l_valikon komento 2: Niyti >> 1: Ku-
vaajat

* pinnoille, joihin padstddn antamalla @l-vahkon komento 2: Niyti >> 3: 3D-kuvaus

Animaatioita tehtdessd on funktion lausekkeessa oltava animaatioparametri, joka askeltaa tietyl-
12 askelpituuden yli tietyn vélin. Animaatiossa esitetdén aina uusi kuva, kun animaatioparametri
muuttuu.

Animaatio toteutetaan tuomalla kuvaan liukusdcdtimen, joka 16ytyy @]-Valikosta 1: Toiminnot
komennolla Lis#é liukuséiidin. Liukusadtimen muuttuja on animaatioparametri.

3l=5.

Viemilld kohdistin liukusdidtimen sisélle, klikkaamalla kosketuslevylld siten, ettd kohdistin
muuttuu kimmenen kuvaksi

0. 10.

ja painamalla néappaimia |E @l aukeaa ikkuna,
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1:Asetukset. ..
Z:Kutista

Z:Animaatio
4:Poista

josta komennolla

* 1: Asetukset sdidetddn liukusddtimen asetuksia. Komento aukaisee ikkunan, jossa voi
sdatad liukusditimen muuttujan litkkumisvilid ja askelpituutta.

Liukuséatimen asetukset

Muuttuja | H

| o]
Alkuarvo g, |
Minimi [ o |
Maksimi [ 10 |
Askelkoko |Aut0maatti |
o

0 [Vaake 1]
Feruuta

* 2: Kutista kutistetaan liukusdddin muotoon,

jossa painikkeita painamalla liukusddtimen muuttuja askeltaa askelpituuden verran ylos-
tai alaspdin. Takaisin normaalikokoon padsee viemilld kohdistin liukusdatimen kohdalle,

painamalla néppaimia |E @] ja valitsemalla aukeavasta ikkunasta komennon 2:
Maksimoi.

* 3: Animaatio toteutetaan animaatio. Animaation voi lopettaa nédppaimilla |E [=] tai

viemilld kohdistin liukuséitimen kohdalle, painamalla nippaimii (et ] [rrem] ja valitse-
malla aukeavasta ikkunasta komennon 3: Pysiyti animaatio.

ESIMERKKEJA

1. Tutkitaan funktion f(x)=x* , x€[0,1] kuvaajaa, kun parametri k saa kokonaisluku-
arvot valilta 1 ... 10.

Syotetddn funktio piirron syottorivilla

0 (x)=xk| &
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ja asetetaan piirtovali @]-Valikon komennolla 4: Ikkuna >> 1: Ikkunan asetukset
seuraavasti:

<kunan asetukset

HMin: |0

XMax: |-|

|

|
XAsteikko: | Automaattinen |
¥in: |0 |
|

|

Yilax: | -||

YAsteikko: | Automaattinen

Tuodaan kuvaan liukusdidin @l-valikon komennolla 1: Toiminnot >> B: Lisié liuku-
sdddin ja asetetaan liukusddtimen muuttujaksi k. Asetetaan liukusddtimen asetukset ku-
van mukaisiksi.

Muuttuja | k | i~
Alkuarvo |0 |
Minimi |0 |
Maksimi |10 |
Askelkoko | , |

wilas 1] s

Nyt voidaan tutkia potenssin k vaikutusta funktion kuvaajaan liikuttamalla liukua tai ani-
moimalla. Jos liukusddtimen kutistaa, niin on helppo hiirelld klikkailemalla tutkia potens-
sin k vaikutusta.
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*Tallentamattomat — 'n]

2. Tutkitaan kdyrén

B cos(kt)

x—cost—T
. sin(kt) t€[0.2x]

x=sint————=

kéyttdytymistd parametrin  k>2 eri kokonaislukuarvoilla'.

=

Siirrytisn parametrimuotoisen kdyrin piirtoon " -valikon komennolla 3: Kuvaajan

syotto/Muokkaus >> 3: Parametrinen ja syotetddn kdyrdan parametriesitys piirron syot-
torivilla.

0=¢=6.28 tstep=0.13

Tuodaan kuvaan liukusaddin ™™ -valikon komennolla 1: Toiminnot >> B: Lisi liuku-

sdidin ja asetetaan liukusddtimen muuttujaksi k. Asetetaan liukusditimen asetukset ku-
van mukaisiksi.

I Titi asiaa on kisitelty eri tavalla luvun 6.1.2 esimerkissa.
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Liukusaatimen asetukset

Muuttuja | K | o
Alkuarvo |12. |
Minimi |2 |
Maksimi |20 |
Askelkoko | 1| |

Wil 1] &

coss o oo 0 . . . méri .
Mairitetdan kuvan ikkuna-asetus seuraavasti: Asetetaan ensin Cl-vahkon komennolla

4: Ikkuna >> 1: Ikkunan asetukset... x-akselin vilille =2 ... 2. Sitten annetaan @]-Va-

likon komento 4: Ikkuna >> B: Zoomaa — Nelio, jolloin akseleilla on sama yksikon pi-
tuus.

Kutistetaan liukusdidin ja tutkitaan hiirelld klikkailemalla parametrin & vaikutusta.

Havaitaan, ettd parametrin arvolla k& kdyrd koostuu k — 1:std siledsti kaartuvasta osasta,
jotka yhdistyvit toisiinsa terdvissa karjissa. Arvolla k=2 kayrd on nimeltdan nefroidi.

Kuvassa on piirretty kdyrd arvolla £=10

0.1 .
2 0.1 2
xl(f)=co
yl(f)—su

1.33

3. Tutkitaan pintaa
z=cos(tx)sin(ty) , x€[-n,n], y€[-m,x] ,
kun parametri ¢ saa arvoja vélilta 1 ... 2.

Valitaan piirtomuoto @]-Valikon komennolla 2: Nayta >> 3: 3D-kuvaus ja syotetdin
funktio piirron syottorivilla

2l (xy) = | cos(r-x)- sin(r-y)| 'R
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@]-Valikon 4: Etiisyys/Ikkuna komennolla
* 1: 3D Ikkunan asetukset... asetetaan akselivilit seuraaviksi:
X —T...Ty: —T...Tg z: -1 ... 1.
* 2: Kuvasuhde... asetetaan akseleiden suurennussuhteet seuraavasti:
x: Ly 1z 1.
Tuodaan kuvaan liukuséddin, asetetaan liukuséatimen muuttujaksi ¢ ja #:n liikkkumisvélik-
si0...2.

Nyt voidaan tutkia parametrin ¢ vaikutusta pinnan kuvaan liikuttamalla liukua tai animoi-
malla. Jos liukusddtimen kutistaa, niin voi hiirelld klikkailemalla tutkia parametrin ¢ vai-
kutusta.

TEHTAVIA .

1. Tutki kdyrdd

{x:cosu+0,1 cost

y=sinu+0,lsint °’ t€[0, 2n]

kun parametri u€[0, 2] . Miti tapahtuu?

2. Animoi pintaa

= Sin(\/ x2+y2—t)

l+x2+y2

, X,y€[-3m, 3x]

kun parametri ¢€[0, 2] . Miti tilannetta animaatio kuvaa?
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7. VEKTORILASKENTA

7.1 Peruslaskutoimitukset

Avaruusvektori a,i+a,j+a,;k esitetdidan laskimessa muodossa [al, a,, a3] , tasovektori
a,i+a,j vastaavasti muodossa [al, az]

Vektoreiden yhteen- ja vihennyslasku tapahtuu normaaliin tapaan kéyttden operaattoreita +, —,

nappadimet * L=, Skalaarilla kerrottaessa voidaan kertomerkki * jattda pois.

Vektoreilla laskettaessa on kaikissa vektoreissa oltava sama méiérd koordinaatteja. Puuttuvan
koordinaatin paikalle on laitettava 0. Jos vektorin dimensiota eli koordinaattien lukumééridd on
muutettava, on vektori syotettdva uudelleen'. Sydtetyn vektorin koordinaatteja on sen sijaan help-
po muuttaa: otetaan vektori syottoriville ja muutetaan sielld koordinaatteja.

ESIMERKKEJA
1. Madritetdsn vektori v=2(—2i+4 j—k)—3(3i+5)

g #/ | Luonnossivur= x|

2[-2 4 -1]-3-[3 5 0]
[-13 -7 -2]

2[-2,4-1]-3[3,5.0]

Alemmalla rivilld ndkyy vektorilausekkeen syottd. Ylemmalla rivilld on laskun tulos.

Tulos on siis
v=—13i-7j-2k

Vektorit ovat laskimessa 1-rivisid matriiseja. Siksi vektoreiden alkioihin viittaus tapahtuu kah-
della hakasuluissa olevalla indeksilld, joista ensimmdinen on 1. Vektorin v k:s alkio on siis
v[1k]

ESIMERKKEJA
2. Madritetdan vektorin v=1,7i—3,9 j+4,7k alkiot.

1 Voi my6s kiyttdd matriisilaskennan augment-komentoa 7: Matriisi ja vektori >> 1: Luo >> 8: Lisii
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#ektorit <

v=[17 -39 47] [17 29 47] 0
V11] 1.7
Y1.2] -3.9
v13] 4.7
Y 1.4] "Virhe: Mittavirhe"

Viimeisessd kohdassa tulee indeksointivirhe, silld vektorilla ei ole neljittd koordinaattia.

¢

Vektorilaskentaan liittyvid komentoja 16ytyy El -valikosta 7: Matriisi ja vektorit, erityisesti

C: Vektori.

Komennolla

i 1 Toiminnaot bm

L2 20 Luku -
x= 3: Algelf3: Determinantti

fe 4 Diffed Rivi-echelon—muoto

[ 5: Tode|2>: Sievennetty rivi-echelon-muoto
SESNNEE & Samanaikainen

[58]7: Matr 7+ Normit

$¢8: Taloys: Mitat

[E1]9: Funk|9: Rivioperaatiot

A Elementtioperaatiot
B: Lisgtoiminnot

C:Wektori

L2 Luku -
\= 3: Algelf3: Determinantti

fea 4; Diffeld Rivi-echelon-muoto

|68 5 Tadel™ Sievennetty rivi—echelon-muoto
1: Yksikkdvelktori

2: Ristitulo

3: Pistetulo

4. Muunna polaariseksi

2 Muunna suorakulmaiseksi
& Muunna lieridnmuoctoiseksi

7 Muunna pallonmuotoiseksi

i« 1: Toiminnat Y| £ 6A

b . . . .

e 7: Matriisi ja vektorit >> 7: Normit >> 1: Normaali méiiritetdin vektorin normi. Ko-
mento nékyy syottorivilli komentona norm.

* 7: Matriisi ja vektorit >> C: Vektori >> 1: Yksikkdvektori mairitetdin vektorin suun-

tainen yksikkovektori. Komento nikyy syottorivillda komentona unitV.
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ESIMERKKEJA
3. Madritetddn vektorin 2,3i—1,7 j+5,4 k normi ja tarkistetaan tulos normin laskukaaval-

la
lal|=Va;+a3+a;

1 g W eltorit —

nom([2.32 -17 5.4]) 6.11065

J(2_3)2+(-1_7)2+(5_4)2 £.11065

——

4. Madritetddan vektorin a=3i—3 j+7k suuntainen yksikkovektori q° ja tarkistetaan tu-
los yksikkdvektorin laskukaavasta

W elktorit —

wnitvi[3 -3 7))

(2 Je7 367 767 |

| 67 67 67 |

a=[z -3 7] [z -3 7]

a (2 Je7 367 767 |
norm(a] | 67 67 67

Tarkistusta varten vektori on sijoitettu muuttujaan a.
Yksikkovektori on siis'
o 3 . 3 7

=—i— j + k
o1 Vo1’ Vo7

TEHTAVIA .

1. Maéritd vektori v=3a—2b+c ,kun
a=i+j+k , b=i—3j+2k , c=-2i+j—5k

2. Maéiritd vektoreiden i+6 j+3k ja —4i+j+7k resultantin normi

I Tissd on supistettu luvulla \/ 6_7 .
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3. Maédritd vektorin v=2i— j+3 k kanssa yhdensuuntaiset yksikkovektorit.

4. Vektorin v normi on 12 ja vektori on samansuuntainen vektorin i—3 j+4k Kkanssa.
Maéritd vektori v

7.2 Vektoreiden valiset tulot

Vektorien valinen

* skalaaritulo madritetddn komennolla 7: Matriisi ja vektorit >> C: Vektori >> 3: Piste-
tulo. Komento nikyy syottorivilla komentona dotP.

* vektoritulo médritetddn komennolla 7: Matriisi ja vektorit >> C: Vektori >> 2: Ristitu-
lo. Komento nikyy syottorivilld komentona crossP.

Molemmissa komennoissa argumentteina ovat vektorit pilkulla erotettuna.

ESIMERKKEJA

1. Madritetddan  vektoreiden a=2i+3j—k ja b=-—3i+5 j+2k vilinen skalaaritulo
a-b javektoritulo axb

W eltarit —

crossP([2 3 -1][-2 5 2]} [11 -1 19]

dotpl[2 2 -1][-2 5 2]) TH

Siis
a-b=7
ja
axb=11i—j+19k

2. Madritetdan vektoreiden 1,2i—3,1+4,2k ja 2,4i—0,7 j+1,8k vilinen kulma astei-
na.

Skalaaritulon mééaritelmin mukaan
a-b=|al|||b||cos +(a,b)

Titen vektorien viliselle kulmalle <(a,b) pitee

ab
X b)=
cos (. B) =1 o

joten

<I(a,b):arccos(

ab )
[alll[5]]
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W elktorit —

a=[12 -21 42] [12 31 42]

b=[24 07 18] [24 07 18]

( dotPla,b) } 40.1626
cos |~ .
norm(a]- norm(f:l)

Siis vektoreiden vélinen kulma on 40,16° .

¢
Laskimella voi laskea hyvin tehokkaasti, kuten seuraavasta esimerkista ilmenee.
ESIMERKKEJA
3. Madritetddn, milld muuttujan ¢ arvoilla vektorin 2¢i—¢ j+k pituus on 9.
On ratkaistava yhtilo
2ti—t j+k||=9
Yhtilo voidaan ratkaista yhdelld komennolla
B eltorit —
&
solve(norm([? Pt 1]J=9,:J f=-dor =4 |‘|
Vastaus on siis t==4
¢

TEHTAVIA .

1. Maaritd vektoreiden 5,2i+4,6j ja 3,4i—1,9 j+2,1k vilinen kulma.
2. Vektorin a kohtisuora projektio vektorille b on vektori

_a'b

a,= b

[ -
Maéritd vektorin a=2i+ j—3k kohtisuora projektio vektorille b=i— j+3k

3. Madritd vektoreiden i—2 j+k ja —i+2k vilinen vektoritulo.

4. Mairitd ne yksikkovektorit, jotka ovat kohtisuorassa vektoreita wu=—i+5j—2k ja

v=i+2 j—2k wvastaan.

5. Suunnikkaan sivuina ovat vektorit 1,1i—2,2j—33k ja —3,2i—4,1,j+2,0k . Mairi-
td suunnikkaan pinta-ala.

6. Tetraedrin kirjet ovat pisteissd (3,3,0) , (4,—2,1) , (5,2,7,;2,7) ja (0,1,5) .Mai-
ritd tetraedrin tilavuus.
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7.3 Koordinaatistomuunnokset

Téassd luvussa esitetddn vektoreiden koordinaatistomuunnoksia. Koska piste voidaan samaistaa

paikkavektorinsa kanssa, ovat samat muunnokset myds avaruuden pisteiden koordinaattimuun-

noksia. Talloin esim. kolmiulotteisen avaruuden piste (x,y,z) samaistetaan paikkavektorinsa
[x,y,z] kanssa.

7.3.1 Tasovektorin napakoordinaattiesitys
Tasovektorin napakoordinaattiesitys on 10, missa
* ron vektorin pituus

* 0O on vektorin vaihekulma

Laskimessa vektorin napakoordinaattiesityksen muoto on

[r, 0]

—_— ofi®
Esityksessd oleva kulmamerkki 16ytyy nappaimilla L ) [=) aukeavasta ikkunasta.

ME
L]
m
8
[ax]
|
w

[Cl— 3

———
1l
M
A
1%

Tasovektorin napakoordinaattiesitys muodostetaan komennolla 7: Matriisi ja vektorit >> C:
Vektori >> 4: Muunna polaariseksi, joka laitetaan tasovektorin perddn. Komento nikyy syot-
torivilld muodossa P> Polar.

Muunnos toiseen suuntaan' tapahtuu kirjoittamalla vektori napakoordinaattimuodossa ja paina-

| tai nappaimia < ],

malla ndppéinta |

ESIMERKKEJA
1. Madritetddn seuraavien vektoreiden napakoordinaattiesitykset.

1 Jos laskimen vektorimuoto on Suorakulma.
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2i+3
5,23i—10,41

8 | i+ |Lunnnnssivuv ix
[2 3]»Polar (160555 /56.3009] &

[5.23 -10.41]pPolar
[11.6490 ~-63.325]

Siis ensimmadisen vektorin pituus on 3,60555 ja vaihekulma 56,3099°.

2. Maédritetddn seuraavien napakoordinaateissa annettujen vektoreiden esitykset suorakul-
maisissa koordinaateissa.

12,6701-77,3°

3060°

‘ g #/ | Luonnossivur= 0x ]

[1267 £-77.3] [2.78545 -12.36]

[2 2s0] [ 303 YEY }

22
[2260]
. . NN 3..3V3. L
Siis jalkimmaéisen vektorin koordinaattiesitys on 51 +T J . Alinna on jilkimmaiisen

vektorin syottd napakoordinaateissa.

3. Madritetddn kuvassa esitettyjen voimien resultantin itseisarvo ja suunta.
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F,

Voimien resultantti on voimien summa
R=F +F,+F,+F,
Kiinnitetddn koordinaatisto asettamalla positiivinen x-akseli voiman 410 N suuntaiseksi.

Esitetddn voimat napakoordinaattimuodossa ja lasketaan niiden summa. Muunnetaan tu-
los napakoordinaattimuotoon.

Laskimen sy0tto on seuraavanlainen
[410, LJO]+[320, LJ61]+[270, LJ61+78]+[370, LJ-111] » Polar

Luonnossivir< | 1]

([410 co]+[220 e1]+[270 L61+7
[254.536 £ 26.0021] H

Tulos on siis 254,5360126,0021°, joten voimien resultantin itseisarvo on 250 N ja suunta
26° voimasta 410 N vastapdivéin.

¢
TEHTAVIA '

1. Maéiritd seuraavien vektoreiden napakoordinaattiesitykset.
a) 2,7i+7,5j b) —3,6i—8,9j c) 48i—-17j

2. Maéiritd seuraavien napakoordinaattimuodossa annettujen vektoreiden esitykset suorakul-
maisissa koordinaateissa.

a) 4.6701117° b) 10,5200-123° c) 12,7300154°

3. Madritd kuvan voimien resultantin itseisarvo ja suunta.
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290N

7.3.2 Avaruusvektorin koordinaattiesityksia

Avaruusvektorin xi+y j+z k sylinterikoordinaattiesitys on (r, 10, z), missé r ja O ovat taso-
vektorin xi+y j napakoordinaatit ja z on vektorin z-koordinaatti.

Laskimessa vektorin sylinterikoordinaattiesitys on muotoa
[r, 118, z]
Avaruusvektorin sylinterikoordinaattiesitys muodostetaan komennolla 7: Matriisi ja vektorit >>

C: Vektori >> 4: Muunna lierionmuotoiseksi, joka laitetaan avaruusvektorin perddn. Komento
ndkyy syottorivilld muodossa P> Cylind.

Avaruusvektorin pallokoordinaattiesitys on r100¢, missa
* ron vektorin pituus
* B on vektorin xy-tasolle muodostetun kohtisuoran projektion vaihekulma

* ¢ on vektorin ja positiivisen z-akselin vdlinen kulma.
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Z

x(,0,0)

I
1
I
1
I
1
I
1
I
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
~

X

Laskimessa vektorin pallokoordinaattiesitys on muotoa
[, 116, U¢]

Avaruusvektorin pallokoordinaattiesitys muodostetaan komennolla 7: Matriisi ja vektorit >>
C: Vektori >> 4: Muunna pallonmuotoiseksi, joka laitetaan avaruusvektorin perddn. Komento
nikyy syottorivilld muodossa P Sphere.

Muunnokset toiseen suuntaan' tapahtuvat kirjoittamalla vektori sylinteri- tai pallokoordinaatti-

muodossa ja painamalla nippdintd L™ | tai ndppdimia | <) "
_ e
Esityksissi olevat kulmamerkki 16ytyy nappdimilld | < (=) aukeavasta ikkunasta,
Seuraavissa esimerkeissi laskimen kulma-asetus on Aste.
ESIMERKKEJA
1. Madritetddn vektorin
2i-3j+dk
sylinteri- ja pallokoordinaattiesitykset.
& #/ | Luonnossivur= 0x [
[2 3 4]rCylind -
[2.60555 £-56.2099 4 |
[2 -3 4]pSphere
[5.28516 £ -56.3099 / 42.0311]

2. Madritetddn pallokoordinaateissa annetun vektorin

1 Jos laskimen vektorimuoto on Suorakulma.
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10,700112,6° [152,8°
esitys suorakulmaisissa koordinaateissa.

g #/ | Luonnossivur= x|

[107 21126 £528]
[-3.2753 7.8684 6.46921]

[10.7,2.112.6,2.52 8]

Siis vektori on —3,2753i+7,8684 j+6,46921 k . Y1ld on ndkyvissd my0s syottd laski-
meen.
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8. MATRIISILASKENTA

8.1 Matriisien syottdminen

Matriisi voidaan syottdd avaamalla lausekemallit ndppaimelld ja valitsemalla sopiva matrii-
simalli.

o 40
ol | o |58

Lo [ddn | [od |l

Valmiita kiinteitd matriisimalleja ovat

B |ea|

Yleinen matriisimalli on

jolloin aukeaa ikkuna, johon laitetaan matriisin rivien ja sarakkeiden lukuméaérit.

Luo matriisi

Matriisi
Rivien lukumaarad | 3

Sarakkeiden lukumaarad |5

Matriisimallissa paikasta toiseen voi hyppid ndppdimella |E] .

) 8]
Matriiseja voi syottdd myos kirjoittamalla matriisin alkiot hakasulkujen, |E [I], sisdén pilkulla
erotettuna ja kayttdmalld rivinvaihtomerkkind puolipistettd. Puolipiste 16ytyy ikkunasta, joka au-
keaa néppdimelld [e=],

Vaakavektoreita voi helposti syottad téllad tavalla.

ESIMERKKEJA

o eqgqee o v 11 e o . . . . e . i
1. Kuvassa alarivilld on ylérivilld olevan matriisin syottd. Kun painaa ndppdinti [El,
muuttuu matriisi ylérivin mukaiseksi.
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g fi# | Luonnossivu= X
3 4 -6 3 4 -6
50 11 50 11
[3,4-6;-50,11]

Matriisin alkioihin viitataan kahdella hakasuluissa olevalla indeksilla, joista ensimméainen on il-
moittaa rivin ja jalkimméinen sarakkeen, jolta alkio 16ytyy. Matriisin A rivilld i ja sarakkeella j
oleva alkio on siis A[i, j] .Matriisin alkio voidaan muuttaa sijoituskéskyll.

ESIMERKKEJA
2. Matriisin alkioihin viittauksia.

e ‘ A ‘Luunnussiwv

Matriisin alkio on muutettu sijoituskéskylla.

=

Erityyppisten matriisien luontiin kéytettivii komentoja 16ytyy ™ -valikosta 7: Matriisi ja vek-
tori >>1: Luo
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@ o b

W 4

2: Uusi matriisi oi

3 ldenttinen yhtald  |antti

4. Diagonaalinen elon-muoto

5: Satunnaismatriisi  ptty rivi—echelon—-muocto

g Tayta kainen

7: Alimatriisi 4

8: Lisaa 4

9: Lisaa sarake atiot 4

ArLuo matriisi operaatiot »
-

Naiistd komento

3: Identtinen yhtilo' luo yksikkomatriisin. Komennossa annetaan matriisin rivien luku-
médrd. Komento nikyy syottorivilld muodossa identity.

4: Diagonaalinen luo livistdjamatriisin. Komennossa annetaan matriisin ldvistijdalkiot
listana eli aaltosulkujen sisdlld pilkulla erotettuna. Komento nédkyy syottorivillda muodossa
diag.

5: Satunnaismatriisi luo matriisin, jonka alkiot ovat satunnaisia kokonaislukuja vililtd -9
... 9. Komennossa annetaan matriisin rivien ja sarakkeiden lukumaaré pilkulla erotettuna.
Komento nédkyy syottorivilldi muodossa randMat. Titd komentoa kéyttden on helppo ko-
keilua varten luoda matriiseja.

7: Alimatriisi luo matriisin alimatriisin. Komento ndkyy syo6ttorivilld muodossa subMat.
Komennon muoto on

subMat(matriisi, alkurivi, alkusarake, loppurivi, loppusarake)

Komento muodostaa matriisin matriisi alimatriisin, jossa rivit ovat vililld alkurivi ... lo-
purivi ja sarakkeet vililld alkusarake ... loppusarake. Oletusarvot ndille ovat

alkurivi: 1

alkusarake: 1

loppurivi: viimeinen rivi
loppusarake: viimeinen sarake

8: Lisia yhdistid kaksi matriisia perdkkdin. Matriisien rivien lukumééréan on oltava sama.
Komennossa annetaan matriisit pilkulla erotettuna. Komento niakyy sy6ttorivilld muodos-
sa augment.

9: Lisda sarake yhdistdé kaksi matriisia alakkain. Matriisien sarakkeiden lukuméérén on
oltava sama. Komennossa annetaan matriisit pilkulla erotettuna. Komento nékyy syottori-
villd muodossa colAugment.

ESIMERKKEJA

1. Seuraavassa on kokeiltu eri matriisien luontikomentoja.

I Komennon nimi on harhaanjohtava.
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Luodaan yksikkomatriisi ja ldvistdjamatriisi.

& # | Luonnossivu= X
LY L1 [
identity(3) 100
010
00 1]
diag({-3,4.5}) 30 0]
0 d 0
0 0 5 i
Luodaan satunnaismatriiseja.
g #/ | Luonnossivur= X
a-=randMat{2,3) 31 4|2
9 -1 -7

b: =1'anc1Mat(2, 2)

| —
—

3

[ )

c =1‘andMat( 1, 3)

th

[2

-3

1

|
|

Nditd matriiseja kéyttden yhdistetdén matriiseja perdkkiin ja alakkain.

g | o+ |Luunnussiwv X
Fa
augment(a,f:) [3 1 4 1 6}
9 -1 -7 3 8
colAugment(a,c) 31 4
9 -1 -7
2 -5 -3

Komento
* subMat(A, 1, k, , k) muodostaa matriisin A k:nnen sarakevektorin

* subMat(A, k, 1, k) muodostaa matriisin A k:nnen rivivektorin

ESIMERKKEJA

2. Muodostetaan satunnaismatriisi ja sen alimatriisi, joka kostuu riveistd 1 ... 2 ja sarakkeista
2...3.
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3. Muodostetaan edellisen satunnaismatriisin 2. sarakevektori ja 3. rivivektori.

)

rdﬂ[ Luonnossivu—

a. =1‘andMat(3, 3)

!
7 5 -7
2 6 9

oo
e
s

subMat{z, 1,2,2)

'
—
' '
o

7]

|

)

rdﬂ[ Luonnossivu—

=

subMat{a, 1,2,,2)

[&

H= Oho L

subMat(a,3,1,3)

[-8 -4 3]

8.2 Matriisien peruslaskutoimitukset

Matriisien yhteen-, vihennys- ja kertolasku tapahtuu normaaliin tapaan néppédimilla t|;| ja

E| Kertolaskussa kertomerkin voi jattda poiskin. Potenssiin korottaminen tapahtuu ndppaimilla

[~

ESIMERKKEJA

2 e PP . e e .
3. Matriisin kddnteismatriisi on potenssi -1.

1. Lasketaan matriisilausekkeet

-3 5 +31 -2

7 o] 7|3 -4

-1 6 3 9

4 0 ) g

3 =2
g fi# | Luonnossivu= X .
{-3 5'+3{1 -2 {0 -1} i
7 0] [2 -4 16 -12
16 9 -57
{ o][g ’] {m 36.]

-2 5 43
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2. Ratkaistaan yhtéloryhma

x+2y—2z=2
3x+y+4z=—4
—2x+2y—-3z=5

kddnteismatriisimenetelmalla.
Muodostetaan yhtdloryhmén matriisimuoto
12 =2][x] [ 2

3 1 4 y|=|—4

_—2 2 3|z 5
Yhtéloryhmén ratkaisu on

-1

X 1 2 =2 2
yI=|3 1 4 —4
 z -2 2 =3 5
Lasketaan tdma.
e ‘ < ‘Lunnnnssivu‘v 0=
1 2 2112 EIN
31 4 -4 5
202 -3 5 4
5
2
5
——H

Ratkaisu on

Tarkistetaan timéa vield normaalilla yhtdloryhmén ratkaisukomennolla.

140
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8

f‘p[ Luonnossivu—

Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS

ESIMERKKEJA

x+2-y-2-z=2
solve| 13 x+p+d-z=-4

xyz}
2 x+3 y-3-z=5%

-4

x=— and}=— and z=
5

Matriisin alkiot voivat olla reaali- tai kompleksilukuja tai kirjaimia

3. Lasketaan matriisi

2 3+5i][322,]
—J1
M g fi# | Luonnossivu= Ilj
[2 3+5-z‘]-[ 21 ] [34+4 4] “‘
3-5-1 H

Edelld i on imaginaariyksikkd, joka 16ytyy painamalla ndppéinti ™

Matriiseja voi tietenkin tallentaa muuttujiin

ESIMERKKEJA

4. Lasketaan matriisin

o

kaanteismatriisi

g ‘ ‘Luunnussiwv 0x
_ B i~
-2 10|t 75
2 7 4 17
11
17 17

Tarkistetaan asia laskemalla matriisin ja sen kddnteismatriisin tulo

=
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e A | Luonnossivir= I |
a:={'2 10} [-2 10] A
27 2 7
aal {1 0]

01

Tulo on siis yksikkomatriisi.

Matriisilaskentaan liittyvid komentoja 10ytyy @]-Valikosta 7: Matriisi ja vektori.

i 1: Toiminnat

Y i} |

%».5 2 Luku 1: Luo
\= 3: Algell<: Transponoi
fea 4: Diffe (SRR RER]

$€ 2 Ta[OL?: MNormit
8: Mitat
| 9: Rivioperaatiot

5 Tode 4: Rivi-echelon—-muoto
T 6 Tilasl> Sievennetty rivi-echelon-muoto
(2] 7: MatrilS: Samanaikainen

I:A: Elementtioperaatiot
-

b . .

Taélta 1oytyy

* determinantin laskeminen 3: Determimantti, joka nikyy komentona det.

 transponointi 2: Transponoi. Tdmai tulee matriisin perdén ja nékyy yldindeksind T.

ESIMERKKEJA

5. Lasketaan transpoosi
3 T

1 3
-5 2
130
ja determinantti

a b
c d

142
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g #/ | Luonnossivur= b
1 3] 1 -5 3]
T
-5 2 220
3 0
ClearAZ Vaimis
det([a EJD ad-bc
c d
[ |

Edelld on ennen determinantin laskemista varmuuden vuoksi tyhjennetty muuttujat a ... z

@]-Valikon komennolla 1: Toiminnot >> Tyhjenni a-z...

TEHTAVIA .

1. Laske seuraavat matriisilausekkeet:

S

2 =3 5|1 (2 2
b) 3 3 0+0—2l027l

5 4 1] (|1 1

2. Ratkaise yhtidloryhma

x+4y+2z=10
4x—-3y=6
2x+2y+2z=14

kadnteismatriisimenetelmalla. Tarkista tulos ratkaisemalla yhtdlo normaalilla tavalla.

3. Milla x:n arvoilla matriisi

2 1 =x
x 5 3
2 1 -6

on singulaarinen?

8.3 Ominaisarvot ja ominaisvektorit

Ominaisarvot ja ominaisvektorit miéritelldén seuraavasti:

Luku A on neliématriisin 4 ominaisarvo, jos olemassa nollasta eroava vektori v siten, ettd
Av=Av .

Vektoria v sanotaan ominaisarvoon \ liittyviksi ominaisvektoriksi.
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Ominaisarvot ja ominaisvektorit ovat kompleksilukuja, joten ne voivat olla myds imaginaarisia.

Matriisin ominaisarvoja ja ominaisvektoreita médritettdessd laskimen kompleksilukuasetuksen
tulee olla Suorakulma tai Polaarinen. Seuraavissa esimerkeissd se on Suorakulma.

—

"™ -valikon 7: Matriisi ja vektori >> B: Lisitoiminnot komento

* 4: Ominaisarvot mairittdd nelidmatriisin ominaisarvot ja esittdd ne listana. Komento na-
kyy syottorivilld komentona eigVl.

* 5: Ominaisvektorit madrittdd neliomatriisin ominaisvektorit ja esittdd ne matriisin sarak-
keina, jossa i:s sarake on ominaisarvolistan i:nteen alkioon liittyvd ominaisvektori. Las-
kin normeeraa ominaisvektorit yksikkdvektoreiksi. Komento nikyy syottorivilld komen-

tona eigVec.
ESIMERKKEJA
1. Muodostetaan matriisin
6 -2 -7
1 3 3
—4 4 0

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Sijoitetaan tulokset muuttujiin seuraavaa esimerkkié varten.

e fi# | Luonnossivu=

i
-2 -7 6 -2 7| =
303 1 3 3
4 0 -4 4 0

P

L =eigVl(a) {-4.30074,9 300744 }

Ominaisarvot ovat siten —4,30074 ; 9,30074 ; 4

e A | Luonnossivir= 0

x:=eich(a)
046445 -0 908954  0.707107
-0.390281 0.052649 0.707107
0794963 041356 -8 75239e-16

— | =

Ominaisvektorit ovat seuraavat:

0,46445
Ominaisarvoon —4,30074 liittyvd ominaisvektori: |—0,390281

0,794963
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—0,908954
Ominaisarvoon 9,30074 liittyvd ominaisvektori: 0,052649
0,41356
0,707107
Ominaisarvoon 4 liittyvd ominaisvektori: [0,707107

0

Edellisessd esimerkissd laskimen antaman viimeisen ominaisvektorin kolmas koordinaatti

—8,75238-10'® tulkittiin luvuksi 0. Numeerisen laskennan tulos on melkein aina tarkan arvon
likiarvo. Luku nollakin esitetddn siten likiarvona. Tilanteesta riippuen téllainen itseisarvoltaan
pieni arvo on osattava tulkita nollaksi'.

ESIMERKKEJA

2. Jatketaan edellistd esimerkkid: Tarkistetaan médritelmdén perustuen, ettd ensimméinen sa-
rakevektori on ensimméiseen ominaisarvoon liittyva.

Muodostetaan ensimmainen sarakevektori

g fi# | Luonnossivu= ix
Vs =subMat{x,1,1,,1) 0.46445 | 0
-0.290281
0.794963
Lasketaan yhtilon
Av=M\v
vasen ja oikea puoli tidssi tapauksessa’.
g #/ | Luonnossivur= 0x
a vs [-1.00748] &
1.6785
|-3.41893 ]
AL1] v [-1.09748]
1.6785
|-3.41893 ]

Ne ovat samat, kuten pitéékin olla.
¢

I Tihén tietenkin liittyy pieni riski: miti jos luku todella on itseisarvoltaan pieni nollasta eroava luku. Talloin luku 0
on kuitenkin luvun hyva likiarvo.
2 Listan alkioihin viitataan yhdelld indeksilla. Listoja kasitelldzn omassa luvussaan.
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Neliomatriisin 4 karakteristinen polynomi on determinantti
P(x)=det(Ad—xI) ,

missd / on yksikkOmatriisi.

=

Karakteristinen polynomi muodostetaan ™ -valikon komennolla 7: Matriisi ja vektori >> B:
Lisitoiminnot >> 6: Karakteristinen polynomi. Komento nékyy syottorivilld komentona char-
Poly. Komennon muoto on

charPoly(A, x),
missa
e A on matriisi

* X on muuttuja.

ESIMERKKEJA

3. Muodostetaan satunnaismatriisin karakteristinen polynomi ja tarkistetaan mééritelmaan
perustuen, ettd se on oikein.

8 fi# | Luonnossivu= 1]

X
Al
@ =randMat{3, 3 8 5 0
-1 4 -5
7 6 -1
charPoly(a,x) -x3—5- x2+3- x—28
det(a—x- identity(?;n
-(x3+5-x2—3-x+28) i
=]

Matriisin ominaisarvot ovat karakteristisen polynomin nollakohdat.

ESIMERKKEJA

4. Muodostetaan satunnaismatriisi ja maéritetidn sen ominaisarvot karakteristisen polyno-
min nollakohtina ja komennolla eigV1.
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)

i

Luonnossivu—

a. =1‘andMat(3, 3)

-3
-2
8

W gD

L W e

A
)

cZems(charPoly(a,x),x:l
{-?.28763+0.922057- i,-7.28762-0.922(

eigWl (a)

{-7.28763+0.922057' z',-'.7’.28763—0.922[''g|

Molemmat antavat saman tuloksen ominaisarvoiksi. Ominaisarvot ovat
—7,28763+0,92205; ja 1,57525

Cayleyn-Hamiltonin lauseen mukaan jokainen nelidmatriisi toteuttaa oman karakteristisen yhté-
16nsd ts. karakteristisen polynomin arvo on nollamatriisi, kun muuttujan paikalle sijoitetaan mat-

riisi.

ESIMERKKEJA

5. Muodostetaan satunnaismatriisi ja tarkistetaan Cayley-Hamiltonin lause.

)

i

Luonnossivu<

A

a =1‘andMat(3, 3J

{

(=R

R

-
6
_5_

charPoly(a,x)

3

XTI xT+69 x-711

2

3

w243 x2+69 x-711pe=a

|

00 0
000
00 0

<] [

Toteutuu.

TEHTAVIA .

1. Maaritd matriisin

1 2 2
-2 3 4
2 6 5

ominaisarvot ja ominaisvektorit.

2. Jatka esimerkkid 2: tarkista, ettd muut sarakevektorit ovat ominaisvektoreita.
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9. DIFFERENTIAALI- JA INTEGRAALILASKENTA

9.1 Raja-arvot

Raja-arvo lasketaan @l_valikon komennolla 4: Differentiaali- ja integraalilaskenta >> 4:

Raja-arvo tai valitsemalla raja-arvon laskentamalli ndppaimelld aukeavasta ikkunasta. Raja-
arvon laskentamalli on

lim _(C)

[ rid
T i
L=

Raja-arvoa E_{I; f(x) laskettaessa jatetddn laskentamallin lim-sanan oikeassa alakulmassa ole-

va kohta tayttamattd. Toispuoleisia raja-arvoja xl_l)rarl f(x) ja Xl_}?} f(x) laskettaessa laitetaan

lim-sanan oikeassa alakulmassa olevaan kohtaan merkki + tai —.

) i
Raja-arvojen laskennassa usein esiintyvéa oo 16ytyy ndppéimilla |E [=)] aukeavasta ikkunasta.

ESIMERKKEJA

1. Lasketaan raja-arvoja.

g fi# | Luonnossivu= | 7]
Al
) (sin(x) ) 1
lim
x =0 X
R n-xa”_l
lim
X —=Xo X—Xo
8 A | Luonnossivu= | 1]
1 1
lim x| [1+— -1 —
X X 2
) sin(x2 —x) 1
lim | |
X — 1+ 1

TEHTAVIA .

Laske raja-arvot
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2
tan3 x b) lim 3x+11x—4

ws-4 x°—3x—28

2 b) i vx+ A—\/;
3x—3 M —A

. lim
I a) >0 tanSx

2. a) lim [(x—l)cos(

x=>1 A0
2 X
\/x —1-= . |x—9|
3. ) 2 b lim ————
a) lim ) x=>9— x—3\/;

xdw x+ 1

9.2 Derivointi

=

Derivaatta lasketaan ™ /-valikon komennolla 4: Differentiaali- ja integraalilaskenta >> 1:

Derivaatta. Nappdimelld aukeavasta ikkunasta voidaan valita ensimmadisen, toisen ja n:nnen
derivaatan laskentamallit.

. . . e .-‘:_": i [ T
Derivaatan laskennan pikanéppiimet ovat -~ 1=,

ESIMERKKEJA
1. Lasketaan derivaattoja.

8 A | Luonnossivu=

2 (snfo2) 2 v ceske?)

%]

o,
|&M & |
—_—
—_—
I
2]
T |=a
H-.i,-' o)
R
-
[ %]
[ — ) lx

(5 a+2]

(x+2)- e

Derivoitaessa laskimen kulma-asetuksen on oltava Radiaani.

ESIMERKKEJA
d .
2. Lasketaan derivaatta asmx

Ylemmaissd laskussa kulma-asetus on Radiaani, alemmassa Aste. Alempi tulos on véa-
rin!
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‘ g fi# | Luonnossivu= ix
i(sm(xn cos(x)
d n-cos(x)
—(sinlx])

dx 180

Osittaisderivaatat lasketaan samoin kuin tavalliset derivaatat. Korkeamman kertaluvun osittaisde-
rivaatat lasketaan laittamalla derivaattaoperaattoreita perdkkéin.

ESIMERKKEJA

2

0 22
3. Lasketaan 9x0y X +y

g fi# | Luonnossivu= ix
A

2f2(7)

2
(2)’

Laskimella voi laskea my0s vektoriarvoisen funktion derivaattoja.

ESIMERKKEJA
4. Lasketaan vektoriarvoisten funktioiden

f(t)=sinti+f j+Intk
g(t)=rcosti+rsint j

derivaatat

g #/ | Luonnossivur= 0x

infe) 2 1n(zJD {cos(ﬂ 2t %J n

r-+.|:)"

—

—
[5)

Siis derivaatat ovat
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f’(t)zcosti+2tj+%k

g'(t)=—rsinti+rcost j

¢

Funktion derivaatta tietyssd pisteessd voidaan maarittda @]-Valikon komennolla 4: Differen-

tiaali- ja integraalilaskenta >> 2: Derivaatta pisteessi... Talloin aukeaa ikkuna, jossa annetaan
muuttujan nimi ja arvo sekd derivaatan kertaluku.

Derivaatta piste

Muuttuja: |x| |
AIVD: | |

Derivaatta: | 1 derivaatta |

Derivoitavan funktion lauseke laitetaan sy6ttoriville avautuvaan laskentamalliin. Kyseessd on

|z

normaali arvon laskenta rajoitusoperaattorilla, joka 10ytyy ndppaimilla |E = avautuvasta ik-
kunasta.

ESIMERKKEJA

5. Lasketaan funktion derivaattoja tietyissd pisteissa.

4P kun x=25
dx

2

d . g
?(tsm(t)) ,kun 153

%(t2i+lntj+2k) ,kun =3

‘ g fi# | Luonnossivu= lx,
@~
di( |'x2+1 J|x=2.5 0.928477
X
2 26
d—(f 51n(f):l|f=— 1‘%
as
a2 _ ]
d:([: Inl¢) 2])|r 3 [6 . OL
P




Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS 152

6. Lasketaan

62 : =2 Y
Gxoy SnY) kun XELYEy

e # | Luonnossiviu= { ]

Al

i(i(x sin(y”J|x=2 and y=£ E H
dx\dy 4 2

TEHTAVIA '

1. Derivoi seuraavat funktiot

4
2x+ 1 -1
D 32 R e
¢) 5xsin(3x) d)  wsin’(mu)
2 . 3 .
e) it; f) sin %—3sm%
2. Laske seuraavat derivaatat
d d 32
a) %ln(t—3a) b) %ln((t—e Sh) )
9) 4 4 sin(wz+q)
dt
3. Laske seuraavat derivaatat
2 5 4
a —sin(x b ——arctan x
) dx’ ( ) ) dx*
d x o° 2 2
- = +3
c) 70 Inx d) axaycos(x %)
4. Laske seuraavat vektorifunktioiden derivaatat
a)  f(t)=r i+ j+sin2tk b)  f(t)=e¢'i—cos4r j+Intk

5. Laske

. d . . . . I
a) derivaatan Z(tsmt) arvo pisteessa 4 .
2

0
0x0y

b) osittaisderivaatan (xcos(x’—43%)) arvo pisteessi (2; —3,5).
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9.3 Implisiittinen derivointi
Jos pisteet X, ja », ovat sellaisia, ettd

S (x0,0)=0 ,
niin usein yhtilo

flx,»)=0
midrittelee implisiittisesti jossain pisteen X, ympiristossd derivoituvan funktion y=y(x) ,
jolle y(x0)=y, ja

f(x,y(x))=0 (1)
kaikilla x tdssd ymparistossa.

Funktion y(x) derivaatta voidaan madrittdi implisiittisesti derivoimalla yhtilosti (1). Talloin
derivaatan lauseke riippuu yleensi sekéd x:sté ettd funktion arvosta y.

=

Laskimessa implisiittinen derivointi suoritetaan ™ -valikon komennolla 4: Differentiaali- ja
integraalilaskenta >> E: Implisiittinen derivointi. Komento ndkyy syo6ttorivilli komentoja
impDif. Komennon muoto on

impDif(yhtilo, x, y, kertaluku)
missi
* yhtilo ilmoittaa yhtélon, joka voi olla muodossa f (x,y)=g(x,»)
* X on riippumattoman muuttujan
* y on implisiittisen derivoitavan funktion
* kertaluku on derivaatan kertaluku.

Jos parametrin kertaluku jittdé pois, on kyseessd ensimmadisen kertaluvun derivaatta.

ESIMERKKEJA
1. Yhtilo
X+ 2x y+ y3: 0
madrittelee implisiittisesti funktion y=y(x) . Lasketaan tima funktion derivaatta.

g fi# | Luonnossivu= ix
A

impDif(:rc2 +2-x }'+}'3 =0,x,;lf')
-2 (x+;|f'

)
2

2 x+3

Siis
,_ 2(x+y)
2x+3)°
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2. Yhtilo

X'+ y'=4x+2y+8 )
midrittelee pisteen x=4 ympiristossd funktion y=y(x) , jonka arvot ovat negatiivi-
sia. Madritd tdimén funktion derivaatta pisteessd x=4

Ratkaisu: Lasketaan yhtédlon (2) madrittelemén funktion implisiittinen derivaatta.

E ‘ A ‘Luunnussiwv b

impDif(x2+_y2=4-x+2-}-+8Jx’y) '(x—2J

5
o
p—

Siis derivaatta on
_2—x
y—1

Madritetddn pistettdi x=4 vastaava muuttujan y arvo sijoittamalla x=4 yhtidloon (2)
ja ratkaisemalla saadusta yhtdlosta y.

e A | Luonnossivir= | 9]

2,02 4 oo 2 o B
T+ T =4 x+2 p+3k=4 pT+16=2-p+24 H

solve(y2+16=2-y+24}y) y=-2 or p=4

Koska funktion arvo on negatiivinen, on y=-—2

Derivaatan arvo pisteessdé x=4 on siis

g #/ | Luonnossivur= b J
-[x-2]) 2 &
x=4and y=-2 —
-1 2 H

eli

TEHTAVIA

1. Esitd muuttujien x ja y avulla derivaatta y ' seuraavissa tapauksissa
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a) X'+ y’=r’ b)  Vx+y=k

d)  x+xy+)y’=5 €) x—y=sinxcosy
X

f) %Zarctan; g) xy:ln (x2+ yz)

2. Yhtild x*+2xy+2y’=3 médrittelee implisiittisesti pisteen x=1 ympéristossd kaksi
funktiota y=y(x) .Maidriti ndiden funktion derivaatat pisteessi x=1

9.4 Derivaatan sovelluksia

9.4.1 Tangentti- ja normaalisuora

=

Funktion f kuvaajan pisteeseen la, f(a)] asetettu tangenttisuora voidaan maarittad ™ -vali-
kon komennolla 4: Differentiaali- ja integraalilaskenta >> 9: Tangenttisuora. Komento na-
kyy syottorivilld muodossa tangentLine. Komennon muoto on

tangentLine(f(x), x, a)
tai
tangentLine(f(x), x=a)

=

Funktion f kuvaajan pisteeseen a. f(a)) asetettu normaalisuora voidaan mdrittia ™™ -vali-
kon komennolla 4: Differentiaali- ja integraalilaskenta >> A: Normaalisuora. Komento na-
kyy syottorivilld muodossa normalLine. Komennon muoto on

normalLine(f(x), x, a)
tai
normalLine(f(x), x=a)

ESIMERKKEJA

1. Médritetdén funktion f(x)=+vx kuvaajan pisteeseen (4, 2) asetetut tangentti- ja nor-
maalisuora. Piirretddn kuva tilanteesta.

Tangentti- ja normaalisuorat saadaan suoraan komennoilla

B e A | Luonnossivir= 0x ]
tangentLineu;,x=4:| £+1 =
4
normalLineu;,x, 4) 18-4 x

Piirtoa varten funktiot tallennetaan piirtofunktioiksi.
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. e A | Luonnossivir= 0=
f?(x):=J; Valmis 2
by Vaimis
f?(x):=—+1
4
Alx)=18-4 x Valmis

Piirtosivulla on kéytetty vakio-zoomausta, jolloin kulmat ovat ndkyvit oikean kokoisina.

8 #/ | Luonnossivur= 0x

A \
43 Bl)-18-4 x

€.43 \

Edelld olevissa komennoissa funktio tai piste voivat riippua muuttujista. Talloin kuvaajan piirta-
minen ei tietenkd4n onnistu.

ESIMERKKEJA
2. Madritetdan funktion f (x):x2 kuvaajalle pisteestd (2, 3) piirretyt tangenttisuorat.
Piste (2,3) eiole funktion kuvaajalla, silld 2°#3
Seuraavassa on laskimella
* madritetty funktion tangenttisuora kohdassa x=a
* laskettu tangenttisuoran arvo kohdassa x=2

* asetettu ehto, ettd tangenttisuora kulkee pisteen (2,3) . Tassd on kaytetty jatko-
laskun kannalta kétevdi zeros-komentoa. Saadaan kaksi arvoa a:lle.

* maiiritetty tangenttisuorien esitykset kdyttden rajoitusoperaattoria.
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e H Luonnossivir< { ]
o2 2 &
tangentLlne(x ,x=a) 2qax-a
2-a-x—a2|x=2 4 a—a2
ze1‘os(4- a—a2—3,a) { 1’3}
2 a x-a2a={13} {2-x-16 x-9}

Kysytyt tangenttisuorat ovat siis
y=2x—1 ja y=6x—9

Tarkistetaan asia vield piirtdmalla kuva.

Piirtoa varten tallennetaan funktiot piirtofunktioiksi. Huomaa kuinka listasta on valittu al-
kiot! On viela tarkistettu, ettd f2(x) ja ovat f3(x) oikein.

) # |Luonnossivu< { 9
f1lx) =2 Vialmis
2c)k={2 x-1,6- x-9}[1] Valmis
£30c):={ 2 x-1,6- x-9 }[ 2] Valmis
J‘?(x) 2-x-1
73lx) 6 x-9

Kuvassa tangenttisuorien leikkauspisteet on méadritetty komennolla 6: Analysoi kuvaaja

>> 4: Leikkauspiste.

o) # |Luonnossivu<

X

154y

fl(x)=:rc2

f3lx)={2 x-1,6 x-9 }[2]

f2(x)={2 x-1,6 x-9}[ 1]

(2,3]

¢
TEHTAVIA .
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1. Maéiritd seuraavien funktioiden annettuihin kuvaajan pisteisiin asetettujen tangenttien yh-
talot.
a) f(x)=x-7x ,piste (—1,6)
b) f(x)=sinx , piste (%\/2—3)

c) f(x):L , piste (—8, %)

2. Miirité paraabelille y=x" pisteesti (1,—2) npiirrettyjen tangenttien yhtilot.

9.4.2 Virhearviot

Tarkastellaan kahden' muuttujan funktiota. Tilanne on seuraavanlainen.

Suure z riippuu kahdesta suureesta x jay: z=f(x, y) . Suureen z arvoa laskettaessa on siis las-
kettava funktion f(x,y) arvo. Titd laskettaessa on kiytettivissi seuraavat tulokset:

* suure x: mittaustulos X, , jossa mittausvirhe A x . Titen tarkka arvo on X=x,+ A x
* suure y: mittaustulos Y, ,jossa mittausvirhe A y . Titen tarkka arvoon y=y,+Ay

Suureiden x ja y tarkkoja arvoja ei tiedetd, joten mittausvirheitd A x ja Ay ei mydskéén tie-
deti. Ndille on kuitenkin arviot ylospdin: tunnetaan mittaustarkkuus.

Suureen z=f(x,y) arvo lasketaan mittausarvoja X, ja », kéyttden:
zo=f ( X0, Y 0)
Suureen z virhetti

A Z:ftarkka arvo_flikiarvozf('x0+ A x’y0+ A y)_f(XO’ yO):A f
voidaan arvioida differentiaalia kdyttden

Afdf=Fof o v At 2 f () Ay

Ottamalla tésti itseisarvo ja arvioimalla ylospéin saadaan

0
ayf(xo’yo)

8 £ 1 o)l 2l 831

Tastd saadaan arvio suureen z virheelle eli funktion f(x,y) arvon virheelle, jos mittausvirhei-
den itseisarvoille |A x| ja |A y| on arviot ylospiin.

ESIMERKKEJA
2
1. Lausekkeen

T arvo madritettiin mittaustulosten x=2+0,1 ja y=3+0,05 pe-
Xy

rusteella. Esitd lausekkeen arvo virhearvioineen.

! Yhden muuttujan funktion tapaus on yksinkertaisempi, kolmen ja useamman muuttujan funktion tapaus menee sa-
malla lailla.
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2

Ratkaisu: Olkoon f(x,y)=
xy+l

Seuraavassa on merkitty lauseketta f:114 ja laskettu lausekkeen arvo mittauspisteessd kayt-
tden rajoitusoperaattoria.

8 A | Luonnossivir= X
1Al
):'2 x2
f=
o p+l x p+l
fle=2and p=2 0.571429

Lausekkeen arvo on siis 0,571429.

Funktion farvon virhe on

Af%de%A)H%Ay ,

joten funktion virheen itseisarvolle saadaan likiméérdinen arvio ylospdin

missa osittaisderivaatat lasketaan mittausarvoilla x=2 , y=3
Suoritetaan laskut laskimella.

g fi# | Luonnossivu= X
d 16 0
“(Flpe=2and y=3 —
dx 49
-8
A (=2 and y=3 —
dy 49
16 8 0.040816|
—.0.1+—0.05
49 49 i

Edelld negatiivisen luvun itseisarvo on saatu pyyhkimalld miinusmerkki pois.
Siis
|A £]<0,040816

Vastaus: Lausekkeen arvo on 0,57+0,04

2. Kolmiosta tunnetaan sivut ¢=39,10m=+0,05m ja »=63,4m=*0,1m sekd niiden vali-

nen kulma y=56,5°+0,5° . Médritd kolmion pinta-ala. Kuinka tarkasti pinta-ala tunne-
taan?
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Ratkaisu: Kéytetisn pituusyksikkoni m, jolloin pinta-alan yksikkdé on m?® . Jitetisn las-
kuissa yksikot merkitsemétt.

Kolmion pinta-ala lasketaan kaavalla
1 :
A=—ab
5 absiny

Merkitdén laskimessa pinta-alan lauseketta p:11d ja lasketaan pinta-alan arvo mittauspis-
teessi a=39,1 , b=63,4 ja y=56,5° kiyttden rajoitusoperaattoria.

8 A | Luonnossivu= ix
a b sin(}f) 2

1
p=—ra b sin(}f)
2 2

pla=39.1and b=63 4 and y=56.5°
1033.58

Y114 laskin on tulevan derivoinnin takia kulma-asetuksessa Radiaani. Kulma 56,5° on

talloin syotettdvd astemerkkid kéyttden. Astemerkki 16ytyy ndppédimelld aukeavasta
ikkunasta.

Pinta-ala on siis
A=1033,58 m*
Pinta-alan virhe on

04 04 . oA
Ad~dd=22 A e ZAN b CAN
6a T op " T oyt Y

joten pinta-alan virheen itseisarvolle saadaan likimdérdinen arvio ylospdin

04 04 04

A A|<|ZE||A al+ | 22| |A b+ |22 ]|A

1 A< 2 e [ e[S o )
Mittaustietojen perusteella’

A a|<0,05

|Ab|<0,1

Ay|<0,5°=0,5--2

A ¥]<0,5°=0,5-25

Lasketaan osittaisderivaatat mittauspisteessdé a=39,1 , b=63,4 ja y=56,5" :

I Kulma on oltava radiaaneissa. Tiam saadaan laskimessa aikaiseksi kayttamalla astemerkki.
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Haetaan historiatiedoista edellinen lasku syottoriville, maalataan p ja valitaan derivaatta-

operaattori nappdimella aukeavasta operaattori-ikkunasta. Talloin osittaisderivaatta
muuttujan a voidaan kétevésti laskea annetussa pisteessé. Osittaisderivaatat muuttujien b
ja Y suhteen voidaan laskea helposti muuttamalla aiempaa syottoa.

o)

id

Luonnossivu<

Ax
@

d
d—(p)|a=39_ 1and b=63 4 and y=56.5°
a

26.4342

d
E(_p:l|a=39. 1and b=63 4 and y=56.5°

16.3025|

)

i

Luonnossivu—

d
E(_p:l|a=39. 1and b=63 4 and y=56.5°

1%
il

16.2025

d
d—(p)|a=39_ 1and b=63 4 and y=56.5°
¥

684.109 0

Nyt voidaan epédyhtéloa (1) kdyttden laskea arvio virheen itseisarvolle.

)

id

Luonnossivu<

Ax

26.434180559529 0.05+16.3024678214 &

8.92194

1467821413 0.1+684. 10933518475 0.5°

8.92194

Y114 on nédkyvissa sy6ton alku ja loppu.

Siis pinta-alan virheelle saadaan likimd4rdinen arvio ylospdin

|A A4]<8,92194~9m’

Vastaus: Kolmion pinta-alaon 1034 m’+9m’

TEHTAVIA .

Kéytd seuraavien tehtivien virhearviossa differentiaalia.
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9.5

9.5.1

—

. Lausekkeen

. Pallon halkaisijaksi mitattiin a=54,4cm=*0,3cm . Maééritd pallon pinta-ala. Arvioi pin-

ta-alan virhetti.

2
Y

X y+
rusteella. Esitd lausekkeen arvo virhearvioineen.

arvo madritettiin mittaustulosten x=3+0,05 ja y=2=+0,1 pe-

. Vastuksen kuluttama teho on

missd R on vastuksen resistanssi ja U on jénnitehdvid vastuksessa. Arvioi vastuksen te-
hon kulutusta, kun R=1000Q2=*50Q ja U=20V=0,5V . Milld tarkkuudella tehon
kulutus tunnetaan?

Pallosegmentin tilavuus lasketaan kaavalla

CE>

V:%nhz(fir—h)

2

missd  on pallon sdde ja 4 segmentin korkeus. Maéritd pallosegmentin tilavuus virhear-
vioineen, kun »=56 cm* 1 cm ja 4 =26,5 cm = 0,5 cm.

Funktion kayttaytyminen

Globaali minimointi ja maksimointi

"™ )-valikon 4: Differentiaali- ja integraalilaskenta komento

7: Funktion minimikohta mairittdd kohdan, jossa funktio saa pienimmén arvonsa. Ko-
mento ndkyy syottorivilli komentona fMin.

8: Funktion maksimikohta méiérittd4 kohdan, jossa funktio saa suurimman arvonsa. Ko-
mento nékyy syottorivillda komentona fMax.

Komennon fMin muoto

fMin(funktio, muuttuja) médarittdd minikohdan kaikilla muuttujan arvoilla.

fMin(funktio, muuttuja, alaraja) miirittid minikohdan muuttujan arvoilla, jotka ovat
suurempia tai yhtd suuria kuin alaraja.

fMin(funktio, muuttuja, alaraja, yldraja) méarittid minikohdan muuttujan arvoilla, jot-
ka ovat vililld alaraja ... yliraja.
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fMin(funktio, muuttuja)| ehto maérittdid minikohdan muuttujan arvoilla, jotka toteutta-
vat ehdon.

Komennon fMax muodot ovat samanlaisia.
ESIMERKKEJA
1. Madritetddn funktion
f(x)=x’-x"=3x+1
suurin ja pienin arvo valilli [—2,2]

Lasketaan laskimella.

8 fi# | Luonnossivu= 1]

l
Ity
FoxdoxZ-3 x+1 X2 -x2-3 x+1
fMaxlfx,-2,2) x=-0.720759
Ae=-0.72075922005612 2.26835
fMinlfx,-2,2)
=2
fI(xJ:=f Valmis =

Siis suurin arvo on 2,26835 ja pienin arvo on —5.

On vield syytd varmistua tuloksen oikeellisuudesta piirtdmalld funktion kuvaaja vélilld
[—2,2] . Piirtofunktion médrittely on ylli alimmalla rivill3.

& # | Luonnossivu= ix
6.43 %y
I
x
2 1 2
f1{x)=f]
5.43

Kuvasta ndhd&én, ettd laskimen antamat tulokset ovat oikein.

Komentoja kidytettidessd on aina tuloksen oikeellisuus tarkistettava funktion kuvaajasta. Liséksi

on tarkistettava, ettd komennon antama arvo kuuluu haluttuun viliin ja ettd funktio on méaaritelty
téssd pisteessa.

ESIMERKKEJA
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2. Kokeillaan komentojen rajoja.

8 A | Luonnossivir= X
1 x=3 &
fMin|—,x, 1,2
X
1 x=1
fMin| — x|[|1<x<3
X

164

Jalkimmaisessé tapauksessa ei minimié tietenkdin ole. Koska laskin laskee numeerisesti,

antaa se kuitenkin arvon.

e ﬁp[ Luonnossivir— X
sin(x) x=0 =
fMax x
x
sm(x) undef
=0
x

) sinx . C . . .
Funktiolla — o ole maksimia eikd funktio ole ollenkaan maédritelty annetussa pis-

teessa.

 vilin padtepisteissi tai

e vilin siséilla olevissa derivaatan nollakohdissa

ESIMERKKEJA

3. Madritetdan funktion
f(x)=x+2x"—13x+8

suurin ja pienin arvo vililli [—2,3]

Lasketaan laskimella.

voidaan tdméin tyyppinen tehtdva ratkaista seuraavan esimerkin tapaan.

Koska suljetulla vililld jatkuva ja vastaavalla avoimella vililla derivoituva funktio voi saada suu-
rimman ja pienimmaén arvonsa joko
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e A | Luonnossivir= 0=

el
Fox242 x2-13-x48  x°+2 x2-13-x+8 [|

d -2.8524858,1.5191%
2g) | }

Zeros
dx

fe=11.5101461747673,-2,3 }
{-362743414)}

#1lx)=r Vaimis |

Ylla
* toisella rivilld on miiritetty derivaatan nollakohdat. Huomaa komennon zeros kéyt-
to!

* kolmannella rivilld on laskettu funktion arvot vélin sisdlld olevissa derivaatan nolla-
kohdissa ja vilin pédtepisteissd. Koska yksi derivaatan nollakohta ei ole vélin sisdl-
14, on se poistettu listasta.

Kolmannella rivilld lasketuista arvoista suurin on funktion suurin arvo ja pienin on funk-
tion pienin arvo vililli [—2,3] . Siis

Vastaus: Funktion suurin arvo on 34 ja pienin arvo on —3,6274.

Jos zeros-komennossa rajoittaa muuttujan vilille [—2,3] , ei vilille kuulumattomia nol-

lakohtia tule.
g #/ | Luonnossivur= 1 i
( ) {151015} &
Zeros —(f:lx [-2=x=3 H
dx
Lopuksi on vield varmuuden vuoksi tarkistettu asia piirtdmalld funktion kuvaaja valilla
[_293]
8 o+ | Luonnossivu< ix
37.76 Py
2 x
2 2 3
7.39 £1(x)=f
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Komentoja fMin ja fMax kiytettdessi on aina funktion kuvaajasta tarkistettava tulosten oikeelli-
suus. Funktion kuvaajasta voidaan kuitenkin suoraan méérittdd funktion maksimi- ja minimikoh-
dat ja -arvot, jolloin komentoja fMin ja fMax ei tarvitsekaan kéyttda. Télloin kéytetadn piirtoti-

lan ™™ _valikon 6: Analysoi kuvaaja komentoja
e 2: Minimipiste
* 3: Maksimipiste

Komentoja kdytettdessd valitaan ensin kohdistinta kéyttden kuvaaja, jos kuvassa on useamman
kuin yhden funktion kuvaaja. Sen jélkeen osoitetaan vili, jolta minimid tai maksimia haetaan an-
tamalla vélin vasen ja oikea pédtepiste joko hiirtd kéyttden tai kirjoittamalla arvot.

ESIMERKKEJA
4. Maaritetddan funktion
f(x)=5x=2/+x —6x*+10x

suurin ja pienin arvo vililli [0,3]

=

Piirretdiin funktion kuvaaja valilli [0,3] kayttden ™™ -valikon 4: Ikkuna komentoja
e 1: Ikkunan asetukset: valitaan muuttujan x liikkkumisvali
* A:Zoomaa — Sovita: laskin madrittdd sopivan y-akselin valin.

Saadaan seuraavanlainen kuva.

) ,dpl ‘ Luonnossivir= Ix i
; 2
11.84 y f1lx)=5- |x_2|+x"—6-x2+10'x
b akselit x

Kuvasta ndhdédn, ettid funktio saa suurimman ja pienimmén arvonsa vilin sisélld. Méari-
es 0o e . . . .
tetddn ne | -valikon 6: Analysoi kuvaaja komennoilla.

Maksimi médritetdén komennolla 3: Maksimipiste. Osoitetaan kohdistinta kdyttden vili,
jolta maksimi 16ytyy.
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8 | o+ |Luunnussiwv X

@'84 Yamaksimi fl(x
(0472 11.1

T

b5 le—2|+x> -6 x2+10-x

e

Minimi mééritetddn samalla tavalla.

Kuvassa nidkyy nyt maksimi- ja minimipisteet.

8 #/ | Luonnossivur= ] i

b 1.84
/Tﬁ?g 111])
=5 |x 2| 67
aksek

Minimiarvo on ilmeisesti 4. Maksimiarvo on desimaaliluku, jonka laskin esittdd vain yh-
delld desimaalilla. Tarkempi arvo saadaan viemélld kohdistin maksimiarvon péélle ja pai-
=

T,

( menu | g s .
namalla nippdimid ") /. Talloin aukeaa valikko,

(MEaritykset
3 Poista

josta valinta 4: Tallenna aukaisee ikkunan, jonne syotetdédn muuttujan nimi
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o -1

e
(0_4%2\)

ja painetaan == :14. Télloin maksimiarvo nékyy lihavoituna.

)‘(“5_‘&%2&1.1)

Y14 arvo on sijoitettu muuttujaan a. Laskentatilassa tima voidaan tulostaa niytolle.

- e | ﬂ} |Luunnussiwv lx,

a 11.1285

Vastaus: Funktion suurin arvo on 11,1285 ja pienin arvo on 4.

TEHTAVIA .

1. Maédritd seuraavien funktioiden suurin ja pienin arvo annetulla valilld
a)  f(x)=—x'+7x+3 vililld [-2,2]
x’—10x+ 5 vililli [—1,4]

b  flx)=

o) f(x)=(x’—x)e™ vililld [0,5]

d)  f(x)=cos(x)+sin(1,5x) wvalilli [0,4x]
e) fl(x)= V2—x*+ x midrittelyalueessaan
f)  f(x)=e'sinx vililli [0,2x]

9.5.2 Lokaalit aariarvot
Lokaalit ddriarvot voidaan maarittda piirtdmélld funktion kuvaaja ja katsomalla siitd lokaalit déri-

arvojen summittainen sijainti. Lokaalien ddriarvojen tarkempi maarittiminen tapahtuu @l-vali-
kon 6: Analysoi kuvaaja komennoilla 2: Minimipiste ja 3: Maksimipiste. Komentoja kéytet-
tdessd rajataan hakualue siten, ettd siind on vain yksi minimi tai maksimi.

ESIMERKKEJA
1. MaAaritetddn funktion
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f(x)=sin(2x)+sin(3x)
lokaalit ddriarvot vililld [0, 2]

Piirretddn funktion kuvaaja.

3y
NN

6.28

f1l (x)=sin(2' x)+sin(3' x)

=

Kuvasta ndhdaan funktion lokaalit dariarvot. Madaritetdan lokaalit maksimit :’" -valikon

komennolla 6: Analysoi kuvaaja >> 3: Maksimipiste ja lokaalit minimit | -valikon

komennolla 6: Analysoi kuvaaja >> 2: Minimipiste.

8 #/ | Luonnossivur= 0x

]

E%

(0.603’1'91) amaksimi
(2.8,0223) (45 122
-

& § 5
. e 628
(348 -0223)

—
8]

(179,-122])

fl(x)=sin|[2-x)+sin|[3-x)

Seuraavassa kuvasta niakyvét funktion lokaalit ddriarvokohdat ja dédriarvot.

& # | Luonnossivir= ix

by
{0.60245, 1.906 )
(4.4958,1.216)

(2.7987,0.22334)
1 i x
T \ 628
(3_4845,-0_22334)/
(1.7874,-1.216 )
fl(x)=sin|:2- x)+sin|:3- x) ( 5.6797,-1.906 J

[
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Kuvassa luvut on esitetty niyttoasetuksella' Liukuva 5,

|Kuvaajat & Geometria —sovelluksen asetukset

Naytettavat numerot: | Liukuva 5 |I

mew]

joka on saatu [ -valikon komennolla 8: Asetukset...
Vastaus: Funktiolla on

- lokaali maksimiarvo 1,906 kohdassa 0,60345

- lokaali maksimiarvo 0,22334 kohdassa 2,7987

- lokaali maksimiarvo 1,216 kohdassa 4,4958

- lokaali minimiarvo —1,216 kohdassa 1,7874

- lokaali maksimiarvo —0,22334 kohdassa 3,4845

- lokaali maksimiarvo —1,906 kohdassa 5,6797

Derivoituvan funktion £ (x) lokaalit d4riarvokohdat 16ydetin ratkaisemalla yhtilo
f'(x)=0 .
Kaikki derivaatan nollakohdat eivit valttdmatti ole lokaaleja dériarvokohtia.
Jos funktio f(x) on kahdesti derivoituva, niin diriarvojen laatu voidaan selvittdd seuraavasti’:
« Jos f''(x)>0 derivaatan nollakohdassa, niin se on lokaali minimikohta.

e Jos f''(x)<0 derivaatan nollakohdassa, niin se on lokaali maksimikohta.

ESIMERKKEJA
2. Maidritetddn funktion
f(x)=x'—x =13 x+x+12
lokaalit dériarvot.

Madritetdan derivaatan nollakohdat

. e A | Luonnossivir= | 9]
Al

f=x4—x3—13- x2+x+12

13 x2uaxt12

D(di (f),x)

X

{-2.22366,0.028201,2.93536 |

1 Oletusarvo on Liukuva 3.
2 Jos toinen derivaatta on nolla, on mahdollisen dériarvon laatu selvitettiv eri tavalla.
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Mairitetddn ddriarvojen laatu derivaatan nollakohdissa laskemalla toisen derivaatan arvot.
Lasketaan vield funktion arvot derivaatan nollakohdissa.

g #/ | Luonnossivur= ]
2
d
—2(f)pc={ -2.2236635183641,0.038300%
dx

{46.6781,-26.2122,59 7841 }

fre=1{-2.2236635183641,0.0383009 1779
{-19.0593,12.0192,-48. 1278 }

il (x): =j|' Valmis

5| % |

Siis
x =-2,22366 on lokaali minimikohta, minimiarvo on —19,0593
x=10,038301 on lokaali maksimikohta, maksimiarvo on 12,0192
x =2,93536 on lokaali minimikohta, minimiarvo on —48,1278
Tarkistetaan vield asia piirtimélld funktion kuvaaja vililli [—3, 4] .

& # | Luonnossivir= | 9]
19.03 Ty
5
5
3.3\/ 0.2 4
£1(x)=f
5314

TEHTAVIA

1. Maédritd seuraavien funktioiden lokaalit 4driarvokohdat ja dériarvot.

a)  f(x)=x=5x"+4x+12 b)  f(x)=4x’-27x"+54x-27
5 f(x)=ﬁ Q) flx)=x

2. Maédritéd seuraavien funktioiden lokaalit ddriarvokohdat ja ddriarvot.

2
x)=x —3x,kunx<-2 _2
A {2x+ 14, kunx> —2 b) S (x)=x"=5 N
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3. Médritda funktion f(x)=cos2x—2sinx lokaalit #driarvokohdat ja &ériarvot vililld
[—10,10]

9.5.3 Funktion kaannepisteet

Jos funktio on derivoituva pisteen X, ympdristossé, on piste X, on funktion kddnnekohta, jos
funktion kuperuussuunta muuttuu pisteessd X, . Funktion kuvaajan pistetta (x4, f(x,)) sano-
taan tilloin funktion kddnnepisteeksi.

=

Funktion kifinnepiste méadritetiin piirtotilan ™ )-valikon komennolla 6: Analysoi kuvaaja >>
5: Kédnnepiste. Komentoa kiytettidessd valitaan ensin kohdistinta kéyttden kuvaaja, jos kuvassa
on useamman kuin yhden funktion kuvaaja. Sen jédlkeen osoitetaan vili, jolta kddnnepistettd hae-
taan antamalla vélin vasen ja oikea péétepiste joko hiirtd kayttien tai kirjoittamalla arvot.

ESIMERKKEJA
1. Maédéritetddn funktion
f(x)=x*+2x"—5x"—x
kaddnnepisteet.

Funktion kuvaajasta

& # | Luonnossivir= ix
304y
2 X
-4 T 3
f1l (x)=x4+2- x3—5- x2—x
30 I

ndhdiin, ettd funktiolla on kaksi kddnnepistettd. Mééritetddn ne.

) pot Luonnossivu— I
rjj:if 20Ty
2 X
4 0.2 3
i
skddnnepiste
(-154 1&2l i
Bt s o
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Kuvassa on kdannepisteet esitetty ndyttdasetuksella' Liukuva 5.

g | W

Luonnossivu—

i x

283 Ty

1054083, -1 6014
A(-% 7 )x

397

TSRETT

2.83

—X

(-15408,-1201) |
flhielsit+2 x> -5 %2

a..i

Siis kdannepisteet ovat (—1,5408,;—12,01) ja (0,54083,—1,6014)

Jos funktio / on kolmesti derivoituva pisteessi *, ja f ' (x,)=0
X, on funktion kddnnekohta.

£ """ (x,)#0 |, niin piste

ESIMERKKEJA
2. Madritetddn funktion edellisen esimerkin funktion
f(x)=x*+2x"-5x"—x
kadnnepisteet derivointimenetelmalla.

Lasketaan ensin mahdolliset kddnnekohdat.

0

{-154082,0 540832}

e fi# | Luonnossivu=

d
—3(fjpc={ -1.5408329997331,0.540832%
dx

{-24.9824908}

Koska kolmas derivaatta ei ole nolla, ovat molemmat toisen derivaatan nollakohdat
kdannekohtia. Lasketaan vield funktion arvot ndissi kohdissa.

Luonnossivu<

0
ﬁx={ -1.5408329997331,0. 54083299973} ﬂ

{-12.0097,-1.60139 }

1 Oletusarvo on Liukuva 3.
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Siis kdannepisteet ovat (—1,54083;—12,0097) ja (0,540833,—1,60139) eli samat
kuin edellisessé esimerkissi saadut.

TEHTAVIA .

1. Maarita seuraavien funktioiden kddnnekohdat

a)  f(x)=x"-3x"+5x"—5x b Sflx)=

9.5.4 Asymptootit

Funktion y=f(x) asymptootit kuvaavat funktion kiyttiytymistd kaukana origosta, jolloin
joko muuttuja x on itseisarvoltaan suuri tai funktion arvo y on itseisarvoltaan suuri. Tassé tarkas-
tellaan asymptootteja, jotka ovat polynomeja tai pystysuoria viivoja.

Funktiolla f(x) on asymptoottina
o polmomi p(x) jos M (f(x)=p(x))=0 1 lim (f(x)=p(x))=0

x>0 X=>—o©

1 lim f(x)=%o00 taj 1M f(x)=%w

X xot X=>Xx,—

* pystysuora X=X, ,jos

Polynomiasymptootti on sellainen, ettd likimaarin
flx)=plx) ,

suurilla muuttujan x arvoilla tai pienilld, itseisarvoltaan suurilla, muuttujan x arvoilla

ESIMERKKEJA
1. Tarkastellaan funktiota f (x)=arctanx .Koska

g fi# | Luonnossivu= ] x,

lim lctan"(xn b &
=2 2

lim (tan"(xj:l I
*=m® 2

on funktiolla asymptootteina suorat

_n
Y75

ja

y:—a

I Merkintd +00 tarkoittaa, etti raja-arvo voiolla o tai —o0 .
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Piirretdan kuva tilanteesta.

& # | Luonnossivu= 1] i
2%y

£2(x}=—

f1l (x)=tan" X 2
0z x
15 1 15

B(x)=—n

2
— 2

Tarkastellaan rationaalifunktion

P(x)

R(x)
asymptoottien médrittamista. Tassi P(x) ja Q(x) ovat polynomeja, joista voidaan olettaa,
ettd niilld ei ole yhteisid' tekijoitd. Polynomien jakolaskualgoritmia kéyttden voidaan rationaali-
funktio esittdd muodossa

Pl)_ S0
R0~ 2 R )

missi Q(x) ja S(x) ovat polynomeja siten, etti polynomin S(x) aste on pienempi kuin
polynomin R(x) aste.

Rationaalifunktion asymptootit ovat seuraavat:

* Pystysuorat asymptootit ovat nimittdjan R(x) nollakohdat: suora x=a on asymptoot-
ti, jos ja vain jos R(a)=0 .

* Polynomiasymptootti on esityksen (1) polynomi O(x) .
Laskimella voidaan rationaalifunktion F(x)
* pystysuorat asymptootit muodostaa komennolla zeros(getDenom(F(x)),x)

* polynomiasymptootti muodostaa komennolla propFrac(F(x)) ja ottamalla tuloksesta po-
lynomiosan tai komennolla polyQuotient(getNum(F(x)), getDenom(F(x))).

ESIMERKKEJA
2. Madritetddan funktion

f(x)

asymptootit.

2
_x+x+1
x+3

I Suoritetaan tarpeen vaatiessa yhteisten tekijoiden supistamiset.
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Lasketaan laskimella

N B #/ | Luonnossivur= 1 i
k=
f_x2+x+l x2+x+1
o x+3 x+3
zevos(getDenom(f),x:l { 3 }
propFrac (f) T s
x+3
|
Siis
* pystysuora asymptootti on
x=-3
* polynomiasymptootti on
y=x—2
Piirretdén kuva tilanteesta.
N B #/ | Luonnossivur= Ii |
40Ty
||I fz(x)a—_
£1(x)—f \ 5 ___—
15 [ 10
_— {xl(r)= 3
\ yile)=¢
|
|| 50

B = £l

B = 2

&

Sen sijaan pystysuora *— 3 on piirretty parametriesityksené:

Kuvaajan syotto/Muokkaus >> 3: Parametrinen.

x1(s)=-3
B iyl

-50=¢=40 fsfep=0.45

—

176

™| _valikon komento 3:
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TEHTAVIA .

1. Maédritd seuraavien funktioiden asymptootit

_x'=3x X+l

Q) fl)= b f(x)=1
_x*'+5x—6 _ X7

©) f(x)_x2—2x—7 9 f(x) X =5x"—13x

9.6 Integrointi

Integraali lasketaan @l_valikon komennolla 4: Differentiaali- ja integraalilaskenta >> 3: In-

tegraali. Néppdimellad aukeavasta ikkunasta voidaan valita integraalifunktion ja maardtyn
integraalin laskentamallit.

Integraalin laskennan pikandppdimet ovat [n] EI

J af

voi kayttdd myoOs integraalifunktion méérittdmisessd: jitetddn integroimisrajat tiyttdméttd tai

Mairétyn integraalin laskentamallia

poistetaan ne néppiimelld , jolloin laskentamalli muuttuu integraalifunktion laskentamal-
liksi.

Integraalifunktioissa laskin ei esitd integroimisvakiota C. Se voidaan aina lisétd laskimen anta-
maan integraalifunktioon.

ESIMERKKEJA
1. Maédritetddn integraalifunktioita.

g #/ | Luonnossivur= b [
jL- (x2+1)3de (x2+1)4

fsin(a- IJ d¢s -cos(a- :J
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Siis
2 4
IX(x2+1)3dx=(x ;1) +C
fsin(a t)dt:—cos((lat)+C

Integroitaessa laskimen kulma-asetuksen on oltava Radiaani.

ESIMERKKEJA

. : 1
2. Lasketaan integraali f > dx
I+x

178

Ylemmassa laskussa kulma-asetus on Radiaani, alemmassa Aste. Alempi tulos on via-

rin!
g ‘ A ‘Luunnussiwv 0x
1 tan{x] &
dx
1+x2
1 T tan‘(x)
dx
1+Jc2 180

Logaritmiin paityvid integraaleja laskettaessa tuloksen esitys riippuu kompleksilukuasetuksista:
Jos se on Reaali, niin usein tulos on muotoa logaritmi itseisarvosta, muuten ei ole. Reaaliluvuilla

laskettaessa asetuksen on syytd olla Reaali.

ESIMERKKEJA
3. Kokeillaan kompleksilukuasetusten vaikutusta.

Madritetddn ensin integraalifunktioita.

Kompleksilukuasetus: Reaali



179 Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS

‘ g #/ | Luonnossivur= X |

Jl n(x[} &
— dx

J3-x2+1 . inf{x2+1)- 1)

ftan(x) dx -lntlcos(xJ |)|

Kompleksilukuasetus: Suorakulma

. 8 ,dp[ Luonnossivir< . l =
J‘ 1 . Inlx) i
3-x2+1 dxc ln(x- (x2+1))

I3 +x
ftan(x) dx 'IH(COS(I):I: =

Reaaliluvuille ensimmaiset tulokset ovat oikein. Siis esimerkiksi
1
f —dx=In|x|+C
X

Lasketaan integraali

j'ldx

X

Jos kompleksilukuasetus on Reaali, saadaan

8 A | Luonnossivu= X

a ln(|ﬂ|3| =

joka on haluttu muoto. Jos kompleksilukuasetus on Suorakulma tai Polaarinen, saadaan
muodoltaan imaginaarinen tulos.
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#/ | Luonnossivur= 0x
a Inlg)-m- i W
— dx
x
J-1
(a im
— dx 1n(a]+e 2 T
x
o -1 |

¢
4. Lasketaan maarittyjd integraaleja.
8 A | Luonnossivu= ix
- ratl
3 26 ]
x2 dx 3
J1
1 1.89217
sinlf
W .,
t
[ 1 !
=
¢

Jos numeerisen arvoon paittyvan méératyn integraalin laskenta ei onnistu normaalilla integraalin

menu

laskentakomennolla, on kdytettdvd numeerisen integraalin laskentakomentoa, joka 16ytyy -
valikosta 4: Differentiaali- ja integraalilaskenta >> F: Numeeriset laskutoimitukset >> 3:
Numeerinen integraali. Komento nédkyy syo6ttorivilld komentona nInt. Komennon muoto on

nlnt(f(x), x, a, b)

ja se laskee integraalin

jf(x)dx

numeerisen arvon. Integraalissa ei siis saa esiintyd madrddmattomid vakiota. Numeerista integ-
rointia kannattaa kayttda vain, jos normaali integraalin laskenta ei onnistu.

ESIMERKKEJA

5. Lasketaan integraali

}|sin(2x)—sin(x)|dx

0
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8 A | Luonnossivu= ix
[

Jn|sin(2- xJ—sin(x” dx

0

Jn|sin|:2- x)—sin(x” dx

0

nInt(|sin(2- xJ—sin(xJ |,x, 0,:11:) 2. 5|

Téssd on siis kdytettdvd komentoa nlnt. Integraalin arvo on 2,5.

Integroimisraja voi olla déretdn, jolloin integraali on epdoleellinen.

ESIMERKKEJA

6. Lasketaan epdoleellinen integraali.

8 A | Luonnossivir= 0x [
w 2 In(2)+n &
tan"(x) . 4
2
1
2-Inf2)+n 1.13197
: 2

Integraalissa voi esiintyd derivaattoja, jotka laskin laskee integroinnin yhteydessa.

ESIMERKKEJA
7. Funktion y=f(x) , x€[a,b] kuvaajan pituus s lasketaan kaavalla

S:j‘ VI1+ (f’(x))zdx

Lasketaan funktion y=sinx , x€[0,7t] kuvaajan pituus.
Kuvaajan pituus voidaan laskea sijoittamalla funktio f(x) :n paikalle
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f‘p[ Luonnossivir< X

fa}
3.8202

& A | Luonnossivu= X
f=sin|:x) sin(x) &

m 3.8202

2
d
1+ — d
(dx HJ )
0

Kuvaajan pituus on siis 3,8202.

Tasointegraali lasketaan kahtena perdkkéisend integraalina.

ESIMERKKEJA

8. Lasketaan tasointegraali

T 2x®

f f (ycosx+xsiny)dxdy
0 T

T

|

0

8 A | Luonnossivir= ]

T

LS
]
3 TI:2
am
(}'- cos(x]+x- sin(yj:ldx dy |

Siis

s}

T

© Sy

9. Lasketaan tasointegraali

f (ycosx+xsin y)dx dy=3 "

182
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3 2
ff (x*+2 y)dy dx
0 —x
‘ e # | Luonnossivi= i
3 23.625 &
X
2
( 242 y)dy dx
X
0

Siis

ot—am
>< Sy 10 [

(x +2 y)dy dx=23,625

TEHTAVIA

1. Maéritd integraalifunktiot

1
d.
3) ‘[Zx—3 *
1
o 4435
2. Laske integraalit
2T
a) f |cos x— cos2 x|dx
0
c) fcosx/;dx
0

3. Laske integraalit

b)

d)

b)

d)

b)

fsin(mt+¢)dt

f azda

4a
[

V3

f x arctan xdx
0
o0

1

o 14+ax

> dx

2 y+5

xy dx dy
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9.7 Integraalin sovelluksia

9.7.1 Tasoalueen pinta-ala

Kiyrien y=f(x) ja y=g(x) vililli [a, b] rajoittaman alueen pinta-ala on

a=J 17 -g (el

Erityisesti x-akselin ja kdyran y=f(x) vililli [a, b] rajoittaman alueen pinta-ala on

A= [ 1/ (+)]ds

ESIMERKKEJA
1. Miiritetddn kdyrien y=cosx ja y=cos2x vililli [0,27] rajoittaman alueen pinta-
ala.
Laskin ei laske integraalia normaalilla integrointikomennolla, vaan on kéytettédvd numee-
rista integrointia', joka saadaan ™ /-valikon komennolla 4: Differentiaali- ja integraa-
lilaskenta >> F: Numeeriset laskutoimitukset >> 3: Numeerinen integraali. Komento
nakyy syottorivilld komentona nlnt.

g fi# | Luonnossivu= ix

Fa)

2-m
|cos(x)—cos(2-x)| dx
0

2m
|cos(2-x)—cos(x)| dx

0
nInt(|cos(x)—cos(2'x)|,x,0,2- TI:J 5 19615 !

Alueen pinta-ala on siis 5,19615.

Piirretdéin vield aluetta rajoittavat funktiot®,

I Numeerista integrointia kannattaa kéyttis vain, jos normaali integraalin laskenta ei onnistu.
2 Itse laskennassa kuvaa ei tarvita!
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| 8 ## |Luonnossivu= ix
by
f2(1)=cos|:3 A)
AT
\\ / A /
\ ri \, i
. / x
b2 / /628
\\_, \\H_/j
f1l (x)=cos|:x)
2

¢

2. Médritetddn kdyrien y=x"—5x—4 ja y=—2x"+x+6 rajoittaman &irellisen alueen

pinta-ala.

Piirretddn funktioiden kuvaajat.

& # | Luonnossivir= 0=
0 12(x)=-2 x? 4ct6
e
V28 TR
/ \
\_. );‘_'
5 ; @2 5
/ \
."ll :
/
{
/
|lll

Madritetddn kuvaajien leikkauspisteiden x-koordinaatit ja lasketaan alueen pinta-ala.

)

i

Luonnossivu~ 1]

a.=Zeros (f? (x) 2 ':I ),x :'

Ja[ ]
al1]

2
Lﬂ’(x)—ﬁ(x” dx
1

Edell4 laskennassa on kiytetty piirtofunktiota.

Siis pinta-ala on 36,0822.

X

ratl
{-108167,3.08167 }
36.0822
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TEHTAVIA .

. . . o . 3n
1. Maédritd kdiyrdin y=sinx ja x-akselin viliin jddvin alueen pinta-ala, kun x€ 0,7]
2. Madritd  kdyrien y=cosx ja y=sinx viliin jaddvdn alueen pinta-ala, kun
4° 4

3. Madritd  kiyrien y=cosx ja y=sin’x viliin jddivin alueen pinta-ala, kun
xE[—Ic,Ic]

4. Madritd seuraavien kiyrien rajoittamien alueiden pinta-alat. Piirrd myos kuva alueesta.

. . 1
a)  y=x"—2x—4 ja y=2x b) y=sinx ja y:§+§

9.7.2 Kayran pituus

Avaruuskdyrdn, jolla on jatkuvasti derivoituva parametriesitys

r=(x(), »(¢),2(¢)) , t€la,b]
pituus voidaan laskea integraalina'

s:}||r’(t)||dt .

Samaa kaavaa voidaan kiyttdd tasokdyrin pituuden laskemiseen. Erityisesti vililli [a,b] jat-
kuvasti derivoituvan funktion f kuvaajan pituus on

s=j)' 1+ (f’(x))zdx .

Funktion kuvaajan pituus voidaan mairittdd suoraan @l-valikon komennolla 4: Differentiaali-
ja integraalilaskenta >> B: Kaaren pituus. Komento nikyy syottorivilld komentona arcLen ja
sen muoto on

arcLen(f(x), x, a, b)

ESIMERKKEJA
1. Maédritetddn avaruuskéyrian

r(t):(sinzt,cosﬁ,ﬁl) , t€[1,3]
pituus.

1 Tassd esiintyy vektorin normi, joka maééritelldin seuraavasti: Vektorin a:(a 1 ,612,613) normi on

lal|=v a2+ a’+ a? .
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. e A | Luonnossivir= 0=
r:=[(sin(!n2 cos(-ff_J f+1] ol
[(sin(ﬂ:l2 cosuf_J f+1]
3 2.52517
norm(i(r)) df
! |

2. Maiiritetddn funktion

y=xsinx , x€[0,4x]
kuvaajan pituus.

Lasketaan pituus valmiilla komennolla ja integraalina.

g fi# | Luonnossivu= Ix
ar-::Lenl:x- sin(x],x,o,-i- n:l 54 17 =
fi=x sin(x) X sin(x)

41 54 17
2
d
1+ — dx
&)
0 f
Pituus on siis 54,17.
Kéyrén kuva:
& # | Luonnossivir= 0x
Bly

A

X
0.5 \/ 12.57
fl

(x)=f

-12.94
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TEHTAVIA

1. Maéritd seuraavien funktioiden kuvaajien pituudet

1 _x
=—, x€[0,1,10 b =—e¢ ?, xe[-
a) yXX[ ] ) NE x€[-5.5]
2. Madritd seuraavien avaruuskdyrien pituudet
a) r(t):(t,tz,t3) , t€[-2,3] b) r(t):(et,tcost, t2+1) , t€[-1,1]
3. Madrita ruuviviivan kaaren
x=Rcost
y=Rsint
]’ , t€[0,2m]
z=—1
2n

pituus.

9.7.3 Pyorahdyskappaleen tilavuus

Vililli [a,b] jatkuvan funktion kuvaajan pyorihtiessi x-akselin ympiri muodostuvan pyérdh-
dyskappaleen tilavuus on

Vznf f(x)dx

ESIMERKKEJA
1. Kéyrd

l .
y=1+§sm(%x) , x€[0,4]

pyorédhtdd x-akselin ympéri. Maaritd pyordahdyskappaleen tilavuus.

e # |Luonnossivu< J 2 I
4 9 m+16 &
1 Im 2 2
b8 l+—-=in|— x|| dx
2 4
0
9 m+16 22,1372
2

Tilavuus on siis 22,1372.
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2. Kiyrit y=x" ja y=—x"+4x+ 1 rajoittavat alueen, joka pyoréhtii x-akselin ympéri.
Mairitd ndin muodostuvan kappaleen tilavuus.

Ratkaisu: Piirretddn kuva tilanteesta.

8 ## |Luonnossivu= ] x,

6.43 1y
.1/-‘#_- _-_\-\--h."

£
£2(x)=x2+a x+1

/ 6.43 i

il

Mairitetddn kéyrien leikkauspisteiden x-koordinaatit.

g fi# | Luonnossivu= | 7]

. =Zeros (f? (x] —j?(x),x:l &
{-0.224745,2 22474}

a[2
m J ;(f?(x”z(ﬂ(ﬂ)z)dx

c;r|:1

76.953

Pyordahdyskappaleen tilavuus saadaan kdyrien muodostamien pyordhdyskappaleiden tila-
vuuksien erotuksena

penf fulxfde—nf £, (ef demnf | 70— 1, ()

Tilavuus on 76,953.

TEHTAVIA .

1. Seuraavat kdyrat pyordhtavit x-akselin ympéari. Maaritd pyordahdyskappaleen tilavuus.

a) y=sinx x€[0,x] .
b) y=Ihx , x€[l,3]

2. Kiyrit y=—x"—3x+6 ja y=—x+3 rajoittavat alueen, joka pydrihtdd x-akselin ym-
pari. Madritd ndin muodostuvan kappaleen tilavuus.
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9.7.4 Pyorahdyskappaleen vaipan ala
Kun funktion

y=f(x) , x€la,b]
kuvaaja pyorahtaa

» x-akselin ympdri, niin muodostuvan pinnan pinta-ala on
b
AX:2JEI |f(x)|\/1+ £ (x)Vdx

* y-akselin ympdri, niin muodostuvan pinnan pinta-ala

A,=27 [ [x[V1+ £ (xf dx

ESIMERKKEJA
1. Kéyrd
y=sinx , x€[0,n]

pyordhtdd x-akselin ympéri. Médritetddn muodostuvan pinnan pinta-ala.

8 # |Luonnossivu= l&.
7 =sin|:x) sin (xJ
T 14 4236
2
2 7 (’ ’1+(i(f)} de
0

Pinta-ala on 14,4236.

TEHTAVIA .

1. Maédritd seuraavien x-akselin ympéri pyordhtédvien kdyrien muodostamien pintojen pinta-

alat.
a) y=sinx, x€[0,n] b)  y=x"—4, x€[-2,2]

2. Maédritd seuraavien y-akselin ympéri pyOrdhtévien kdyrien muodostamien pintojen pinta-
alat.

. T
a) Y=sinx, XE[O’E] b) y=¢", x€[l,e]
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9.8 Summat ja sarjat

=

Summa Y x, lasketaan ™™ |valikon komennolla 4: Differentiaali- ja integraalilaskenta >>
k=n

5: Summa tai valitsemalla summan laskentamalli ndppdimella aukeavasta ikkunasta.

Jos summan yldraja on ddretdn, on kyseessd sarja. Laskin pystyy laskemaan joidenkin sarjojen,
esimerkiksi geometrisen sarjan, summia.

ESIMERKKEJA

1. Lasketaan summat
100

2
n=1 N +n

on
k=1

8 A | Luonnossivir= 0=
s
100 419728 [
> |
1 n24n

nln+1) (2 n+1)

S ) ;

< -

ctrl enter
%

Edellisessd summan laskenta on péétetty ndppaimilla . ', jolloin on saatu tulos
desimaaliesityksena.

2. Lasketaan sarjojen summat
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& #/ | Luonnossivur= b
® L2 B
1 R
= .
k=1
(23] co
E (_1J E (L)
3 3
k Ll
k=1 k=1
™
Alemman sarjan summaa laskin ei laske.
3. Lasketaan geometrisen sarjan summa
& fi# | Luonnossivu= B |
@

1.71429

192

TEHTAVIA .

1. Laske

9.9 Taylorin polynomit

Funktion Taylorin polynomi muodostetaan @l-valikon komennolla 4: Differentiaali- ja integ-
raalilaskenta >> C: Sarjat >> 1: Taylorin polynomi. Komento nikyy sy6ttorivilld komentona

taylor. Komennon muoto on
taylor(funktio, muuttuja, kertaluku, keskus)
missa

* funktio maarittda funktion
* muuttuja on riippumattoman muuttujan

* kertaluku on Taylorin polynomin kertaluvun

* keskus on Taylorin polynomin kehityskeskuksen.
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Jos parametrin keskus jdttdé pois, on kehityskeskus 0.

ESIMERKKEJA
1. Muodostetaan Taylorin polynomeja.

e fi# | Luonnossivu= l
taylor(sin(x),x,'?:l =
120 5040
taylor(ex,x, 3, 1)
1
exe e-1)sC. (’f

Edellisessd kehityskeskus on 0 jalkimmaisessa 1.

Komento 4: Differentiaali- ja integraalilaskenta >> C: Sarjat >> 2: Yleistetyt sarjat on tay-
lor-komennon yleistys. Se muodostaa funktion Laurentin kehitelméan, jossa potenssit voivat olla
myds negatiivisia. Komento nakyy syottorivilli komentona series. Komennon parametrit ovat sa-
mat kuin komennossa taylor.

ESIMERKKEJA
2. Muodostetaan Taylorin polynomit kédyttien komentoa series.

e fi# | Luonnossivu= X
serieslcsin (x),x, '.7) =
120 5040
sel'ies(ex,x, 3, 1)
eve (eo1)s (x‘

Saatiin samat tulokset kuin edellisesséd esimerkissé.

Komento series tekee enemmén kuin komento taylor.

ESIMERKKEJA
3. Kokeillaan molempia komentoja.
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g fi# | Luonnossivu= ix
Fa
series tan(x) ) 1 x 2 13
5 —+—+
X x 3 15
tan(x) tan(x)
taylor X3 taylor x, 3,0
x2 x2

Komento taylor ei siis suorittanut laskua.

4. Kokeillaan komentoa series.

8 A | Luonnossivu= 1]

X

sinlx 3 g &
series(J ( ) dx,x,S) x_x_+x_
< 18 600

=

Edellisen komennon tekee myds komento taylor.

Jalkimmaisen komennon tulos saadaan myos jakamalla kertalukua 5 oleva Taylorin poly-
nomi

g fi# | Luonnossivu= ix
sel'ies(ln(x),x, g, 1) -

l(x—l)2 (x—l)?’ (x—134+(x—1)5
4 5

2 3

termilld (x—1)

Komento'

series(P(x),x,n,x,)

I Myo6s komentoa taylor voi kiyttia.
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esittdd n:nnen asteen polynomin P (x) termin X—x, potenssien avulla.

ESIMERKKEJA
5. Esitetddn polynomi P(x)=x’+5x—1 termin x—2 potenssien avulla.

e # | Luonnossiviu= { ]
s
series(x?’ +5 x-1x4 2)
17+17 (x=2)+6 (x-2)%+(x-2)°

TEHTAVIA .

1. Maéiritd seuraavien funktioiden Taylorin polynomit 0:n ympéristossd. Valitse mieleisesi
kertaluku.
a) cosx b) arctan x ) l+x

2. Madéritd funktion sinx kertalukua 3 oleva Taylorin polynomi pisteessi )

3. Esitd polynomi P(x)=2x*-4x’+6x+5 termin x+3 potenssien avulla.
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10. DIFFERENTIAALIYHTALOT

10.1 Symbolinen ratkaiseminen

Laskimella voidaan méérittdd ensimmdisen ja toisen kertaluvun differentiaaliyhtéldiden yleisid
ratkaisuja ja alkuarvoprobleemien ratkaisuja. Ratkaisu suoritetaan [El-valikon komennolla 4:
Differentiaali- ja integraalilaskenta >> D: Differentiaaliyhtilon ratkaisija. Komento nikyy

syottorivilld komentona deSolve. Komennon muoto on
deSolve(diff yht, x, y),
missd
» diff_yht on differentiaaliyhtild siséltden mahdolliset alkuarvot
* X on riippumaton muuttuja
* y on ratkaistava funktio.
Komennon argumentissa diff yht

 differentiaaliyhtdlon tuntemattoman derivaatat on muodostettava heittomerkilld, joka 16y-
tyy ndppédimelld '~ aukeavasta ikkunasta'

* mahdolliset alkuarvot on erotettava sanalla and.

Yleisen ratkaisun integroimisvakiot laskin esittdd muodossa cl, c2, ... Jos ratkaisussa esiintyy
kaksi eri ¢:n indeksid, on yleisessé ratkaisussa kaksi integroimisvakiota. Indeksi kasvaa joka las-
kukerralla. Luonnossivun indeksin saa alustettua avaamalla sivun otsikkovalikko ja valitsemalla
sieltd komento B: Tyhjenna Luonnossivu.

- 8 A | Luonnossivu= | 1]
solve(t - =

4 Lll\:-aa 4 47

5: Sivun asettelu P
—1 & Paivita kirjastot .

7: Asetukset & tila 4

8: Kirjaudu sisaan...

@' 9: Press—to-Test »
A: Tallenna asiakirjaan. .. =
B: Tyhjenna Luonnossivu 1/99

ESIMERKKEJA

ofi®

I Heittomerkki 16ytyy myds nappéimilld |L'I| E| aukeavasta merkki-ikkunasta.
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1. Maédritetddn differentiaaliyhtdlon
yiry=-
yleinen ratkaisu.

g | | Luonnossivir< X |
deSolve(}"+y=-x,x,yJ p=cl- e R}
Yleinen ratkaisu on siis
y=Ce "—x+1
¢
2. Madritetddn alkuarvoprobleeman
y'+y=—x , y(0)=-3
ratkaisu.
r 8 A | Luonnossivir= X J
]

deSolve(}"+y'=-x and }'(OJ=-3,x,y:|

y=-((x—1)- ex+4)- e

H

Sievennetédn vield ratkaisua suorittamalla kertolasku ja ottamalla tulos sy6ttoriville.

B |

Luonnossivu—

expand(yr((x—l)- ex+4)-

-4
y=—-x+1 y=d e

1%

fa}
J,=——x+1
Fx+1

Ratkaisu on siis

y=4e "—x+1

Huomaa kuinka alkuehto asettaa edellisen esimerkin yleisen ratkaisun integroimisvakiolle

arvon.

3. Madritetddn differentiaaliyhtdlon

yiiHy'=2y=x
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yleinen ratkaisu.

e ﬁ! Luonnossivu— l&
deSolve(y"+y'—2'}'=I,I,_}') a
. 1
y=cd e % Xags e¥-T =
2 4

Yleinen ratkaisu on siis
1

-2x x X
y:Cle : +Cze _3_2

4. Médritetddn alkuarvoprobleeman
y'Hy'=2y=x  p(0)=2, y'(0)=-1
ratkaisu.

. e # | Luonnossiviu= { ]
Al

deSOIVG(}"'+}"—2'}'=x and ¥{0)=2 and y'{0*

112X 4 ¢
+ —_—

12 2

=

ro |

1
4

Komennon muoto ylli on seuraava:
deSolve(y"+y'-2*y=x and y(0)=2 and y'(0)=-1,x,y)

Ratkaisu on siis

—ﬂeizx+iex_£_l
T2t T3 T2 a
Tassdkin alkuehto asettaa edellisen esimerkin yleisen ratkaisun integroimisvakioille ar-
vot.

TEHTAVIA

1. MaAéritd seuraavien differentiaaliyhtdloiden yleiset ratkaisut.

1 1
a)  'y'=tanx by  yrgy=g(1-2x)y

c) tx'"'+2x'+4tx=4 d y'"+3y'—4y=sin2x
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2. Ratkaise seuraavat aluarvoprobleemat
a) y'+y=y’(cosx—sinx) , y(0)=—2
b) y''+3y'—4y=sin2x , y(0)=0 , y’'(0)=2

10.2 Numeerinen ratkaiseminen
Laskimella voi ratkaista numeerisesti ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtdléryhmien alku-

arvoprobleemoja.
10.2.1 Differentiaaliyhtaloiden teoriaa
Ensimmdisen kertalukua oleva differentiaaliyhtdiloryhmd on muotoa

J’1,:f1(x:y1:y2’---:yn)
yzlzfz(x:yl’yz:--')yr)

Vo' =f v )
missa
yi=nlx), y= (%), =0, (x)
ovat tuntemattomia ratkaistavia funktioita.
Differentiaaliyhtdloryhmén alkuarvoprobleemassa on 10ydettava se ratkaisu, joka annetussa pis-

teessd X, toteuttaa alkuehdon
1 (xo): i
Y2 (xo ) =9,

yn(xo):j}n

missid ¥, Y,,..., ¥, ovatannettuja lukuja.

Kertalukua n oleva differentiaaliyhtilo on numeerista ratkaisemista varten muunnettava 1. kerta-
luvun differentiaaliyhtdloryhmaiksi. Seuraavassa esitetidn menetelmd, joka johtaa ns. normaali-
ryhmién.
1. Ratkaistaan korkein derivaatta
(n) _ ’ " (n—1)
y=fley vty (1)
2. Madiritelldén n funktiota

3. Suoraan derivoimalla todetaan, ettd nima funktiot toteuttavat differentiaaliyhtédléryhmén
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=y,
Y2'=Ys
yn—I’:yn

yn,:f(x’yl’.yZ""’yn)
Tama ryhma on differentiaaliyhtdlod (1) vastaava normaaliryhma.

Funktio ¥(x)=»,(») on differentiaaliyhtdlon (1)  ratkaisu, jos ja  vain  jos
b2 (x ) yz(x ) y,,(X) on vastaavan normaaliryhmin ratkaisu.

Jos differentiaaliyhtéloon (1) liittyy alkuehto
J’(x()):j’o;y ’(x()):j’p y' '(xo):j’zx---, y("_”(xo):j’nfl
missi ¥y, ,,..., ¥, ovatannettuja lukuja, niin normaaliryhmiin alkuehdoksi tulee
N (xo):jﬁ
Y2(xo>:j/2

yn('x0>:j/n

Skalaarisen ensimmiinen kertaluvun differentiaaliyhtilon y'=f(x,y) kulmakerroinkentti
koostuu lyhyistd viivoista siten, etti kohdassa (x,y) olevan viivan kulmakerroin on

f(x,y) . Viivat ovat silloin differentiaaliyhtéilon ratkaisun tangentin suuntaisia, jolloin kul-
makerroinkenttdd kdyttden voidaan hahmotella ratkaisun kulku.

Ensimmadinen kertaluvun autonomisen differentiaaliyhtéléparin

yllzfl(yl’yz)
yzlzfz(ylryz)

suuntakenttii koostuu y,y, -faasiavaruuden' lyhyisti viivoista siten, etti kohdassa (yl,yz)
oleva viiva on vektorin

fl(yl’yz)i+f2(yl’y2)j

suuntainen. Viivat ovat silloin faasiavaruudessa differentiaaliyhtidlon ratkaisun suuntaisia, jolloin
suuntakenttdd kdyttden voidaan hahmotella ratkaisun kulku.

10.2.2 Differentiaaliyhtdloiden numeerinen ratkaiseminen

Differentiaaliyhtdl6itd voi numeerisesti ratkaista piirtosivulla joko luonnossivun piirtotilassa, ku-
vaajat-sovelluksessa tai geometria-sovelluksessa®. Differentiaaliyhtdlon ratkaiseminen aloitetaan

™| valikon komennolla 3: Kuvaajan syétto/Muokkaus >> 7: Diff Eq. Tilloin ndyton ala-
osaan aukeaa syottorivi,

I Muista muita faasiavaruuksia voi olla.

=

2 Geometria-sovelluksessa on valittava kuvaajien piirto ™™ _valikon komennolla 2: Niyti >> 1 Kuvaajat.
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1 v .=‘ |
oyl (<o L <> )9 &

jonne Kkirjoitetaan ensin normaaliryhmén derivaatan »,’ lauseke ja sen alapuolella alkuehdon
y(xO)Zj/O arvot X, ja ¥, . Sitten painetaan nuolinippiinti V¥ ja kirjoitetaan derivaatan
¥," lauseke jne. Riippumattomana muuttujana on x ja ratkaistavat funktiot ovat y,, y,, ...

Painiketta 2% kéyttden aukeaa ikkuna, jossa voi syottdd useita eri alkuehtoja.

Muoklkaa alkuehtoja

Talloin piirretddn kutakin annettua alkuarvoa vastaavan ratkaisun kuvaaja.

Painamalla sy6ttorivilld olevaa painiketta =, aukeaa differentiaaliyhtidlon ratkaisemisen paramet-
ri-ikkuna, jossa méadritetddn differentiaaliyhtdloryhmén ratkaisemista ohjaavia asioita.

Ratkaisumenetelméa annetaan ikkunan kohdassa Ratkaisumetodi. Ratkaisumenetelmia on kaksi:

e Eulerin menetelmi, joka voi olla iteratiivinen. Iteraatioiden lukumééré annetaan.

Differentiaaliyhtald

Ratkaisumetudil Eulerin luku

Kuvausaskelten wvalise iteraatiot
E |
Kentta

Akselit| Oletus (x jay) |

=[x [ ] =

* Runge-Kutta-menetelmé, jossa annetaan virhetoleranssi.
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Differentiz

Ratkaisumetodil Runge-Kutta |EI

\.-’irheensieto:|0.00‘| |

Akselit| Oletus (x ja y) |

x[x ]
wi—| v

o

Kumpaakin menetelméaa kiytettdessd voidaan piirtdd kulmakerroin- tai suuntakentta.

Kentta| Kulmakerroin

Akselit Ei mitaan

Kulmakerrain
| Syunta

Differentiaaliyhtdlon ratkaisemisen parametri-ikkunassa annetaan myds piirron alku- ja loppupis-
teet seki askelpituus'. Kohdassa Kentiin erottelutarkkuus annetaan kulmakerroin- ja suunta-
kentén viivojen vaakasuuntainen lukumaéra.

Differentiz

Kuvauksen alku:l -‘|0| |EI
Kuvauksen pdatepiste:

10 |

Kuvausvaihe:|0.‘| |

kentan erottelutarkiuus:

14 |

o

Kohdassa Suuntakenttii pisteess x = asetetaan ei-autonomisen differentiaaliyhtéléparin suunta-
kenttéa piirrettdessi tarvittava riippumattoman muuttujan x arvo.

0

Suuntakenttd pisteess x= I
v

Kuvan kisittelyyn on kéytettdvissd samat komennot kuin funktioesityksen kuvan késittelyyn.

Syottoriville padsee uudelleen néppédimelld .

I Laskimen kiyttimit suomenkieliset nimitykset ovat vihén outoja.
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ESIMERKKEJA
1. Tarkastellaan logistisen kasvumallin differentiaaliyhtdiléd

y!:()’ly(l_l'())}—o) s y(O):]O

Annetaan @l-valikon komento 3: Kuvaajan syotto/Muokkaus >> 7: Diff Eq ja syote-
tdén differentiaaliyhtalo ja alkuehto.

d1: ' 41
yl = 0.1-)-!-(1——)

[ETRTA (o .10 )f? [y

Differentiaaliyhtald

Ratkaisumetudi| Eulerin luku

Kuvausaskelten wvalise iteraatiot
E |

Kenttz'-':l Kulmakerrain |

Akselit| Oletus (x jay) |

=[x [ ] =

Ratkaistaan differentiaaliyhtild vililli [0, 100] kiyttdien piirrossa askelpituutta 0,1.

Differentiaaliyhtald

- ] i~

Kuvauksen alku: | 4] |

Kuvauksen pastepiste:

| 100 |

Kuvauswaihe: | 0.1 |

Kentén erottelutarkkuus:

|20 E

Asetetaan piirron ikkuna-asetus @]-Valikon komento 4: Ikkuna >> 1: Ikkunan ase-
tukset... siten, ettd



Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS 204

x:0...100
3:0 ... 100

Talloin saadaan seuraava kuvaaja:

*Diff.yht.2 —

Ratkaisun arvoja voi tutkia kuvaajasta @]-Valikon komennolla 5: Jéljitys >> 1: Jiljiti
kuvaaja.

Kuvasta huomataan, etté ratkaisukdyrd kulkee kulmakerroinkentdn viivojen mukaisesti.

Piirretdan kuva ikkuna-asetuksilla

lklunan asetukset

HMin: |.3|

XMax: |;.-0

¥Min: |.50

Yiax: |'|50

|
|
XAsteikko: | Automaattinen |
|
|
|

YAsteikko: | Automaattinen

jolloin saadaan
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Kuvasta ndhdién, etti jos differentiaaliyhtédlon alkuarvo
«  »(0)>0 , niin ratkaisu lihestyy kohden arvoa 100, kun x kasvaa.

«  »(0)<0 |, niin ratkaisu pienenee koko ajan, kun x kasvaa.

Kokeillaan tatd. Tutkitaan differentiaaliyhtdlon ratkaisun kayttdytymistd seuraavilla alku-
ehdoilla:

y(0)=1 , y(0)=50 , y(0)=140 , y(0)=—10

Tadmai saadaan aikaiseksi painamalla differentiaaliyhtdlon syottdrivin painiketta R ja lait-
tamalla esille aukeavaan ikkunaan lisdalkuehdot

Muokkaa alkuehtoja

lo JE |
lo | [s0 |
lo | [140 |
Lo | [d] |

o) o

Laskin piirtdd nyt seuraavanlaisen kuvan
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joka on odotusten mukainen.

2. Tarkastellaan Lotkan-Volterran differentiaaliyhtdiléd eli saalis-saalistaja-mallia

»'=y,—0,001y,y, ¥,(0)=1000
y,'=—2,+0,001y,y, * |»,(0)=1000

Annetaan @l-valikon komento 3: Kuvaajan syotto/Muokkaus >> 7: Diff Eq ja syote-
tddn differentiaaliyhtild ja alkuehdot.

wE~i Y "~|y1-0.001-y1y2
Grayle: (O, 1000 ) A8 )

iz v2 "= 2y2+0.001 y1 32
(oy2a: (0 . 1000 )9 @

Kéytetddn Runge-Kutta-menetelmai, kenttaviivoja ei piirreta.

Differentiaaliyhtald

Ratkaisumetodil Runge-Kutta |E

Virheensieto:|0.00‘| |

Akselit] Oletus (x ja ) |

x—{x I

\,'K—\)

[

Ratkaistaan differentiaaliyhtdld vililld [0, 15] kéyttien piirrossa askelpituutta 0,1.
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Differentiaaliyhtald

Kuvauksen alku: | 4] |

Kuvauksen pdatepiste:

IE |

Kuvausvaihe:|0.‘| |

kentan erottelutarkiuus:

[14 |EI

Asetetaan piirron ikkuna-asetus @l_valikon komennolla 4: Ikkuna >> 1: Ikkunan ase-
tukset... siten, ettd

x:0...15
y:0...4000

T4lloin saadaan seuraava kuva:

‘ " *Diff.yht 3 =

Oletusasetusarvoilla piirretddn »; ja », , jos syottorivilld molemmissa differentiaali-
yhtdl6issd on valintavikdnen. Ndhdédén, ettd ratkaisut ovat jaksollisia funktioita.

Piirretdédn myos faasikuva ), y, -avaruudessa ja suuntakenttd.
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Seuraavan kuvan ikkuna-asetus on
Zoomaa — Sovita.

Kuvasta huomataan, etté ratkaisu kulkee suuntakenttaviivojen mukaisesti.

3. Tarkastellaan kolmannen kertaluvun lineaarista ei-vakiokertoimista differentiaaliyhtilod

Differentiaaliyhtald

Wirheensieto: | 0.001

Kenttél Suunta

Akselit| Muokattu

i 1
[z 17
|

il

/akselit

L

W e

QL.
" F

232'9483..’ P S S S

s L]
g B el I S W
Ly < b

., 3758137

y'"'+y""+xy'+x y=xsinx

alkuehdoilla

¥(0)=3, y'(0)=1, y"'(0)=0

Muunnetaan differentiaaliyhtdld normaaliryhméksi ratkaisemalla korkein derivaatta

% rrr—__
ja médrittelemalla funktiot

=y
Yo=Yy
Y=Yy

!

re

y''—xy'—xy+xsinx

208

saatu @]-valikon komennolla 4: Ikkuna >> A:
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Télloin

Yi'=y'=y,

Y'=y" =y,

y3;:yu/:_yr ,_xy,_xy+xsinx:_y3—xy2—xyl+xsinx

josta saadaan normaaliryhma

=y,

"=,

V3 '=—y;—Xxy,—xy +xsinx
Alkuehto on

y1<0) 3
J’2(0):1
J’3(0):0

—

Annetaan ™™ -valikon komento 3: Kuvaajan syétto/Muokkaus >> 7: Diff Eq ja syote-
tadn differentiaaliyhtild ja alkuehdot.

TR
aylay (0 .3 )8

®» |

2Oy "= y3]
(oy2e: (O .1 )8

» [

o L] y3 '=| y3—x-y2—x-y!+x-sin|:x)| |
30 (0 .0 349

®» |

Edelld valintavdkédnen on laitettu ensimmaéisen differentiaaliyhtdlon kohdalla, jolloin piir-
retddn differentiaaliyhtdlon ratkaisu Y,

Kéytetddn Runge-Kutta-menetelmdd, kenttdviivoja ei piirretd. Ratkaistaan differentiaali-

yhtild vililld 0 ... 20 kéyttden piirrossa askelpituutta 0,05. Asetetaan ikkuna-asetus ™ -
valikon komennolla 4: Ikkuna >> A: Zoomaa — Sovita. Télloin saadaan seuraava kuva.
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*Diff. yht 6 =

.
TEHTAVIA .

1. Ratkaise numeerisesti vélilld [1, 10] alkuarvoprobleema
y '+L=5gin2x, y(1)==2 .
RS

2. Ratkaise numeerisesti vililld [0, 15] alkuarvoprobleema
y''+sin(t) y'+9y=2sindt, y(0)=1,y'(0)=0 .
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11. LISTAT

11.1 Listoilla laskeminen

Laskimessa lista koostuu aaltosulkujen sisilla olevista pilkulla erotetuista alkioista. Listan alkioi-
hin viitataan hakasuluissa olevalla indeksilld, joka ilmoittaa monesko listan alkio on kyseessé.
Listan alkio voidaan muuttaa sijoituskiskyll4 ja listaan voi lisdtd alkioita yksi kerrallaan sijoitus-
kaskylla.

ESIMERKKEJA
1. Listan luonti ja késittely.

8 | A |Luonnossives T
fista={1,3,a,6 ) {1306} @
lista[ 2] 3
fista| 4] =-9 -9
lista {13a-9}
fista[ 5] =12 12
lista {13a-912}

Listaan kohdistetut operaatiot suoritetaan kullekin listan alkioille erikseen. Yhté pitkilld listoilla
voi laskea alkioittain. Yksittdinen alkio késitetddn minkd tahansa listan pituiseksi sama-alkioi-
seksi listaksi.

ESIMERKKEJA

2. Listaan kohdistettuja operaatioita.

e ‘ ‘ Luonnossivu~

1
expand({(a+f:’)2 (a- fﬂ)g} H

{a2+2 a b+b2a%-2 a b+b>

H n 3-nH {0,1,0,-1}
sin|q 0, —,m,——
27 2

501,224} {1.24816}

3. Listoilla laskentaa.
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e ‘ < ‘Lunnnnssivu‘v 0=
a=112345} {12345} @
b={54321} {54321}

i
= —,=.1,25
52
22p {-40,6,1424}
a-5 {-4-3-2-10}
=

¢

—

Jotkut komennot tuottavat listoja. Tarkei tillainen komento on ™ /-valikon komento 3: Algeb-
ra >> 4: Nollakohdat, joka nikyy syottorivilld komentona zeros. Komento mairittdd funktion
nollakohdat.

Jos yhtdlolld on useita ratkaisuja ja niitd pitdd jatkotyOstdd, voi olla parempi komennon solve si-
jasta kéyttdd komentoa zeros. Koska

flx)=g(x)e f(x)-g(x)=0
voidaan yhtdl6 aina muuttaa nollakohtien maarittdimiseksi tai painvastoin. Siis komennot
solve(f(x)=g(x), x)
ja
zeros(f(x)-g(x), x)

antavat saman ratkaisujoukon.

ESIMERKKEJA
4. Ratkaistaan yhtilo'
sin(3x—2)=0,78

Solve-komento antaa tuloksen

e A | Luonnossivir= 0=
solve(sin(?r x—2)=0.78,x)
2 (n1-m+1.44733) 2-(n1-m+2.
x= or x= »
2 2

jossa pitdisi suorittaa vield kerto- ja jakolaskut. Tdméi ei kuitenkaan onnistu yhdelld ko-
mennolla, vaan ratkaisujoukon molemmat osat on késiteltdva erikseen.

Muuttamalla yhtdlé muotoon

I Titi esimerkkis on kisitelty myos luvussa 2.1.
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sin(3x—2)—0,78=0 ,
voidaan kéyttdd zeros-komentoa, jonka tulos on listarakenne. Tédhidn voidaan kohdistaa
expand-komento.

8 A | Luonnossivu= ] i

zems(sin(S-x—Q)—O.?S x:I 2
{2- (n2 m+1.44733) 2 (n2 m+2.12346, ﬂ
=

3
H 2-(n2 m+l 44?33290861?1
expand

3

2n2m 2n2
+0.9643889, +1 41564 |
2

Ratkaisu on siis

x:0,964889+n-2—;E tai x:1,41564+n-27JI

5. Lasketaan funktion'
f(x)=x’+2x"-5x-3
arvot funktion derivaatan nollakohdissa.

Tallennetaan funktio ensin funktioksi 1 (x)
Kaytettdessd solve-komentoa derivaatan nollakohtien méérittdmiseen, on funktion arvot
nollakohdissa laskettava erikseen kullekin nollakohdalle.

8 A | Luonnossivu= li
L L [FH]
J‘{x):=x3+2'x2—5'x—3 Valmis
sol‘a:fe(i l:}‘(x]:l=0,xJ

dx
x=-2.11962 or x=0.7863
A-2.11963) 7.06067
() =

Kaytettdessd zeros-komentoa derivaatan 0-kohtien maéérittimiseen, voidaan funktion ar-
vot nollakohdissa laskea yhdelld késkyll4 ja tarkkuus sdilyy.

I Titi esimerkkis on kisitelty myos luvussa 2.1.
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N B #/ | Luonnossivur=

A%

2

?{x):=x3+2'x -5 x-3

1[3]

Vaimis

Zelwos(di(f{xnxj {'2-11963,0.?863}
X

A{-2.11963209811802,0. 7862996475469
{7.06067,-5.20882}

Koko asia voidaan tehdé vield lyhyemmin.

e #/ | Luonnossivur=
o A
?{x):=x3+2'x2—5'x—3 Valmis
f(zeros(i l:}‘(x] :lxD
dx
{7.06067,-5.20882 }

Funktio arvot derivaatan nollakohdissa ovat siis 7,06067 ja —5,20882

11.2 Listaoperaatiot

Listoihin liittyvid komentoja 10ytyy @l-valikon 6: Tilasto valikoista 3: Listamatematiikka

i 1: Toiminnot b [
Ly » x’
i
2: Maksimi askenta ,} H
3 Keskiarvo »

4 Mediaani olliset laskut... b
3: Elementtien summa otulokset

6: Elementtien tulo natematiikka P
7. Otoksen keskihajonta peraatiot 4
8: Otoksen varianssi mat... 4
9: Perusjoukon keskihajonta muswvalit... 4
A Perusjoukon varianssi otestit... 4

ja 4: Listaoperaatiot.
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1: Lajittele nousevaan jarjestykseen
2: Lajittele laskevaan jérjestykseen
31 Kumulatiivinen summalista

4 Tayta

o Sekvenssi

6: Erotusluettelo

7 Lisééa

8: Muunna lista matriisiksi

9: Muunna matriisi listaksi
AVasen

i . . A
—
:I[ﬂlx

askut. ..
et
tilkka
ot

lit...

Valikon 3: Listamatematiikka komennoilla voi méarittda listan

* pienimman ja suurimman alkion. Komennot nikyvét syottorivilli muodossa min ja max.

* listan alkioiden elementtien summan ja tulon. Komennot nékyvit sy6ttorivillda muodossa

sum ja product.

* joitain tilastollisia tunnuslukuja.

ESIMERKKEJA

1. Kokeillaan listamatematiikkakomentoja.

Listoja voi lajitella valikon 4: Listaoperaatiot komennoilla
* 1: Lajittele nousevaan jirjestykseen. Komento nékyy syottorivilld komentona sortA.

» 2: Lajittele laskevaan jirjestykseen. Komento nidkyy syottorivilld komentona sortD.

Komennon sortA muoto on
SortA kohde

missd kohde on listan tai vektorin nimi. Komento jérjestda listan tai vektorin kohde alkiot nouse-

. 8 Al | Luonnossivu= 1%
a=11-512,3} {1-5123} &
min(a) -5
max(a) 12
sumla) 11
pmduct(a) -180
mean(a” 2.75

E i

vaan jarjestykseen. Vastaavasti tietenkin komento sortD.

ESIMERKKEJA
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2. Kokeillaan lajittelua.

‘ g fi# | Luonnossivu= ll
a={1-51220} {1,-51230} @
Sorth a Valmis

a {501,312}
p=[2 0 7 6] [2 0 -7 6]
SortD b Valmis

b [6 2 0 -7] R

Valikon 4: Listaoperaatiot komento 3: Kumulatiivinen summalista luo uuden listan, jossa jo-
kainen lahtdlistan alkio on korvattu alkion ja sitd edeltidvien alkioiden summalla. Komento nékyy
syottorivillda komentona cumulativeSum.

ESIMERKKEJA

3. Kokeillaan kumulatiivisen summalistan muodostamista.

- e #pt Luonnossivu— X
a={1-51230} {1,-5,12,3,0} @
cumula‘dveSum(aJ {1,-4,8, 11, 11}

cumulat’lveSum( {x;,x:,x; ]’ J

{x;,x; +32, XX+ }

Valikon 4: Listaoperaatiot komento 4: Taytd ndkyy syottorivilld komentona Fill. Komennon
muoto on

Fill lauseke, kohde

missé kohde on lista tai matriisi. Komento korvaa muuttujan kohde alkiot lausekkeella lauseke.

ESIMERKKEJA
4. Kokeillaan komentoa Fill.



217 Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS

8 #/ | Luonnossivur= 0x
a={1,-512,3,0} {1,5,12,3,0} &
Fill 1,a Valmis
a {11111}

8 #/ | Luonnossivur= 0x

S

p=[2 1 21| [
5 2 5 2
Fill x2 41,6 Vaimis
b x2+1 x2+1
x2+1 x2+1_

-

Valikon 4: Listaoperaatiot komento 5: Sekvenssi nikyy syottorivilld komentona seq. Komen-
non muoto on

seq(lauseke, muuttuja, alaraja, ylidraja, askel)

Komento muodostaa listan lausekkeen lauseke arvoista, kun muuttuja askeltaa arvosta alaraja
arvoon ylidraja kayttden askelpituutta askel. Komennon argumentin askel voi jéttdd pois. Sen
oletusarvo on 1.

ESIMERKKEJA

5. Muodostetaan listoja komennolla seq.

e #/ | Luonnossivur= 1

[
seq ,1,10

H
{141’1’-_1;41’1;_1;4-_1
2'3"4's"6'7" 89" 10
seq(n,n,O,QO,Q)
{0,246,810,12,14,16,18,20 } i

¥ |x.

Valikon 4: Listaoperaatiot komento 7: Lisda yhdistdd kaksi listaa' perdkkdin. Komento nikyy
syOttorivilld muodossa augment.

ESIMERKKEJA

1 tai matriisia, ks. luku 8.1



Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS 218

6. Asetetaan listoja perdkkiin.

g #/ | Luonnossivur= X [
augment({1,2}.{23,6}) {12236} ’|_‘|

Listasta voi valita osalistoja valikon 4: Listaoperaatiot komennoilla
* A: Vasen. Komento nékyy syottorivilld komentona left. Komennon muoto on
left(lista, k)
Komento valitsee listasta lista k vasemmanpuoleista alkiota.
* B: Keski. Komento nidkyy syottorivilli komentona mid. Komennon muoto on
mid(lista, i, k)

Komento valitsee listan lista i:nnesta alkiosta alkaen k alkiota. Jos argumentti k jétetddn
pois otetaan listaan kaikki alkiot i:nnesta alkaen.

* C: Oikea. Komento nikyy syottorivilld komentona right. Komennon muoto on
right(lista, k)

Komento valitsee listasta lista k oikeanpuoleisinta alkiota.

ESIMERKKEJA

7. Kokeillaan osalistojen valintaa.

- a8 A | Luonnossivu= 0x
a=11,-5123,0} {1-51230} &
leftla, 2] {15}
right{a, 1) {0}
rightla,3) {12,230}
mid(a,2,3) {5123}
mid{a,2) {-s.123,0} B

Muunnoksia listojen ja matriisien vililld voidaan suorittaa valikon 4: Listaoperaatiot komen-
noilla

e 8: Muunna lista matriisiksi. Komento nikyy syottorivilld komentona list» mat. Komen-
non muoto on

list» mat(lista, sarakkeiden lukumiira)
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Komento muodostaa listan lista alkioista riveittdin matriisin, jonka sarakkeiden lukumaa-
rd on annettu. Tarvittaessa matriisin viimeiselle riville lisdtddn nollia. Jos argumenttia sa-
rakkeiden lukumairi ei anneta, on tuloksena vaakavektori. Siis komento

list» mat(lista)

muuntaa listan vaakavektoriksi.

* 9: Muunna matriisi listaksi. Komento nikyy syottorivilld komentona matP list. Komen-

to muodostaa matriisin alkioista riveittiin listan.

ESIMERKKEJA

8. Kokeillaan muunnoksia.

e ydp[ Luonnossivu= 0x
a=11,-51237} {1-51227} &
listhmata) [1 5 12 3 7]
listhmat{a, ) [1 -5 12]

27 0
matplist([l -5 12D {1,-5,12,3,7.0}
17 0
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12. LOGIIKKAA JA BITTIOPERAATIOITA

12.1 Logiikan operaatiot
Laskimella voi késitelld loogisia lauseita. Laskimessa totuusarvot ovat
true = tosi
false = epitosi.
Totuusarvoja voi sijoittaa muuttujiin. Muuttuja on looginen muuttuja, jos sen mahdolliset arvot

ovat totuusarvoja. Loogisia muuttujia ja totuusarvoja voi yhdistdd konnektiiveilla eli logiikan
operaattoreilla. Logiikan operaattorit 10ytyvét ryhméstd Kantaluku komentojen aiheen mukai-

sesta ryhmittelystd, joka saadaan ndppaimilla [=] [ZJ

2 [z |3 4 =g |52 | 6: il

Kantaluku

Muunna kantaan 2
hMuunna kantaan 10
huunna kantaan 16

nand

£

Ainoa unaarinen operaattori on not, negaatio, joka tulee operandin eteen muodossa
not operandi

Muut operaattorit on bindérisid ja tulevat operandien viliin muodossa
operandil operaattori operandi2

Seuraavaan taulukkoon on koottu loogiset perusoperaattorit.
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Komento |Laskimessa |Merkitys Toiminta
ei not negaatio Vaihtaa totuusarvon.
ja and konjunktio Arvo on tosi, jos molemmat operandit ovat tosia,

muuten epitosi.

tai or disjunktio Arvo on epétosi, jos molemmat operandit ovat
epétosia, muuten tosi.

nand nand ei-ja Arvo on epdtosi, jos molemmat operandit ovat
tosia, muuten tosi.

eiki nor ei-tai Arvo on tosi, jos molemmat operandit ovat epi-
tosia, muuten epétosi.

Xor Xor poissulkeva tai | Arvo on tosi, jos molemmilla operandeilla on eri
totuusarvot, muuten epatosi.

O O implikaatio Arvo on epdtosi, jos vasen operandi tosi ja oikea
epatosi, muuten tosi.

- - ekvivalenssi Arvo on tosi, jos molemmilla operandeilla on
sama totuusarvo, muuten epatosi.

Loogiset lauseet koostuvat totuusarvoista tai totuusarvoisista muuttujista ja niitd yhdistdvista
konnektiiveista. Loogisia lauseita kirjoitettaessa kdytetdén tarvittaessa sulkuja. Sulkujen kayttoa
vihentivit seuraavat presedenssisadnnot

* Negaatio not suoritetaan ennen muita konnektiiveja

* Konnektiivi and suoritetaan ennen' muita binéérisid konnektiiveja.

* Muut konnektiivit suoritetaan ennen implikaatiota [J ja ekvivalenssia <.
Liséksi

* Perikkaiset konnektiivit and ja or voidaan kirjoittaa ilman sulkuja.

Lause on fautologia, jos se on aina tosi. Lauseet p ja g ovat loogisesti ekvivalentteja, jos ekviva-
lenssi p<gq on tautologia. Timi merkitsee sitd, ettd lauseilla p ja ¢ on aina samat totuusarvot.
Lauseita p ja g voidaan tilloin pitdd samoina lauseina ja kirjoittaa p=gq

Laskin sieventdd automaattisesti loogiset lauseet ja esittdd ne konnektiiveja not, and ja or kéyt-
taen.

ESIMERKKEJA

1. Kokeillaan lauseiden sieventamisesta.

! Tama on paitelty kokeilemalla. Asia ei siis ole aivan varma.
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g fi# | Luonnossivu= | 7]
aornota true &
aand nota false
anand b not g ornot b
a=b notaorb
a+e b notg and notb orag and b
@ and (b or c) aand b or g and c| !

Edellisen mukaan poissuljetun kolmannen laki
a or not a

on tautologia,.

2. de Morganin kaavojen mukaan
not (¢ and b) = not a or not b
not (a or b) = not a and not »

Tarkistetaan ndma laskimella osoittamalla, etti vastaavat ekvivalenssit ovat tautologioita.

g A/ | Luonnossivu= | 9]
not (a and f:'J < notgornot b frue =
not (a or b) & not ¢ and not b frue H

TEHTAVIA .

1. Osoita laskimella, ettd lauseet a=5b ja not (¢ and not b) ovat loogisesti ekvivalentit.

12.2 Totuustaulujen kaytto

Laskimessa binddriluvut késitelldédn 64 binddrinumerolla eli 16 heksanumerolla. Luvun alussa
olevia nollia laskin ei esitd. Binddriluvut ovat bittijonoja, joista kullakin bitilld on arvo O tai 1.
Némai arvot voidaan ajatella loogisiksi arvoiksi siten, ettd

1 = tosi
0 = epitosi.

Logiikan perusoperaattorit operoivat bittijonoihin biteittdin: samalla kohdalla oleville biteille las-
ketaan operaation arvo.
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Loogisen lauseen toiminta voidaan kuvata totuustaululla, jossa on esitetty lauseessa olevien to-
tuusarvomuuttujien kaikki mahdolliset arvokombinaatiot ja niitd vastaavat loogisen lauseen ar-
vot.

ESIMERKKEJA

1. Esitetddn joidenkin perusoperaattoreiden totuustaulut. Namé ovat samalla ndiden operaat-
toreiden madritelmat.

Negaation totuustaulu:
not a
1
1 0

Konjunktion totuustaulu:

a b a and b
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Disjunktion totuustaulu:

-
S

b ao

—_— = OO R

0
1
0
1

—_— = =

2. Muodostetaan loogisen lauseen
a or (not b and ¢)

totuustaulu.
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a b c not b nothand c | aor (notb and c)
0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 0 1
1 1 1 0 0 1

Laskimella voidaan muodostaa sellaisten loogisten lauseiden totuustaulut, joissa totuusarvomuut-
tujien lukumiiréd on korkeintaan 6. Totuusarvomuuttujien p, ps, ... kaikki kombinaatiot saadaan

seuraavilla tavoilla.



225 Matematiikkaa laskimella TI-nspire CX CAS

Lukumééra | Bittimuuttujat

1 p1=0bl0
2 p1=0b1010=0hA
p2=0b1100=0hC
3 pr= OhAA
P2 = OhCC
pP3= OhFO
4 p1= OhAAAA
p2=0hCCCC
p3= OhFOFO
pPs= OhFFOO
5 p1= 0hAAAAAAAA

p>=0hCCCCCCCe
p3=0hFOFOFOFOQ
ps=O0hFFOOFFO0
ps=O0hFFFF0000

6 p1=0hAAAAAAAAAAAAAAAA
p2=0hCCCCCCCCCCCCCCCe
p3=0hFOFOFOFOFOFOFOFO
ps=O0hFFOOFFOOFFOOFFO0
ps=O0hFFFFO000FFFF0000
pe=OhFFFFFFFF00000000

Kun laskimella muodostetaan bittijonojen loogisia lauseita on huomattava seuraavaa:

» Laskin késittelee bittijonoja aina 64-bittisind, jolloin bittijonon alkuun voi tulla asiayhtey-
teen kuulumattomina ykkdsid. Ne voidaan poistaa ottamalla tuloksen konjunktio (and-
operaatio) sopivan ykkdsbittijonon kanssa. Seuraavassa taulukossa on esitetty téllaiset so-

pivat ykkdosbittijonot.
Lukumaiird | Bittimuuttujat
1 p=0bll
2 p=0bl111l=0hF
3 p=0hFF
4 p=OhFFFF
5 p=O0hFFFFFFFF

* Laskin ei esitd bittijonon mahdollisia alkunollia.
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ESIMERKKEJA

3. Muodostetaan laskimella negaation totuustaulu.

e fi# | Luonnossivu=

| B3
Fal)

a.=0bl0

not ¢ #Basa2

0b1111111111111111111111111111111*%

111111111111111111111111111111101

-3

Toisen rivin komento tuottaa bittijonon, jonka alku koostuu ykkosistd. Vain bittijonon
kaksi viimeistd bittid ovat kuitenkin kiinnostavia. Ne ovat nékyvissd kolmannen rivin ko-

mennossa.

Seuraavassa on napattu bittijonon kaksi viimeistd bittid. Koska tilloin ensimméiinen bitti

on 0 ei sitd esiteta.

e #/ | Luonnossivur=

a:=0b1l0

nota

-2and Obl1l

0
2
-3
1

¢
4. Muodostetaan laskimella konjunktion ja disjunktion totuustaulut.
g #/ | Luonnossivur= X
b:=0b1010 10 &
a:=0b1100 12
a and bPBase?2 0b1000
a or bpBaseZ2 0b1110
¢

5. Muodostetaan lauseen
a or (not b and ¢)

totuustaulu laskimella (vrt. Esim. 2).
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‘ 8 #/ | Luonnossivur= li
c:=0hAA 170 &
b:=0hCC 204
a:=0hF0 240
a or not b and ¢k Bass2 0b11110010

Koska tautologia on aina tosi, on tautologian totuusarvo 1 totuustaulun jokaisella rivilld. Loogi-
sesti ekvivalenteilla lauseilla p ja ¢ on aina samat totuusarvot, joten looginen ekvivalenssi voi-
daan todistaa totuustauluja kéyttden joko

» tarkistamalla, ettéd lauseilla p ja g on joka rivilld samat totuusarvot tai

» osoittamalla ettd ekvivalenssin p<¢ jokaisen rivin totuusarvo on tosi.

ESIMERKKEJA
6. Laskin sieventdd lauseen
axor b
muotoon

not a and b or ¢ and not b

g ‘ A ‘Luunnussiwv X

a xor b notgand b org and not & ﬁ

Tarkistetaan totuustauluja kayttden, ettd

a xor b =not a and b or a and not b

. 8 A | Luonnossivir= b
a:=0b1100 12 =
b:=0b1010 10
a xor bPBase2 0b110
nota and b or g and not bk Base2  0b110

Koska lauseilla on joka rivilld samat totuusarvot, ovat lauseet samoja.

Jos tiedetdén lauseen p totuustaulu, voidaan muodostaa lauseen kanssa loogisesti ekvivalentti
lause seuraavilla vaihtoehtoisilla tavoilla:
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Jokaista totuustaulun rivid kohden, jolla lause p on tosi, muodostetaan konjunktio, joka on
tosi ainoastaan tdlld rivilld. Sen jilkeen muodostetaan kaikkien ndiden konjunktioiden
disjunktio. Se on tosi vain niillé riveilld joilla p on tosi, joten se on loogisesti ekvivalentti
p:n kanssa. Saatua muotoa sanotaan lauseen p disjunktiiviseksi normaalimuodoksi.

Jokaista totuustaulun rivid kohden, jolla lause p on epitosi, muodostetaan disjunktio, joka
on epdtosi ainoastaan tdlld rivilld. Sen jilkeen muodostetaan kaikkien néiden disjunk-
tioiden konjunktio. Se on epitosi vain niilld riveilld joilla p on epétosi, joten se on loogi-
sesti yhtdpitdvd p:n kanssa. Saatua muotoa sanotaan lauseen p konjunktiiviseksi nor-
maalimuodoksi.

Koska jokainen looginen lause voidaan esittdd totuustaulun avulla, voidaan jokainen looginen
lause esittidd sekd disjunktiivisessa ettd konjunktiivisessa normaalimuodossa.

ESIMERKKEJA

7. Muodostetaan lause, joka on loogisesti ekvivalentti lauseen p kanssa. Lause p on méiéritel-

ty seuraavalla totuustaululla:

_ = = =] o o o o] &
—_ = ol o =| —=| o o &
e =l Bl = Eal =N B B el e
o —| o o of —| o =~

Muodostetaan sekd disjunktiivinen ettd konjunktiivinen normaalimuoto
Disjunktiivinen normaalimuoto: Lause p on tosi totuustaulun vaakariveilld 1, 3 ja 7.
* lause not a and not b and not c on tosi vain rivilla 1
* lause not @ and b and not c on tosi vain rivilld 3
* lause @ and b and not ¢ on tosi vain rivilla 7

Lauseiden disjunktio on tosi tdsmaélleen silloin, kun ainakin yksi sen jdsen on tosi. Siten
lause p on

(not @ and not b and not c) or (not @ and b and not c) or (a and b and not ¢)

Konjunktiivinen normaalimuoto: Lause p on epitosi totuustaulun vaakariveilld 2, 4, 5, 6
ja 8:

* lause a or b or not c on epétosi vain rivilld 2

* lause a or not b or not c on epétosi vain rivilld 4
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* lause not a or b or c on epitosi vain rivilld 5
* lause not a or b or not c on epitosi vain rivilld 6
* lause not a or not b or not c on epitosi vain rivilld 8

Lauseiden konjunktio on epétosi tismalleen silloin, kun ainakin yksi sen jdsen on epatosi.
Siten lause p on

(a or b or not ¢) and (a or not b or not c) and (not a or b or c) and

(not a or b or not c¢) and (not @ or not b or not c)

Sievennetaan saadut lauseet laskimella.

8 A | Luonnossivu= ix

not @ and not & and not ¢ or not @ and b at* &

not @ and not ¢ or ¢ and & and not ¢

(a or b or not CJ and (a or not & or not CJ a*

notgand notc or b and not ¢

not ¢ and not ¢ or @ and & and not ¢ < not

frue

Disjunktiivinen normaalimuoto sievenee muotoon (ylempi lasku)
not a and not c or a and b and not ¢

ja konjunktiivinen normaalimuoto muotoon (keskimmadinen lasku)
not a and not c or b and not ¢

Alinna on tarkistettu, ettd ndma lauseet ovat loogisesti ekvivalentteja.

Tarkistetaan vield, ettd ylimmén lauseen totuustaulu on sama kuin lauseen p totuustaulu.

‘ g fi# | Luonnossivu= x |
a:=0hF0 240 &
b:=0hCC 204
c1=0RAA 170

not ¢ and notc or @ and b and note  -18%

-187 and OhFFPBase2 Ob1000101

Komento tuottaa ykkosilld alkavan jonon', josta on leikattu haluttu osa nikyviin. Alku-

nollaa laskin ei ndytd. Havaitaan, ettd totuustaulu on sama kuin alkuperiisen lauseen to-
tuustaulu.

1 Titi ei ole tulostettu.
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TEHTAVIA

1. Muodosta laskimella seuraavien lauseiden totuustaulut.
a) aornoth [ bornota
b) (a and b and not c) or (a and not b and not c)

4. a) Esitd seuraavan totuustaulun mukainen lause seké disjunktiivisessa ettd konjunktiivi-
sessa normaalimuodossa.

— == = O O O O &
—_— = O O = =] O O] &
—_— O = O =] O = O O
—| o o o | o | o

b) Sievenni saamasi muodot laskimella.

c) Tarkista, ettd sivennettyjen lauseiden totuustaulut ovat oikein.

12.3 Bittioperaatioita

Néppéin (=] muodostaa bindériluvun kahden komplementin, joka on bindériluvun negaatio + 1.
Siis'

- bindéiriluku = 1 + not bindariluku

ESIMERKKEJA

1. Kokeillaan kahden komplementin muodostamista luvulla Ob101011.

‘ a8 A | Luonnossivu= | L-
0b101011 43 &
-0b101011PBase2
111111111111111111111111111010101
-0b101011 -43
not 0b101011 -44
1+(not 0b101011) -43| i

I Laskimessa on laskettava tissi jarjestyksessa.
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Rivilld kaksi ndhdéén, ettd -Ob101011 on luvun 0b101011 kahden komplementti.
¢

Komentojen aiheen mukaisen ryhmittelyn' ryhmin Kantaluku komennolla

» Siirri siirretdén bittijonoa oikealle tai vasemmalle. Komento nékyy syottorivilld komen-
tona shift.

* Kierrai kierretddn bittijonoa oikealle tai vasemmalle. Komento nikyy sy6ttorivilla komen-
tona rotate.

Komennot operoivat 64 bitin muodostamaan bittijonoon.
Komennon shfit muoto on
shfit(bittijono, siirtojen lukuméiri)
missd
» bittijono on kokonaisluku, jonka laskin muuntaa etumerkillisen 64 bitin binddrimuotoon.

» siirtojen lukumaéiri on kokonaisluku, joka ilmoittaa siirtojen lukumairian. Oletusarvona
on —1. Jos luku on

* positiivinen tapahtuu siirto vasemmalle siten, ettd vasemmalta ylivuotavat bitit pu-
dotetaan pois ja oikealle lisidtdén nollia.

* negatiivinen tapahtuu siirto oikealle siten, ettd oikealta ylivuotavat bitit pudotetaan
pois ja vasemmanpuoleinen bitti toistuu.

ESIMERKKEJA
2. Kokeillaan komentoa shift.

Seuraavassa on ensin siirto oikealla yhden bitin verran, sitten siirto oikealle nelja bittié ja
viimeiseksi siirto vasemmalle 2 bittid. Loppuun tulee tdlloin nollia.

B | A [Luonnossiv— T
shift{0b101011)» Base2 0b10101 &
shift{0b101011,-4)» Base2 0b10
shift{0b101011,2)PBase2  0b10101100

Seuraavassa on ensin siirto oikealla neljé bittid, jolloin vasemmanpuoleinen bitti 1 tois-
tuu. Sitten on siirto oikealle yhden bitin verran, jolloin vasemmanpuoleinen bitti vuotaa
yli ja tulokseksi tulee nollabittien jono.

I Komentojen aiheen mukainen ryhmittely saadaan nappaimilla |£| L2
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g ‘ A ‘Luunnussiwv b
e

-29%) Base2

0b1000000000000000000000000000000¢

shiftl-26% -4)b Base2

0b1111100000000000000000000000000k
0

shifil-262,1) i

Luvun siirto vasemmalle 7 bitin verran kertoo luvun luvulla 2" , jos ylivuotoa ei tapahdu.

ESIMERKKEJA
3. Kokeillaan vasemmalle siirtoa.

8 | i+ |Lunnnnssivuv | 1]
shift(25, 3] 200 &
shift{-25,3) -200
463 -9223372036854775808
shift-9223372026854775808, 1) 0

Edella kaksi ensimmdisti siirtoa suorittaa luvun kertomisen luvulla 2°=8 . Viimeisessd
siirrossa tulee ylivuoto.

Luvun siirto oikealle » bitin verran jakaa luvulla 2" ja pyoristdd tuloksen alaspdin kokonaislu-
vuksi, jos ylivuotoa ei tapahdu.

ESIMERKKEJA

4. Kokeillaan oikealle siirtoa.

) | A [Luonnossine 1%
shift{123) 61 &
shift(-1232] -62
shift{123,-2} 30
shift(-123,-2) -31
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Kahdessa ensimmaéisessi laskussa jaetaan luvulla 2, kahdessa viimeisessé jaetaan luvulla
2°=4

Komennossa rotate toiselta puolelta poistuneet bitit kiertyviét toiselle puolelle. Komennon muoto
on

rotate(bittijono, kierron pituus)
missi
* bittijono on kokonaisluku, jonka laskin muuntaa etumerkillisen 64 bitin binddrimuotoon.

* Kierron pituus on kokonaisluku, joka ilmoittaa kierron pituuden. Oletusarvona on —1. Jos
luku on

* positiivinen tapahtuu kierto vasemmalle.

* negatiivinen tapahtuu kierto oikealle.

ESIMERKKEJA

5. Kokeillaan komentoa rotate.

& | A |Lunnnnssivuv 0x
rotate(1,-1) -9223372036854775808 &

mtate(l,-l)PBaseiz
0b1000000000000000000000000000000¢

563 -9223372026854775808

Kun luku 1 kierretdan vasemmalle, tulee se sellaisen 64-bittisen luvun ensimmaiseksi bi-
tiksi, jonka muut bitit ovat nollia. Luku muuttuu silloin negatiiviseksi.



	0. ESIPUHE
	1. PERUSASIOITA LASKIMESTA
	2. LASKIMEN KÄYTTÄMINEN
	2.1 Laskutekniikkaa
	2.2 Yksiköiden ja vakioiden käyttö

	3. LUVUT
	3.1 Kokonaisluvut
	3.2 Murtoluvut
	3.3 Lukujen pyöristämiset
	3.4 Kompleksiluvut
	3.5 Binääri- ja heksaluvut

	4. ALGEBRAA
	4.1 Lausekkeiden kirjoittaminen
	4.2 Algebrallisten lausekkeiden sieventäminen ja muokkaaminen
	4.2.1 Kertolasku
	4.2.2 Tekijöihin jako
	4.2.3 Murtolausekkeiden yhteenlasku
	4.2.4 Neliöksi täydentäminen

	4.3 Eksponenttilausekkeiden käsittely
	4.4 Logaritmilausekkeiden käsittely
	4.5 Polynomit
	4.6 Rationaalifunktiot
	4.7 Yhden tuntemattoman yhtälöt
	4.8 Yhtälöryhmät
	4.9 Epäyhtälöt
	4.10 Funktio
	4.10.1 Funktion määrittely
	4.10.2 Paloittain määritelty funktio
	4.10.3 Funktion jaksollinen jatko


	5. TRIGONOMETRIAA
	5.1 Trigonometriset funktiot
	5.2 Trigonometristen lausekkeiden käsittely
	5.3 Trigonometriset yhtälöt

	6. PIIRTÄMINEN
	6.1 Tasokäyrät
	6.1.1 Funktioesitys
	6.1.2 Parametriesitys
	6.1.3 Napakoordinaattiesitys
	6.1.4 Ensimmäisen ja toisen asteen käyrät

	6.2 Yhtälöiden numeerinen ratkaiseminen
	6.3 Pinnat
	6.3.1 Funktioesitys
	6.3.2 Parametriesitys

	6.4 Animointi

	7. VEKTORILASKENTA
	7.1 Peruslaskutoimitukset
	7.2 Vektoreiden väliset tulot
	7.3 Koordinaatistomuunnokset
	7.3.1 Tasovektorin napakoordinaattiesitys
	7.3.2 Avaruusvektorin koordinaattiesityksiä


	8. MATRIISILASKENTA
	8.1 Matriisien syöttäminen
	8.2 Matriisien peruslaskutoimitukset
	8.3 Ominaisarvot ja ominaisvektorit

	9. DIFFERENTIAALI- JA INTEGRAALILASKENTA
	9.1 Raja-arvot
	9.2 Derivointi
	9.3 Implisiittinen derivointi
	9.4 Derivaatan sovelluksia
	9.4.1 Tangentti- ja normaalisuora
	9.4.2 Virhearviot

	9.5 Funktion käyttäytyminen
	9.5.1 Globaali minimointi ja maksimointi
	9.5.2 Lokaalit ääriarvot
	9.5.3 Funktion käännepisteet
	9.5.4 Asymptootit

	9.6 Integrointi
	9.7 Integraalin sovelluksia
	9.7.1 Tasoalueen pinta-ala
	9.7.2 Käyrän pituus
	9.7.3 Pyörähdyskappaleen tilavuus
	9.7.4 Pyörähdyskappaleen vaipan ala

	9.8 Summat ja sarjat
	9.9 Taylorin polynomit

	10. DIFFERENTIAALIYHTÄLÖT
	10.1 Symbolinen ratkaiseminen
	10.2 Numeerinen ratkaiseminen
	10.2.1 Differentiaaliyhtälöiden teoriaa
	10.2.2 Differentiaaliyhtälöiden numeerinen ratkaiseminen


	11. LISTAT
	11.1 Listoilla laskeminen
	11.2 Listaoperaatiot

	12. LOGIIKKAA JA BITTIOPERAATIOITA
	12.1 Logiikan operaatiot
	12.2 Totuustaulujen käyttö
	12.3 Bittioperaatioita


